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Vorrede. 



Die Entstehung dieses Werkes hängt mit einem mir ertheilten Auftrage 
zusammen, aus den Papieren des verstorbenen Prof. Sohncke dasjenige 
herauszusuchen, was sich zur eventuellen Herausgabe eigne. Ich fand nun 
unter dem Titel „ Zahlentheorie " eine Reihe von Abhandlungen, die die 
Kreisleitung zu ihrem Objecto haben und allerdings dazwischen einge- 
streut auch noch das Unentbehrlichste aus der reinen Arithmetik enthalten. 
Bei einer genaueren Durchsicht gewann ich indessen bald die Ueberzeu- 
gung, dass der erwähnte Gegenstand zu speciell und das die allgemeine 
Theorie Betreffende zu unvollständig wäre, um dem Werke einen allge- 
meineren Leserkreis zu sichern, und so entschloss ich mich nur die Ein- 
leitung daraus zu nehmen und übrigens in vollkommen selbständiger 
Weise die Elemente der Zahlentheorie zu schreiben. 

Das Bedürfhiss eines solchen Werkes ist wohl ausser Zweifel; denn 
trotz des grossen Interesses, welches die Neuzeit seit Euler, Lagrange und 
Gauss der Zahlentheorie zugewandt hat, fehlt es noch sehr an einem Lehr- 
buche, welches dem Anfanger zum Selbststudium diene. Zur Begründung 
dieser Behauptung genügt es wohl einfach auf die thatsache hinzuweisen/ 
dass seit den unsterblichen „ disquisitiones arilhmeticae" von Gauss mei- 
nes Wissens nur ein das Notwendigste kurz zusammenstellendes Lehr- 
buch im Jahre 1832 erschienen ist, nämlich „die Anfangsgründe der hö- 
heren Arithmetik' 1 von Hinding*). Indem ich die Ausfüllung der aufge- 
zeigten Lücke in der mathematischen Literatur übernommen habe, bin ich 
mir recht wohl der Schwierigkeiten meiner Aufgabe bewusst und nehme 



*) Scheffler's unbestimmte Analytik iit mir ent nach Beendigung jneinti Mannicripts 
in die Hände gekommen« 



It 

das nachsichtige Urtheil Sachverständiger in Anspruch. Es sind nament- 
lich zwei Hauptschwierigkeilen, die eine mehr formale von Seiten der Dar- 
stellung, die andere mehr materiale von Seiten des Inhaltes. 

Formell habe ich eine zusammenhängende Darstellung angestrebt, welche 
einmal ohne der Strenge der Argumentation etwas zu vergeben, nicht mehr 
als das Mass der Kennlnisse eines Abiturienten von einem Gymnasium oder 
einer Realschule voraussetzt, und dann die einzelnen Lehrsätze und Auf- 
gaben nicht als etwas für sich Abgesonderte» bebandelt, sondern soviel 
als möglieb ihren Zusammenhang • mit dem Gange der allgemeinen Ent- 
wicklung hervorhebt. Zugleich habe ich eine grosse Menge bis ins 
kleinste Detail durchgerechneter Beispiele mit eingestreut und an vielen 
Orten für ein ausreichendes Material zu selbstständigen Uebungen gesorgt. 

Materiell handelte es sich vor allem um eine zweckmässige Auswahl 
aus der reichen Fülle des gebotenen Stoffes, liier sind vornehmlich zwei 
Rücksichten für mich massgebend gewesen, zuerst der möglichst genaue 
Änschluss an die disquisiüones arilhmelicae, weil diese als der Ausgangs- 
punkt und das Fundament aller neueren zahlentheoretischen Entwickelun- 
gen angesehen werden müssen, und dann die Beschränkung auf die allge- 
meine Theorie der Potenzreste und der Gleichungen zweiten Grades. 
Diese Beschränkung schien mir um so nölhiger, da ich die Grenzen des 
Elementaren nicht überschreiten and doch etwas Fertiges und in sich Ab- 
geschlossenes liefern wollte. Nur an einer Stelle der Einleitung findet 
sich eine Ausnahme. Es ist nämljch daselbst der bekannte Euler'sche 
Satz behandelt über die merkwürdige Abhängigkeit, welche zwischen der 
Theilersumme einer Zahl und der Reihe der Pentagonalzahlea besteht. 
Aber dieser Satz ist für das Verständniss des Nachfolgenden unwesentlich 
und kann von dem Anfänger, welcher des höheren Calcüls unkundig ist, 
ohne Schaden übergangen werden. 

Halle, den 15. Juni 1856. 

Her Vertam*er. 
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Einleitung. 

Die alten Griechen theilten die Mathematik in drei Theile , in Geometrie, 
Logistik und Arithmetik. Die Geometrie , welche sie zu einem hohen Grade 
von Ausbildung brachten, besteht nach ihren Grundzügen noch jetzt in un- 
veränderter Gestalt fort; die Logistik begreift die Kunst des gewöhnlichen 
Rechnens in sich, in der es auf den hoyog, das Yerhältniss der einen 
Grösse zur Einheit ankommt, gleichgültig, was die Grösse ist, ob eine ganze 
oder gebrochene Zahl; sie ist in neuerer Zeit ein specieller Theil der 
Algebra geworden. Die Arithmetik endlich ist die Wissenschaft von den 
ganzen Zahlen und erscheint, wie die Logistik, im griechischen Alterthume 
nur wenig ausgebildet, weil ihr zwei wesentliche Dinge abgingen, die 
allgemeine Bezeichnung der Zahlen und ein zweckmässiges Zahlensystem. 
Das Beste , welches uns aus jener Zeit überkommen ist , sind des Diophan- 
tus problemata arithmetica , in denen gewisse Aufgaben in ganzen und ratio- 
nalen Zahlen aufgelöst werden. Das Werk steht einzig und räthselhaft da, 
denn von allen übrigen Werken kann man eine successive Entstehung an- 
geben, wie z. B. bei denen des Euclides, der mehr nur das früher Gefun- 
dene zu einem Ganzen zusammenstellte. Aber von des Diophantus Theorie 
findet man weder vor, noch nach ihm eine Spur; er selbst ist gleicher 
Blassen eine problematische Person und soll im 4ten Jahrhundert gelebt 
haben. Alle gleichzeitigen arithmetischen Werke stehen so weit unter ihm, 
dass sich gar keine Verbindung auflinden lässt. Man glaubte daher neuer- 
lich, dass die Alexandriner zur Kenntniss dieser Wissenschaft durch Han- 
delsverkehr mit den Indiern gelangt wären, denn von letzteren hat man 
Werke, wenn auch späteren Ursprunges , in denen diese Art von Problemen 
und noch manches Andere, wie z. B. die Theorie der Kettenbrüche, be- 

Schvars, Zahlen- Theorie. 1 



handelt wird. Colebroocke hat diese Indischen Probleme ganz in der Art 
der Inder zusammengestellt, die alles in Form von Kunststücken vortrugen. 
Wahrscheinlich sind die gleichartigen Werke der Griechen verloren ge- 
gangen. 

Euclid handelt im 7ten, 8ten, 9ten Buche von den Anfangsgründen 
der Arithmetik. Bei ihm findet man zuerst den Namen Primzahl (aqcd'iiidg 
TtQcotog) erwähnt und den Satz, dass es unendlich viele Primzahlen gäbe. 
Der Beweis ist folgender. Wäre die Anzahl der Primzahlen begrenzt und 
n die äusserste Grenze, so müsste eine Zahl von der Form 

1. 2. 3 (n— l)n+l 

nothwendig entweder selbst eine Primzahl sein oder aber durch eine 
grössere Primzahl, als n ist, ohne Rest theilbar sein, weil alle Primzahlen 
von 1 bis n in jene Summe hineindividirt 1 zum Reste lassen. In beiden 
Fällen mithin existirt eine Primzahl grösser als n, im Widerspruche zu der 
Voraussetzung. 

Ferner ist bereits Eratosthenes der Erfinder einer Methode gewesen, 
vermöge deren die Primzahlen aus der Reihe der übrigen Zahlen ausge- 
schieden werden. Man bildet sich nämlich die Reihe der ungeraden Zahl 
von 3 ab bis zu irgend einer Grenze und wirft, von 3 aus gerechnet, die 

Ste, 6te, 9te, Zahl weg, also die Zahlen 9, 15, 21, , weil sie 

offenbar durch 3 theilbar sind. Hierauf streicht man von 5 ab die 5te, 
lt)te, löte, Zahl, also 15, 25, 35, (hierbei werden die be- 
reits wegen 3 gestrichenen Zahlen wieder mit gezählt); allgemein: man wirft 
von der nächsten stehen gebliebenen Primzahl n ab die nie , 2nte , 3nte .... 
Zahl als durch n theilbar weg und setzt das Verfahren so weit fort, bis 
man zu derjenigen Primzahl kommt, welche nächst kleiner ist als die 
Quadratwurzel aus der gegebenen Grenze. Denn es ist leicht einzusehen, 
dass, wenn man die nachfolgenden Primzahlen mit in Rechnung bringen 
wollte , bis zu der gegebenen Grenze hin nur solche Zahlen noch wegfallen, 
welche bereits gestrichen sind. Mithin sind die stehen bleibenden Zahlen 
innerhalb dieses Intervalles die Reihe der Primzahlen. Suchen wir z. B. 
alle Primzahlen bis 100, so ist die Primzahl, welche nächst kleiner ist zu 
^100, offenbar 7 und dem zu Folge hat man blos die Primzahlen 3, 5, 7 
in Berücksichtigung zu ziehen, und das Sieb des Eratosthenes bekommt 
folgende Gestalt: 



3, 5, 7, 0, 11, 13, 25, 17, 10, 22, 23, 25, 27, 29, 31, 33, 

35, 37, 80, 41, 43, «5, 47, «0, 31, 53, 55, 57, 59, 61, 68, 
«5, 67, 80, 71, 73, T5, H, 79, M, 83, 85, 87, 89, 02, 08, 
05, 97, 00. 

Im 16ten Jahrhundert, zur Zeit des Dcscartes, nahm man die Zahlen- 
theorie wieder auf und zwar war es die Kenntnissnahme von des Diophantus 
Schriften, welche den ersten Anstoss hierzu gab. Wir haben 2 Ausgaben 
der Diophantischen Probleme aus jener Zeit, eine von Bachetus de Mezi- 
riac und die andere, ungleich bedeutendere, von Fermat, Parlamentsrath 
zu Toulouse. In den Noten zu letzterer finden sich viele Sätze über Prim- 
zahlen und ganze Zahlen, von denen der Verfasser den Beweis theilweise 
nicht besass. Diese Sachen gingen nun auf die folgenden Mathematiker 
über und erschienen so schwer, dass man, um sie zu beweisen, die ganze 
Arithmetik schaffen musste. Diophantus sagt einmal, man zerfalle die Zahl 
in 4 Quadrate. Daher scheint der Satz vorauszugehen, dass jede Zahl aus 
4 Quadraten zusammengesetzt werden könne. Weiter heisst es, die Zahl 
4& + 1 ist immer die Summe zweier Quadrate. Fermat fügt hinzu, jede 
ganze Zahl ist gleich der Summe yon 3 dreieckigen , 4 viereckigen u. s. w. 
Zahlen. Yon diesen Sätzen hat Euler den einen: jede ganze Zahl sei gleich 
der Summe von 4 Quadraten, zu beweisen versucht, doch fand den allge- 
meinen Beweis erst Lagrange. Den Satz , dass jede Zahl gleich der Summe 
dreier dreieckigen Zahlen sei, bewies Gauss und den allgemeinen Beweis 
Ar alle Fälle fand Cauchy. Die Methoden, die Fermat zu den Beweisen 
anwandte, sind verloren gegangen, doch müssen sie sehr einfach gewesea 
sein. Von den Sätzen, die er noch nicht beweisen zu können eingesteht, 
haben sich mehrere als unrichtig gezeigt. So sagte er, die Zahl 

G») 

2 +1 
sei immer eine Primzahl , aber Euler fand, dass 2 32 +l durch 641 theilbar 
sei. Es finden sich auch bereits bei Fermat mehrere sogenannte negative 
Sätze, welche die Unmöglichkeit gewisser Zahlformen aussprechen; z. B. : 
die Summe zweier gleich hohen Potenzen kann niemals wieder eine Potenz 
desselben Grades geben, ausgenommen wenn der Exponent 2 ist. Euler 
bewies diesen Satz für die 3te und 4te Potenz, Legendre für die Ste und 
Dirichlet für die 14te Potenz. Wie ungefähr Fermat geschlossen haben 

1* 



mag, zeigt die folgende Bemerkung: Er zeigt, dass, wenn eine Gleichung 
für gewisse ganze positive Zahlen stattfindet, sie auch stattfinden muss für 
kleinere ganze Zahlen. Da diese sich aber nicht bis ins Unendliche ver- 
kleinern lassen , so kann es keine solchen Zahlen geben. — Ausser Fermat 
beschäftigten sich gleichzeitig mit der Zahlentheorie Frenicle de Bessi, 
Wallis und Lord Brounker. 

In der Folgezeit, welcher die grossen Entdeckungen im höheren Calcül 
angehören , blieb die Theorie der Zahlen liegen. Erst in der zweiten Hälfte 
des vorigen Jahrhunderts wurde der Gegenstand wieder in Anregung ge- 
bracht und zwar von Euler, Lagrange und Legendre. Von des letzteren 
Werk hat die Wissenschaft den Namen Zahlentheorie. Zu einem ordent- 
lichen Abschlüsse aber gelangten alle diese Arbeiten erst durch die Disqui- 
sitiones arithmeticae , welche Gauss im Jahre 1800 als 22jähriger Jüngling 
herausgab. Einzelne interessante Abhandlungen finden sich in der Neuzeit 
in Crelle's Journal zerstreut, namentlich solche von Dirichlet und Kummer. 

§. 2. 

Indem wir jetzt naher auf unseren Gegenstand eingehen, müssen wir 
unterscheiden zwischen Algebra und Arithmetik, welche letztere jetzt in- 
dessen gewöhnlicher Zahlentheorie oder auch unbestimmte Analysis heisst. 
Jene handelt von den Zahlen im Allgemeinen; diese bezieht sich nur auf 
die Eigenschaften* rationaler, ja meistenteils ganzer Zahlen. Sie lehrt 
einerseits die Natur der Zahlen kennen, andererseits Zahlen finden, welche 
gewissen Bedingungen genügen. Der Name unbestimmte Analysis rührt da- 
von her, weil derartige Aufgaben meistens mehrere oder gar unendlich viele 
Auflösungen gestatten. 

Der Zahlentheorie gehören viele den Elementen einverleibte Sätze an, 
x. B. 

Die Ordnung der Faktoren bei der Multiplikation ist 
gleichgültig, 
und 

Wenn zwei Zahlen beide durch eine Primzahl nicht 
theilbar sind, so ist auch ihr Produkt nicht durch jene 
Primzahl theilbar. 



Wir wollen wenigstens den letzteren wichtigen Satz beweisen und ihm 
zu dem Zwecke gleich die etwas allgemeinere Form geben: 

Wenn zwei Zahlen beide zu einer dritten relative Prim- 
zahlen sind, so ist auch noch ihr Produkt zu dieser dritten 
relative Primzahl. 

Seien a und b zwei beliebige ganze Zahlen und p eine zu beiden re- 
lative Primzahl, die also weder mit a noch mit b einen gemeinschaftlich« 
Faktor ausser der Einheit hat: dann kann man nach einander 

a=«p +a' (<*'<P), 
p = jV +a"(a"<a'), 
p=jV'+a'"(a'"<'a"), 



Oi-i) (ii-l) (»)/ (»)'■ (ii-l)\ 

p = g a +a \a <a ) 

setzen, wenn man unter a', a", a'", a r7 , aW die Reste versteht, 

welche bei der Division von a durch p und von p nach einander durch a', 

a", a'", ....'. a bleiben. Aus diesen Gleichungen erhellt, dass die 

(n) 

a', a", .... a keinen gemeinschaftlichen Faktor mit p haben können; 
denn hätte zunächst a 4 mit p einen gemeinschaftlichen Faktor, so müsste 
er auch ein Faktor von a sein, also a mit p einen gemeinschaftlichen 
Faktor haben gegen die Voraussetzung. Aus demselben Grunde, da p und 
af relative Primzahlen sind , müssen es wegen der zweiten Gleichung p und 
a" sein, und wegen der folgenden Gleichung p mit a'" u. s. w. fort Weiter 
erhellt unmittelbar, dass die verschiedenen a sich fortwährend verkleinern. 
Die Grenze dieser Verkleinerung kann aber nicht sein; denn nähnfe man 

a »0 und wäre a hierbei von 1 verschieden, so wäre a ein 

Faktor von p, während doch beide relative Primzahlen sein müssen. Dem 
zu Folge xnuss man mit Notwendigkeit, wenn man die Rechnung hin- 
reichend fortsetzt, schliesslich auf einen Endrest 

(») , 
a =1 

kommen. Dieses vorausgesetzt multiplizire man die vorstehenden Gleichungen 

ßämmtlich mit 6, so folgt 



i 



— 6 — 

ab =2 qpb + a'b , 
pb-q'a'b + a"i, 



(»-D Oi-l). . 00. 

p6 = g a b + a b. 
Wäre nun «6 durch p theilbar , so könnte die rechte Seite der ersten Gleichung 
nicht anders durch p aufgehen, als indem auch Vfr durch p auffinge. 
Weil nun a'b durch p aufginge, müsste dasselbe wegen der zweiten Gleichung 
auch a"b und indem man so weiter schliesst, erhielte man zuletzt, *dass 

a in) b = 1 . 6 = 6 
durch p ohne Rest dividirbar wäre, was im Widerspruche gegen die Vor- 
. aussetzung stände, nach der b und p relative Primzahlen sind. Damit fallt 
denn auch die erste Annahme, dass ab die Zahl p zum Theiler haben 
Hönne, eben so wenig kann ab einen Factor von p zum Theiler haben. 

Wir wollen an dieser Stelle noch ein allgemeines Theorem aufführen, 
welches aus Crelle's Zahlentheorie entnommen ist und den in den Elemen- 
ten aufgenommenen Sätzen über die Theilbarkeit der Zahlen zu Grunde hegt. 

Bekanntlich kann jede beliebige ganze Zahl Z durch einen Ausdruck 
von der Form: 

„ ä m t m—\ . .m—TL . ,m— 3 

Z^s A +x A +n A +x A +.... 

m m— 1 m— t m— 8 

+ X}A 2 + X t A + X % 

dargestellt werden , wo A eine beliebige ganze Zahl' und x , x , 

x % bestimmte ganze Zahlen, die kleiner als 4 sind, bedeuten; und dieser 
Ausdruck geht geradezu in den gewöhnlichen dekadischen Ausdruck von Z 
iber, wenn man A = 10 nimmt. Dieses vorausgesetzt setze man 

nAtss. qs + r, 
wo s argfcad eine willkürliche ganze Zahl bezeichnet und n gleichfalls, nur 
mit der Beschränkung, dass es eine relative Primzahl zu* ist, r dagegen 
den Rest vorstellt, der bei der Division von nA durch s bleibt. Alsdann 
geht Z durch die Zahl s auf oder geht nicht auf, je nachdem 
»er Zahlenausdruck 



m m— 1 . m— 3 

m »— 1 m— 2 



m— 2 , . m — 1 m 

+ jp a » r 2 + jp,n r+x % n 
durch « aufgeht oder nicht aufgeht. 

Um dieses Theorem zu erweisen erhebe man die Gleichung für \ 

nach einander auf die zweite, dritte, .• Potenz; es folgt 

n 2 4* c= (q*8 + 2qr)s + r?, 

»»4» = (j V + 3 ] Hr + Sqr*) $ + r*, 



•••••■• 



und indem man die ganzzahligen Ausdrücke in den Parenthesen mit j t , 

fe, bezeichnet, kann man das Gleichungssystem aufstellen: 

nl = qs +r, 






Diese Ausdrücke setze man in die Gleichung für Z ein, nachdem man die: 
selbe zuvor mit n multiplizirt und dem Produkte die Form 

m m m m— 1 .m — 1 , m— 2 .m— 2 . 

»Z=x»A +* iw 1 +x n a w A + 

m m — 1 m — 2 

+ x^n n*Ä* +x t n nA+ x Q n 
gegeben hat Dadurch erhält man 



+ x,n" (j,.« + r*) 
+ jTjt» (j* + r) 

i m 

+ *•* 



i 
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Zieht man hier alle die Glieder, welche in s multiplizirt sind, zu einem 
einzigen zusammen, so erhält man einen ganzzahligen Coefficienten der 
Grösse s, den wir augenblicklich mit Q bezeichnen wollen, und können, 
da die auf der rechten Seite noch ausserdem übrig bleibenden Glieder 
geradezu unseren obigen Ausdruck % geben, ganz einfach schreiben: 

n Z= Qs-{-z. 
Hieraus erhellt aber, dass, wenn s in ä aufgeht, es auch in n Z aufgehen 
muss, und dies ist, da n eine relative Primzahl zu $ ist, nicht anders 
möglich, als wenn s ein Theiler von Z ist. Weiter erhellt, dass, 
sofern man n = 1 hat, die Zahlen Z und z durch s dividirt 
denselben Rest lassen. 

1) Theilbarkeit der Zahlen durch 3 und 9. Setzt man s 
nacheinander gleich 3 und 9, so wird die Gleichung 

nA = q$ + r 
beide Male durch die Werthe 

4 = 10, n=l, r=l 
befriedigt und es folgt 

*= *q + #i + a?* + .... + # . + * ; 

m— 1 m 

mithin, da die jr, weil A = 10 ist, geradezu die auf einander folgenden 
Ziffern der dekadischen Zahl Z bedeuten, erhalten wir den bekannten Satz: 
Eine Zahl lässt durch 3 oder 9 dividirt denselben Rest, den 
ihre Quersumme durch dieselben Zahlen dividirt lässt; sie 
ist demgemäss durch 3 oder 9 theilbar, wenn es ihre Quer- 
summe ist. 

2) Theilbarkeit der Zahlen durch 7, 11, 13. Setzen wir 

4= 1000, r = — 1, n= +1, 
so wird unsrer Gleichung 

nA =x: qs + r 
gleichmässig Genüge geleistet durch die 3 Annahmen 

s = 7, 11, 13. 
Dem zu Folge wird in allen 3 Fällen 

und die Theilbarkeit der Z durch eine unserer drei Zahlen s wird davon 
abhängen, ob es % ist. Offenbar erhalten wir die x, wenn wir den 
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dekadischen ZaUeoansdruek ffir Z Ton der Rechten rar Linken in Klas- 
sen in 3 Ziffern theflen nnd es ergiebt sich nun der Salz: 

Eine Zahl ist durch eine derPrimzahlen 7, 11, 13 theil- 
bar v je nachdem es die Differenz ist, welche man erhält, 
wenn man die Summe der geraden dreiziffrigen Klassen 
abzieht Ton der Summe der ungeraden dreiziffrigen Klas- 
sen. Uebrigens lässt anch hier die Zahl denselben Rest, wie die er- 
wähnte Differenz. 

3) Theilbarkeit durch 27 nnd 37. Da 27.37 = 999 ist, so 

wird jede der Annahmen 

j=27, 37 

die Gleichung nA = qs + r befriedigen, sobald man 

«=1, 1 = 100, r= + 1 

setzt nnd es folgt daher 

x=r +x +x + jr 

Abo , da x § , jr f , . . . . wiederum die oben erwähnten dreiziffrigen Klassen 
bezeichnen: Eine Zahl ist durch 27 oder 37 tbeilbar, je nach- 
dem es die Summe ihrer Klassen zu drei Ziffern ist; ist sie 
nicht durch eine dieser Zahlen theilbar, so lisst doch wenigstens diese 
Summe denselben Rest, wie die Zahl. Sei z.B. 

Z = 25j0S4;365|147 t 

so wäre 

s= 147 + 365 + 64 + 25=621; 

diese Zahl ist aber durch 27 theilbar und lisst durch 37 dmdirl den 

Rest 29; mithin ist gleichfalls Z durch 27 ohne Rest diridirbar und lässl 

durch 37 diridirt den Rest 29. 

4) Theilbarkeit durch 9 und 11. Da 9.11 = 100 — 1, setze man 

1 = 100, *=1, r=— 1, 
so wird 

%=X — X +JF +X +(—1) -T 

und mithin folgt der Satz: Eine Zahl ist durch 9 oder 11 theil- 
bar, je nachdem es die Differenz ist. welche man erhält, 
wenn man die Summe ihrer geraden Klassen zu je zwei Zif- 
fern abzieht Ton der Summe ihrer ungeraden Klassen zu 
twei Ziffern. Eben so leicht, da 1. 10 = 1. 11 — 1 , bekommt man 
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den Satz: Eine Zahl ist durch 11 theilbar, wenn es die Dif- 
ferenz ist, welche man erhält, wenn man die Summe ihrer 
geraden Ziffern abzieht von der Summe ihrer .ungeraden 
Ziffern. 

5) Theilbarkeit durch 17. Man setze 

4 = 10, n=5, r = — 1, s = 17; 
alsdann folgt 

(— l) m * = a? — 6s + 25* —125a? +... 

m m— 1 m— 2 m— S 

und, wenn man die Vielfachen von 17 absondert, muss demgemäss Z 
durch 17 theilbar sein, wenn es der Ausdruck 

a? — f>x + 8x — 6x — 4a? + 3a? + 2a? 

m m— 1 ».—2 m—Z m— 4 m-^Ö »— 6 



+ 7.r — # +5j? — 8a? • + 



ist , wo x 9l x t , jt 2 , . . . . x m die dekadischen Ziffern der Zahl Z von der 
Rechten nach der Linken hin bezeichnen. 

6) Wenn man in unserem allgemeinen Theoreme #=1 setzt und 
i = 10,so bedeuten die x geradezu die aufeinander folgenden Ziffern der 
dekadischen Zahl z und die Bestimmung des Restes, welchen ihre Divi- 
sion mit irgend einer Primzahl i giebt, wird erbalten, indem man den 
Rest von % bestimmt. Dieser Rest wird aber nicht verändert, wenn man 
in den einzelnen Gliedern, aus denen % besteht, alle Vielfachen von s 
wegwirft und zwar wo möglich immer das zunächst liegende Viel- 
fache, mag es nun unter oder über dem Werlhe des betrachteten Glie- 
des liegen. Hierdurch erhält man atr Stelle der ursprünglichen Form 

% = x + x t . r + x t . r f + x z . r* + . . . . 
eine einfachere 

z = x % + ax t + T>x 1 + cx 3 + , 

wo a, 6, c, lauter entweder positive oder negative ganze Zahlen 

<— bezeichnen. Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen; denn 

die x können hier überall nur eine beschränkte Anzahl von Werthen erhal- 
ten, nämlich alle Werthe zwischen und 10, und man kann sieb daher 
eine Tabelle berechnen, in welcher für jeden dieser Werthe des betrach- 
teten x die Restzahl verzeichnet steht, welche das bezügliche Glied nach 
Abwerfung aller ganzen Vielfachen von $ übrig lässt. Aus dieser Tabelle 
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Dan entnimmt man die den einzelnen Ziffern einor gegebenen Zahl «U 
sprechenden Summanden, deren Summ« denselben Rest lässt wie die 
Zahl selbst. Es möge eine Tabelle dieser Art für die Primzahlen 17, 
19 folgen. 

Tabelle für die Primzahl 17 (r= — 7). 

*=zx t —7x l —2x i — 3x l +ix t + ßx l — 8» 4 4-5a>j — a:, + lx,+ .... 



Slelleatab 


1 1 2 


Wertb der 
3 4 5 


iffern 

6 7 8 9 


1 


1 +1 1 +2 


+ 3 [ +4| + 5 


+ 6 | +7 | +8 | —8 


2 


|-7|+3 


-4| +6 


-l 


-8| +2| -5| +S 


3 


; -2 1 -4 


-6 


-b 


+7 


+ 5| +3| +1 |-1 


4 


!—»[-« 


+ 8 


+ 5 


+i 


-1 |-4 1-7 | +7 


I 


1+4 1+8 


-5 |-1 


+ :i 


+ 7 | -6 | -2 | +2 


6 


|+6|-5 


+ 1 ! +7 


—4 


+2 | +8 I -3 | +3 


7 


|-8|+1 


-7| +2 


—6 

+ 8 


+3 | -ö [ +4 | -4 


8 


1+41-1 


-2| +3 


-4| +1 | +6|-6 


9 


1—1 1—2 


-3 | -4 | -S 


-6 | —7 | —8 | +8 


10 


|+7|-3 


+4 


-« 


+1 


+8|-2| + 5 |—5 



Tabelle für die Primzahl 19 (r = — 9). 
*=* # — 9*i+5a!,~ 7*, + 6*^ + 3*5— 8x,— ix,— 2x a — x t +$x 10 - 



2 | -9 | +1 | —8 | +2 


-7 | +3 | -6 | +4 | -5 


3 | +5 |-9 |-4 | +1 


+ 6 1 —8 | —3 | +2 | +7 


4 |-7 


+ä | — 2 ( -9 


+ 3 |— 4| +8| +1 


—6 


5 | +6 


-7 | -1 ! +ä 


-8 | -2 | +4 


-* 


—3 


6 1 +3 


+« | +9 | — 7 | — » | -1 | +2 


+ 3 


+ 8 


7 ' -8 


+ 3 |—5 |+6 | —2 | +9 | +1 


- 7 


+4 


8 |-4 


—8 


+ 7 | +3 ! -1 | -5 | -9 


+ (i 


+ 2 


9 |—2 


-4 


-6 | -8 | +9 | +7 ] +5 


- 3 


+ 1 


10 |-1 


-2 


—3 1 —4 


-a | -6 1 -7 


—8 


— t 



Es ist für den Anfänger gut, um sich an eine solche Betrachtungs- 
weise der Division zu gewöhnen , bei welcher die Reste wesentlich ins 
Auge gefaast werden, den Bildungsgang, einer solchen Tabelle näher zu 
verfolgen. So j. B. ist für ■ = 11 ursprünglich 

*==*,+«!. <-7)+;.av(-7)Hav(-7>*+...;. 
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aber es ist, wenn blos die Reste betrachtet werden, 
— 7 gleichbedeutend mit — 7 

(—7)» „ „ —7.— 7 = 3.17— 2 oder —2 

(—7)» „ „ —2. — 7 = 17 — 3 oder —3 

(—7)* „ „ —3.— 7=17— 4 oder +4 

(— .7) s „ „ +4.— 7 = — 34 + 6oder+6 



und ebenso hat man, was die Bildung z.B. der zweiten Horizontalreihe 
betrifft, 

-7 = -7, 

— 7+ (—7) =—17 + 3 gleichbedeutend mit +3, 

+ 3 + (-7) = — 4, 

— 4 + (— 7) = — 17 + 6 gleichbedeutend mit + 6, 



Der Gebrauch, der von einer solchen Tabelle zu machen ist, ergiebt 
sich leicht. Z. B. es soll der Rest von 

Z=80739 
durch die Divisoren 17 und 19 untersucht werden. Die erste Stelle 9 
von der Rechten zur Linken giebt in Betreff der Primzahl 17 den Rest 
— 8, die zweite Stelle 3 den Rest — 4, die dritte 7 den Rest +3, die 
vierte den Rest 0, die fünfte 8 den Best — 2, also ist der Ge- 
sammtrest 

—8—4 + 3 — 2 = — 11= — 17+6 oder+6 
und in der That ist 

80739 MrtM 6 

TT— 4749 !?- 

Aehnlich ergiebt sich für die Primzahl 19 der Gesammtrest 

+ 9_8— 3— 9 = — 11 = —19+8 oder +8; 
also lisst 8Q739 durch 19 dividirt den Rest +8. 

§♦ 3. 

Wir wollen als Einleitung noch einige sehr allgemeine Sätze Ober 
relative Primzahlen vorausschicken, d.h. nach dem üblichen Sprachge- 
brauche über solche ganze Zahlen, die ausser der Einheit keinen gemein- 
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schaftlichen Tbeiler besitzen. Hierbei wollen wir grösserer Kurze halber 
die Anzahl aller Faktoren einer Zahl, die Einheit und sie selbst mit ge- 
zählt, durch S' bezeichnen, ferner die Summe aller dieser Faktoren mit 
S" und endlich die Anzahl aller Zahlen, die kleiner als die betrachtete 
Zahl und relative Primzahlen zu ihr sind (die Einheit zählt wiederum mit), 
mit 5'" bezeichnen. Mitbin wird z.B. für die Zahl 12 

Ä'12=6. 

S"12 = l + 2 + 3 + 4 + 6 + 12=28. 

S"' 12 = 4. 
Dieses vorausgesetzt kann man folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 
Wenn M und N relative Primzahlen sind und man bestimmt 
sich für jede dieser Zahlen die verschiedenen S, so gilt für 
jedes die Relation: 

SM. SN = S (MN). 

Seien also a, b, c, ...'... p, r, s, von einander verschiedene 

Primfaktoren und 

Jf=a a 6 / V }#=!>* r** a , 

so ist klar, dass man, um alle möglichen Faktoren von JA zu erhalten, 
sich alle möglichen Combinationen der Elemente 

1, a, a\ a 1 , a a 

1, 6, 6*, 6 8 6^ 

J., C f C , C , ••*.. v 

deren Anzahl in den respektiven Horizontalreihen gleich a + 1, /J + l, 
y+1, .... ist, zusammensetzen muss und dass man alle diese Combina- 
tionen als Elemente einer Summe erhalten kann, wenn man das Produkt 
aller der Summenreihen sich bildet, welche aus der Summation der Ele- 
mente in einer solchen Horizontalreihe hervorgehen. Dies Produkt hat 
nun (a + 1) (ß+l) (y + 1) ••.. Glieder und eben diese Zahl giebt mithin 
die Anzahl der sämmtlichen Divisoren, welche M besitzt. Demgemäss folgt 

S'M=(a+l)(ß+l)(y+l) 

S'#=(,r+l)(e + l)(a+.l) 

und durch Multiplikation dieser beiden Gleichungen 

.S'Jf,S'JV=(a + l) (/?+!)(/+!).. ..(^+1)^ + 1) (a+1) 

= S'(tfJV), 
wie zu erweisen war. 



ä 
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Man sieht ohne Weiteres ein, dass dieser Sc{iluss nur dann Geltung 
habe, wenn die Primfaktoren von M andere sind, als die Primfaktoren 
von JV; denn- wenn z. B. a und p einander gleich wären, so wurden in der 
Summe, deren Elemente die Divisoren von MN sind, mehrere Glieder 
als verschieden gezählt sein, die doch nur dieselben Potenzen von a vor- 
stellen, und die Anzahl der Divisoren wäre hiernach grösser, als sie es 
wirklich ist. Der Satz gilt also nur für relative Primzahlen. 

Wenn ferner das Zeichen 5 die Summe der Faktoren bedeutet, so ist 

S"M =(i+a+ a*+. . ..+ a ß ) (1+6+6* + .... +b ß ) (l + c + c 2 +. ...+/).... 
oder, da jeder Faktor eine geometrische Progression bildet, nach der be- 

■ 

kannten Summenformel für eine derartige Reihe 

a a+l -l b ß+l -l «T*- 1 -! 
«— 1 ' 6 — 1 ' c— 1 

Ganz ebenso entwickelt man sich 

."+ 1 i ~?+ l i . <r + 1 



S"N = P * r * ' * 



. • • • , 



I 



p— 1 r — 1 * — 1 

mithin 

S U M.S U N^- -A.%- — -i I j-i • I ~ 

a — 1 6 — 1 p — 1 r — 1 

= S" (MN). 
Es bleibt nur noch übrig zu beweisen, dass unser Gesetz auch dann 
noch Geltung hat, wenn S die Anzahl aller Zahlen bezeichnet, die klei- 
ner als eine gegebene Zahl und relative Primzahlen zu dieser nämlichen 
Zahl sind. Die Gesammtheit dieser Zahlen für irgend eine gegebene Zahl 
M wird erhalten, wenn man aus der Reihe der Zahlen von 1 bis M alle 
diejenigen ausschliesst, welche einen gemeinsamen Theiler mit M haben. 
Nun sind zunächst diejenigen Zahlen, welche einen Theiler a mit Jf ge- 
meinschaftlich besitzen, 

a 2a 3a 4a — a 

a 

M 

und ihre Anzahl offenbar — , mithin die Gesammtheit der durch a nicht 

a 

theilbaren Zahlen die Menge der übrig bleibenden aus der Zahlenreihe 

von 1 bis itf, nämlich 
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Die durch 6 theilbaren Zahlen von 1 bis M sind 

6 26 36 46 ^. 6 

o 

M 

and ihre Anzahl -r. Nun können aber doch unter diesen auch solche 

6 

sein, die ausser durch 6 auch noch durch a theilbar und demgemäss 

schon in Rechnung gebracht sind. Die Reihe dieser Zahlen ist 

M 

ab 2ab Sab -r.ab 

ab 

M 

und ihre Anzahl -r. Mithin ist die Anzahl der Zahlen, welche durch 6 

ab 

theilbar sind, ohne es gleichzeitig durch a zu sein 

6 ab~~b~\ l a) 
und wir erhalten dem zu Folge als die Anzahl der Zahlen von 1 bis ü#, 
welche weder durch -a noch durch 6 theilbar sind 

Ganz in derselben Weise können wir weiter gehen. Die Anzahl der von 

1 bis M durch c theilbaren Zahlen ist—, hier sind aber diejenigen mit- 

gezählt, die zu gleicher Zeit durch einen der Faktoren a, 6, ab theilbar 
sind und schon anderweitig in Rechnung gezogen wurden, nämlich 

M 

ac y 2ac, 3ac, — ac, 

ac 

bc, 26c, 36c, t— 6c, 

PC 
M 

abc, 2abc, 3a6c, —r- abc, 

abc 

Die Anzahl dieser letzteren Zahlen ist, in Rücksicht dessen, dass die den 

beiden ersten Reihen gemeinschaftlich zukommenden Glieder die dritte 

Reihe ausmachen, 

M . M M 

ac be abc 

Mithin ist die Anzahl derjenigen Glieder der Reihe 

c 2c 3c — , 

Q 



i 



I 
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welche in den vorhin betrachteten Reihen nicht enthalten sind, 

c ac 6cJ abc c\ a l\ b I 

und schliesslich die Anzahl aller weder durch a, noch durch b, noch 
durch c theilbaren Zahlen von 1 bis Jf 

-('-i)('-l)-!(^)('4)=«(^)(^)m> 

Dies Beweisverfabren lässt sich bei grösserer Anzahl der Prirafakto- 
ren beliebig weit fortsetzen und es darf daher geschlossen werden: 



«-—('^X-JH'-i) 



wober durch Multiplikation 

j-jf.«-jr-jBr(i-i)(i-|)......(i-I)(i-I) 

= S'" (JfHT). 
Natürlich gilt auch hier die bereits oben auseinandergesetzte beschrän- 

« 

kende Bestimmung, dass M und N relative Primzahlen sind. Denn hät- 
ten sie z. B. einen Primfaktor gemeinschaftlich, etwa a=p, so fielen 
die wegen der Theilbarkeit durch a und p ausgeschlossenen Zahlen von 1 
bis MN zusammen, trotzdem dass sie zweimal in Anrechnung gebracht sind. 

Weiter fuhren wir folgende Sätze auf: 

Wenn A<M und beide relative Primzahlen zu einander 
sind, so ist auch M — A eine relative Primzahl zu M. 

Die Anzahl der relativen Primzahlen zu JW, welche 
kleiner als M sind, muss stets eine gerade sein. (Ausgenom- 
men ist nur die Zahl 2). 

Was den ersten Satz anbetrifft, so folgt er aus der einfachen Bemerkung, 
dass, wenn M—A und M einen gemeinschaftlichen Faktor hätten, der- 
selbe nothwendig auch ein Faktor von A sein musste, gegen die Voraus- 
setzung, nach der A und M keinen gemeinschaftlichen Faktor haben. Der 
zweite Satz folgt unmittelbar au3 dem ersten, dem zu Folge zu jeder re- 
lativen Primzahl <,{M eine relative Primzahl zwischen {M und U gebö* 
ren muss. 



•*■ 4 



i 

i 

i 

1 
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Eine interessante Folgerung ans dem Vorigen ist der Satz: 
Wenn man all« Theiler einer Zahl sucht, die Einheit 
und die Zahl selbst mit gerechnet, und für jeden dieser 
Theiler die Anzahl aller relativen Primzahlen, die kleiner 
sind, als er selbst, sich bestimmt, so ist die Summe aller 
dieser £"' der Zahl selber gleich. 

Wenn 1, fi, ju', /u", n die sämmtlichen Theiler einer Zahl 

sind, so ist der analytische Ausdruck des ausgesprochenen Satzes: 

1 + S'"fi + S'V + S'V ' + .... + S'"n = n. 
Sei z.B. n=20, so sind die einzelnen Theiler dieser Zahl der Reibe nach 

1, 2, 4, 5, 10, 20 
und man bat 

S'"l = l, S'"2=l, S'"4=2, S'"4 = 3, S'"5=4. 

S'"10 = 4, S'"20—8. 
Summirt man diese verschiedenen 5'", so bekommt man in der That 

1 + 1+2+4+4+8 = 20. 
Um den Satz zu beweisen, nehmen wir zuerst den speciellen Fall vor, in 
welchem 

M=a" 
die Potenz einer einzigen Primzahl ist und mithin die Reihe der Theiler 
mit der Progression 

1 a a» a 1 .... a a 
zusammenfällt. Nun geht aber aus den vorhergehenden Betrachtungen 

hervor, dass wenn aP eine beliebige Potenz der Primzahl a bezeichnet 



S'V = a^(l-M=»^- 1 (a-l) 



wird; mithin folgt 

S'"l + S'"a + S" V + S"V + .... + S'"a" 

= l + a — l + a(a — l) + a a (a-l) + ....+ a a ^ 1 (al) 

= l + (a— l)(l + a + a 2 + a"- 1 ) 

oder da die eingeklammerte Progression den Ausdruck 

a a — 1 
a— 1 

zur Summe hat 

Schwar*, Mim» T lmr k* 2 



1$ 



-« 1 

= l + a— 1 . f = o«, 

II— 1 



ujid dieses war eben zu beweisen. 

Sei nun M irgend wie zusammengesetzt, also 

*=«°*V 

so liefert uns die Entwickelung des Produktes 

(l+a+a*+.. ..+a")(l + &+6* + .. . + & /S )(l+c+c*+.... + c?).... 
die sämmtlichen Tbeiler der gegebenen Zahl als Elemente einer Summe. 
In dieser Summenreihe müssen wir an Stelle jedes Elementes das bezügliche 
S"' treten lassen und den; dadurch entstehenden Reihenausdruck summhm 
Da aber das £'" eines Produktes durch das Produkt aus den £'" dar ein- 
zelnen Faktoren ersetzt werden kann, so kann man 'einfacher schon tot 
Ausführung der Multiplikation jedes einzelne Glied irgend eines Faktors 
durch sein £"' ersetzen. Die in Frage stehende Summe wird mithin gleich 

(S"'l+S"'a+....+S'"a")(!S"'l+S'"b+„^^ 
Die einzelnen Faktoren dieses Produktes geben nach dem eben bewiesenen 

speciellen Falle respective a", ( , J , und wir bekommen also 

schliesslich, in Uebereinstimmung mit dem ausgesprochenen Theoreme 

«"iV = *. 

Eine äusserst interessante Bemerkung in Bezug auf das &" hat Euler 
gemacht. Nehmen wir alle Zahlen in ihrer natürlichen Reihenfolge und 
entwickeln uns das 5" rücksichtlich jeder, so erhalten wir für die Zahlen 
von 1 bis 100 folgende Tabelle, in welcher rechts neben jeder Zahl das 
zugehörige 5" sich verzeichnet findet: 



u 


S"M 


M 


S"M 


M 


S-'M 


M 


S"M 


M 


S"M 


1 


J 


9 


13 


17 


18 


25 


31 


33 


48 


2 


3 


10 


18 


18 


39 


26 


42 


34 


54 


3 


4 


11 


12 


19 
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Obgleich in diesen Zahlen kein Gesetz enthalten zu sein scheint, sondern 
Primzahlen «ad zusammengesetzte Zahlen mit einander abwechseln , so muss 
man u» so mehr den erhabenen Geist Eulers bewandern, der dennoch ein 
Gesetz zu entdecken wusste, und zwar fand er hierin einen Zusammenhang 
mit den Pentagonalzahlen, mit welchen diese auch nicht die entfernteste 
Aehnfichkeit zu haben scheinen. 

Die jreckigen Zahlen sind bekanntlich ans einer solchen gewöhnlichen 
arithmetischen Prozession entstanden, deren Anfangsglied 1 und deren 
Differenz p— 2 ist; also liegt den Pentagonalzahlen die Reihe 

1 4 7 10 IS 16 19 

zu Grunde, und um sie zu erhalten muss man sich nach einander die 
Summe der 1, 2, &, 4 ..... ersten Glieder der vorstehenden Reihe bilden, 
fiie PefitagomdzaUea sind demgemlss 

1 5 12 22 35 51 70 .... 
Nun hindert aber nichts, das* wir die Bildung dieser Reihen uns auch von 
der Rechten nach der Linken fortgesetzt denken, so dass wir negative Glie- 
der bekommen,, und man sieht augenblicklich ein, wie, um irgend eine 
Pentagonalzaht in dieser Art rückwärts zu bilden, man nur die nächst 
höhere um. das gleich hohe Glied der darüber stehenden zu vermindern 
bat Zu Folge dfeaer Bemerkung liefert uns die Stammreib» 



......— M>.— U r — 8, — 8», — fr, 1, 4, 7, 10, 13„ W r 19 



* h 



2* 



— 20 — 

26, 15, 7, 2, 0, 1, 5, 12, 22, 85, 51, 70, .... 

oder, indem wir die einzelnen Glieder nach ihrer absoluten Grösse ordnen: 

0, 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, 35, 40, 51, .... 
und in diesem erweiterten Sinne wollen wir im Folgenden die Pentagonal- 
zahlen nehmen. Dieses vorausgesetzt hat Euler bewiesen , dass 

=*£"»— 5"(n^-l) — S"(n— 2) +S"(»— 5) +S"(n— 7) 
S"(n - 12) - S"(n— 15) + S"(n— 22) + S"(n— 26) 



* 



und mithin die Theilersumme einer Zahl n vermittelst der 
Pentagonalzahlen recurrirend dargestellt werden könne. 
Die Reihe muss fortgesetzt werden, so lange man unter dem Zeichen S" 
noch eine positive ganze Zahl hat, die als solche mit eingerechnet; 
wenn sie indessen mit S"0 schliessen sollte, ein Fall, der immer eintrifft, 
sobald n selber eine Pentagonalzahl ist, muss man für diesen Term, damit 
die Gleichung Bestand habe, die Zahl n selbst einsetzen. Setzt man z. B. 
n=:15, so soll sein 

S"15— S"14— S"13 + s"i0 + s«8— S"9 — S"Q = 
und, indem man die eben gemachte Bemerkung und die obige Tabelle an- 
wendet, findet sich in der That 

24—24—14 + 18 + 15 — 4—15 = 0. 
Sei ferner n = 21 , so soll sein 

S"21 — S"20— S"19 + S"16 + S"14— S"7 — S"6 = 
und es folgt aus der Tabelle in Uebereinstimmung hiermit 

82 — 42 — 20 + 31+24 — 8—12 = 0. 
Um diesen Satz zu beweisen, gehen wir mit Euler davon aus, dass 
man dem Produkte 

(l + a)(l + 6)(l + c)(l+d).:.. 
die Form 

1 + a+»(l + «) + c(l +«)(! + b) + rf(l+a)(l + 6)(l + c) + 

geben kann. Setzen wir nun, unter der Voraussetzung, dass 

a = — a?, b = — x 1 , e = — jp s , i = — ff 4 , .... 
sei, den Werth dieses Produktes gleich s, so haben wir 

#s=(l— a?)(l— x*)(L— ff 3 )(l — »*).... = 1— x— x\l— x) 

—x\l—x)(l—x 2 )-x\l—xHl—x t )(l~n*)~.:. 
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In Analogie hiermit soll weiter sein: 
«' = 1—« -Kb(1—«)(1— **) +*M— «XI-*- **X l — **) + — • 
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iW = 1 — «»+»"(1 — *•)(],— J^+O+'^l— *»)(1— «"tW— *•*)+... 
»(»+«) = l_aH' , +*^Kl-^0(l-^^+* , ^ , (l-* , ^ 1 )(l-a ;l,+, )(l-** +8 )+»« 

■ ■ • 

Der Reihe « (tt) können wir aber leicht' folgende Form geben (durch Heraus- 
ziehung von 1 — JP"): 

= 1 + a?»(l — 3*+*) + a?*(i — *•+*)(! — a»+*) + . : . . 
— je" — a?*(l — a?** 1 ) — .... 

Betrachten wir die Parenthese, so erkennen wir, dass sie nichts an- 
deres als die Reihe * (n+1) ist und es ergiebt sich daher folgende Recursiöns- 
fonnel für die 5: 

Diese Formel begreift auch selbst unser ursprüngliches 5 in sich, wofern 
man in ihr n = und s^ = s annimmt, wie man sich durch eine Be- 
trachtung der Reihenausdrücke für s und s' leicht überzeugen kann, und 
man erhält demgemäss, indem man der Reihe nach n = 0, 1,2,3, .... 
einsetzt, 

s &s l-^x — xV, 

«' = 1— .r 8 — a?V, 

$ " = 1— x 5 — xV" 

8*= 1— *»— a?*V 



Setzen wir diese Werthe allmflhlig in einander ein , so ergiebt sich 

also wenn man die Rechnung recht* ausführt und für 5 seinen Werft ein- 
sftart: • ' . ;r 
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8 = (1_ X )(l— tf*)(l — a? 8 )(l — * 4 )(1— a 5 ) 

und auf der rechten Seite dieser Gleichung springt sogleich in die Augen, 
dass die aufeinander folgenden Exponenten von x weiter nichts sind, als 
die Pentagonalzahlen nach ihrer absoluten Grösse geordnet. 

Logarithmiren wir jetzt die Gleichung 

5 = (i— X)(l— J?*)(l— »»).... 

auf beiden Seiten , so folgt 

lg* = igd —*) + lg(l —* % ) + fyU — *•) "+..-. 

und wenn wir die bekannte Reihe 

A Q? tfi 0^ 

nach einander für 

a = — x y — x*, — x*, .... 
btnutzen : 

, X , X 1 , x z X 4 , Ä 1 , X* , JP 1 , JJ 8 , X 9 

a? 2 a? 4 a?* , a? 8 ■ 

+ T +» +T + T + '- 
j.* 3 4.2! +^! + 

ai 5 , 

+ T" + •••• 



i 



+ 5? + 

-(- — f .... 

"TT" T" .... 

t "T" -r .... 

*! 

T | T • • • • 

Betrachten wir diese Entwicklung, so gehen doch alle Horizontalreihen 
aus der ersten hervor v wenn hüb succeasive 9 a 3 , x % , **, ..•• fär m 
einsetzt; mittun sind die aufeinander folgenden Exponenten von jr in ihn« 
reapoktivt die Vielfachen der ZaWen 2, 3, 4, 5, .... In Rücksicht darauf 
ergiebt sich leicht, dass der Coefficient von x n die Summe aller Bruch» 
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sein wird, deren Zähler 1 ist und deren Nenner alle nur möglichen Theiler 
Ton n sind. So z. B. ist der Coefficient ron »• gleich i+|+±+f , *ta 
jr 8 gleich i+i+i+f. Allgemein seien die Theiler einer beliebigen Zahl 
n der Reihe nach 1, n', n", n'", .... n und ein beliebiger darunter n^: 

so wird in der ersten Horizontalreihe nothwendig einmal das Glied , . - 

vorkommen müssen, weil in derselben die Exponenten weiter nichts sin<J x 
als die Zahlen in ihrer natürlichen Aufeinanderfolge; aus ähnlichen Gründen 
wird unter den Ausdrücken lg{l — »), lg(l — x 1 ), einer, nämlich 

toll — sf™*' /, vorkommen , welcher sich auf die -r-rte Potenz von x be- 

lieht, und das oben erwähnte Glied der ersten Horizontalreihe giebt in der 
Entwicklung des letztgenannten Logarithmus den Term: 

«I n» 

7\ i 



(**■>)' 



1 

und es kommt also wirklich jeder beliebige Bruch von der Form -r~\ 

als Coefficient der nten Potenz von x vor. Addirt man daher lustttumopi 
so ergiebt sich als der Coefficient von x n nothwendig 



— •. -m <m K . 11 


+ JS + -.-+ - 

n 


n+.. 


....+n"+n'+l 
n 


S"n 





n 
Unsere Reihe geht also einfach über in 

_ lg 8 = £s"l + 2L*S"2 +yS"3 + ^V'4 + |^5"5 + . . . . 

und sie kann sogar noch mehr vereinfacht werden , wenn man die Gleichung 
erst nach x als der unabhängig Veränderlichen differentiirt und darauf mit 
x multiplizirt, wodurch 

— f. *L = xS"l + a?*S"2 + a? 8 S"3 + x*S"i +x*S%+.... 
8 dx 

wird« Vermöge des Reihenausdruckes 



I 
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8 = 1— x — x % + x* + a? T — x i2 — x i$ +s %% +s %$ — .... 
erhält man aber tnit Leichtigkeit eine zweite Reihe für dieselbe Quantität 

-T-. Zu diesem Zwecke hat man nur nöthig ihn erst nach s zu dif- 

ferentiiren und darauf mit 

£ __ X 

8 ~~ 1— X — X % + X* + X 1 — 

zu multipliziren. Hierdurch kommt 

_£ iL — ^ + 2a? 1 — 5jr s — 7a ? T + 12jr» 2 + 15a? 18 — 22jc a> — 26a? 16 + .,.. 
7 Ar 1 — a?— x 2 + x*+x*— x 1 * — x i9 + ofl 2 +x w — 

und setzen wir jetzt beide Reihenausdrücke einander gleich, sp ergiebt sich 
ohne Mühe, dass der Zähler des zweiten gleich ist dem Produkte aus dem 
ersten in den Nenner des zweiten, und durch Ausführung der Multiplikation: 
x+2x*— 5x» — 7a? 1 + 12a?**+15a?'*— 22*"— 2ftr w +.... 

=s xS"l +x*S"2 +a? 3 S"3 +x*S"i+x*S% +s*S"6 +a? T S"7+a? 8 S"8+. . 

— **S"1— a? 3 S"2-* 4 S"3— x*S"i-x*S"5— jr*S"6— * 8 S"7— . . 

— x*S"l— x*S"2— x*S"3— *«S"4— *V5— * 8 S"6— .. 

+ * VI +xOT +.r 8 S"3— . . 

+a> 8 S"l + .. 

Das allgemeine Glied der zweiten Reihe ist leicht erkennbar und die Ver- 
gleichung der gleich hohen Coefficienten beider Reihen giebt nun äugen« 
blicklich 
S"n-S"(n-l)-S"(n-2)+S"(n— 5)+S"(n— 7)-S"(n-12)— ....=)+£ 

Das Erste wird im Allgemeinen immer statt finden, das zweite, wenn n 
selber eine Pentagonalzahl ist und also nach dem Gesetze der Rechenent- 
wickelung auf der linken Seite daselbst als letztes Glied noch +S"(n — w) 
= +5"0 hinzutreten müsste — in Uebereinstimmung mit der Aussprache 
des Eulerschen Satzes. 



Erster Abschnitt. 

Ton der Congrnenz der Zahlen* 

5.4. 

Indem wir jetzt auf unseren Gegenstand naher eingehen, haben wir 
zunächst den Begriff der Zahlencongruenzen zu erörtern, welcher zuerst 
Ton Gauss in die Wissenschaft eingeführt worden ist Die Fundamental- 
erklarung lautet: Wenn die Differenz (a — 6) zweier Zahlen durch 
eine dritte Zahl e ohne Rest theilbar ist, so nennt man die 
beiden Zahlen a und b einander nach demModul econgruent, 
und bezeichnet dieses Verhältnisse wie folgt: 

a = 6 (tnod c). 
Legendre bedient sich in seiner Theorie der Zahlen zur Bezeichnung des- 
selben Verhältnisses geradezu des Gleichheitszeichens, und das ist in der 

a— b 

Natur der Untersuchung auch vollkommen begründet Denn wenn 

c 

ein ganzzahliger Ausdruck ist, so. muss der gewöhnliche Divisionsrest der 

n h 

Quotienten — und — derselbe sein, und da es sich in der gesammtea 
c c 

höheren Arithmetik wesentlich um die Reste handelt, so ist es erklärlich, 

wenn wir solche Zahlen, die durch irgend einen Modul dividirt denselben 

Rest lassen, als congruente Zahlen bezeichnen. Hiernach ist z. B. 

27 = 19 (mod4), 

27 = 15) 

27 =5 llUmodA) 

27 = 3) 
und in der letzten Gestalt haben wir geradezu die Zahl 27 als congruent 
ihrem gewöhnlichen Divisionsrest. Solche Zahlen dagegen, welche bei der 
Division durch einen und denselben Modul verschiedene Reste lassen, heissen 
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incongruent, und es sind daher z. B. die Zahlen 19 und 28 in Bezug 
auf den Modul 4 incongruent, dagegen in Bezug auf den Modul 3 con- 
gruent. 

Wir müssen hieran noch gleich die Erklärung einer anderen Benennung 
anknüpfen, nämlich die Erklärung dessen, was wir im Folgenden unter dem 
kleinsten Reste verstehen. Wenn nämlich irgend eine Zahl durch einen be- 
liebigen Divisor (den Modul) dividirt wird, so ist der kleinste Rest 
eine Zahl, fdie nach ihrer absoluten Grösse nicht grösser 
als der halbe Divisor ist. Es ist klar, dass bei Zulassung negativer 
Reste immer ein solcher Divisionsr&t existirt. So z. B. lässt 38 bei der 

Division durch 5 allerdings den Rest 3, welcher grösser als -% ist, aber 

man braucht blos 38 6ich unter der Form 5-8 — 2 zu denken und hat 

dann sofort den kleinsten Rest — 2. Eine Zahl ist immer ihrem 

kleinsten Reste congruent, also z. B. ; 

38 = - 2 (mod 5), 

und in der That hat man, in Uebereinstimmung mit der Definition, 

38 — (—2) _ 38+2 _ 40 _ ft 
5 ~ (5 "" 5 ~ ö# 

Wir werden künftig in den meisten Fällen uns nur solcher kleinsten Reste 

bedienen und ein auf den Modul n bezüglicher kleinster Rest muss daher, 

wenn n eine ungerade Zahl bezeichnet, nothwendig mit einer der Zahlen 

»—1 n — 3 n— 5 , ft _n — 5 n — 3 n— 1 
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zusammenfallen. 

Aus dem Begriffe der Cengruenz fliessen unmittelbar folgende Sätze: 
1) Wenn zwei Zahlen 6 und d nach einem gewissen Mo- 
dul e einer und derselben dritten Zahl congruent sind, 6* 
sind sie nach demselben Modul auch unter einander con- 
gruent. In Zeichen, wenn beidemal nach dem Modul c 

* = 6 und a = 4, 
so folgt 

6 s d (mode). 
3) Wenn wir die Congruenzen 

« S b und d £ • {modc) 
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haben, so kann man (ganz so, als ob es Gleichungen wären) folgern: 

a + d S b + e (mode) 
and 

ad = be (mode). 
Der Beweis des letzten Satzes ergiebt sich, wenn man bemerkt, dass zu 

Folge der Definition der Congruenz • "~ und ganze Zahlen sind, 

c c 

also etwa 

a — b d—e __ 

1 sss fft • ^ ■ SS ft« 

c e 

Hieraus folgt durch leichte algebraische Umformung 

ad == chnn + e(me + nb) + 6e, 

woher 

ad— be 

=r com + m + nb, 

und da die rechte Seite hier offenbar ein ganzzahliger Ausdruck ist, so ist 
unsere Behauptung , dass ad und be einander congruent seien , gerechtfertigt 
Aus diesem Satze Ar die Multiplikation ergiebt sich sogleich der Satz 
für die Potenzirung, der jedoch nur unter der Voraussetzung ganzer posi- 
tiver Exponenten gilt: 

$) Wenn zwei Zahlen nach einem gewissen Modul con- 
gruent sind, so sind ihre gleich hohen Potenzen nach dem- 
selben Modul congruent Z.B. es ist 

9=S4(«wd&); 

9* = 4* oder 729 S 64 (md 5). 

Die Addition, Sublraction und Multipllcatkm kann hiernach beliebig 

auf Gongruenzen angewandt werdftd, in derselben Weise als ob sie geradezu 

Gleichungen wären. Bei der Division hingegen kann man das nicht ohne 

eine Einschränkung. Der bezügliche Satz lautet: 

4) Wenn a und 6 zu e relative Primzahlen sind u[nd 

man hat 

a = b i 

. _ x \ (moie), 
ad, « be> 

so folgt durch Division 

iif (mäd e). 



4 
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Zum Beweise bemerke man, dass aus def Cöngfuenz a — b sich die 

Congruenz ad = bd ergiebt und mithin wegeft der zweiten gegebenen 

Congruenz nach unserem ersten Satze bd = 6e, oder 

b(d-e) . 

-r-^ == Intg, 

c 

wo wir unter dem Zeichen Intg eine beliebige ganze Zahl verstehen. Da 

nun b und c der Voraussetzung nach relative Primzahlen sind, so kann 

<j e 

dieser Quotient nur dadurch eine ganze Zahl geben, dass einer gan- 

c 

zen Zahl gleich wird; die fragliche Congruenz ist hiermit gerechtfertigt. 

i 

Man kann einen ähnlichen Satz für die Multiplikation zweier Moduli 
aufstellen : 

5) Wenn die Zahlen a und b einander gleichzeitig 
nach zwei relativen Primzahlen m und n congruent sind, 
so sind sie einander auch nach deren Produkte mn con- 
gruent In Zeichen, wenn 

a ^2 b (modm) und a ^ b (tnodn), 
so folgt 

a = b (mod mn). 
Der Satz ist identisch mit dem bekannten Satze.* Wenn eine Zahl a — b 
durch zwei relative Primzahlen theilbar ist, so ist sie auch durch deren 
Produkt theilbar. 

6) Wenn zwei Zahlen nach dem Produkte zweier an- 
deren congruent und beide durch den einen Faktor theilbar 
sind, so sind die Quotienten einander nach dem [anderen 
Faktor congruent In Zeichen, aus der Congrnetiz 

a = 6 (modnm) 

a b 

— = — (mod m). 

n ii 

Es ergiebt sich dies leicht. Denn wenn a — b durch mn theilbar ist, so 

muss diese Division auch aufgehen, wenA man erst mit n und darauf mit 

m dividirt. Das Resultat der ersten Division ist aber eine ganze Zahl, weil 

a — b durch jeden Faktor von m» theilbar sein muss , also 
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= {mod in), 

n 

und hieraus folgt unter der gemachten Voraussetzung, da 

h n 

durch Addition dieser beiden Congruenzen 

± =!(mo«lm). 

II tl 

Dieser Satz findet in Verbindung mit 4) häufige Anwendung. 
Es sei z. B. 

99 = 27 (mod 24), 
so folgt nach ihm durch Division mit 3 

33 = 9 (mod 8), 
und hieraus nach 4) durch abermalige Division mit 3 

11 = 3 (mod 8). 

«♦ 5/ 

Auf Grundlage der eben erörterten Principien können wir nun sogleich 
zur Betrachtung der unbestimmten Gleichungen des ersten Grades fort- 
schreiten. Ehe wir jedoch das hierher gehörige Theorem» welches ein 
Fundamentalsatz der ganzen unbestimmten Analysis ist, beweisen, wollen 
wir folgenden Hilfssatz vorausschicken: 

Wenn a und b relative Primzahlen zu einander sind 
und man dividirt die (b — 1) auf einander folgenden Viel- 
fachen der einen Zahl a, nämlich 

a, 2a, 3a, 4a, 5a, .... (6—1) a 
durch die andere Zahl a, so erhält man lauter unter einan- 
der verschiedene Reste. 

Gesetzt es Hessen zwei dieser Grössen ma und na denselben Rest, 
so wäre 

ma = na (mod (), 
also, da a und b relative Primzahlen sind, durch Division mit a nach dem 
vierten Satze kn vorigen f.: . . 

•• .3 n (moib) 9 
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d. h. es musste 



m—n r 

— h - = Int g 



sein, was offenbar, sobald m und n verschieden sind, nicht möglich ist. — 
Denn m und n sind aus der Zahlenreihe 

1,2,3,4, 6-1 

beliebig herausgegriffene Zahlen und darum jede für sich kleiner als 6; 
mithin ist es um so starker ihre Differenz. 

Da nun die Reste, deren Verschiedenheit wir so eben bewiesen haben, 
alle für sich kleiner als b sind, so werden sie, etwaige Verschiedenheiten 
der Reihenfolge abgerechnet , mit der Reihe der natürlichen Zahlen von 1 
bis b — 1, nämlich 

1, 2, 3, 4, 5, .... 6 — 2, 6—1 
übereinstimmen oder, wenn wir die kleinsten Reste nehmen, im Falle 
eines geraden 6 mit der Reihe der Zahlen: 

l 2 3 + ^ - h - -*-=! -3 -2» -1 

und im Falle eines ungeraden b mit der Reihe der Zahlen: 

1, 2, 3, ....+ — £—, — « ,, h ,,, j -~3> — 2, — 1. 

Beispiel. Die beiden relativen Primzahlen seien 17 und 21; d*m 
kann man zn Folge der Sätze 1) und 2) im vorhergehenden Paragraphen 
die kleinsten Reste der verschiedenen Vielfachen von 21 in Bezug" auf iea 
Modul 17 in folgender Weise erhalten: 
1.21 = +4 9.21 s —2 + 4 s +2 

2.21= 4 + 4 =+8 10.21 s +2 + 4 5 +« 

3.21= 8 + 4==— 5 11.21 =5 +6 + 4« -~ 7 

4.21 =-5 + 4^-1 »2.24^-7 + 4^-3 

fr.21=— 1+4S+3 13.« = — 1 + 43+1 

6.21 = +3 + 4 = +7 14.21 S +1 + 4 S +» 

7.21 5= +7 + 4 = — 6 16.21 ■= +*+4 = — 8 

8.21 s— 6 + 4 = — 2 16.21 = —8 + 4 S — ♦ 

Sie sind mithin für sich allein Busanunengesttllt: 
+4, +8, —5» — 1, +8, +7, -8, —2, +2, +6, —7, ~S, +1, +4\ -8, 
oder auch, wenn man nur positive Reste zulassen witt; 

4, 8, 12, 16, 3, 7, ll r 16 r 2, « r 10, 14, 1, S, 9, 13. 
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Das Theorem nun, auf welchem die Theorie der unbestimmten Glei- 
chungen des ersten Grades beruht, lautet also: 

Wenn a und b relative Primzahlen zu einander sind, 
so ist es immer möglich, für x solche ganzzahlige Werthe 
zu finden, durch welche der Congruenz 

ax = ic (modb) 
Genüge geschieht. 

Der Beweis fliesst unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze. Da die 
Vielfachen 

a, 2*, 3a, 4a, Sa, .... (b— 2)a, (* — l)a 
alle Reste lassen, welche bei der Division mit dem Modul b irgend nur 
vorkommen können, nämlich, wenn vielleicht auch in anderer Ordnung, die 
sämmtlichen Zahlen von 1 bis »— 1 (so dass nur der Rest ausgenommen 
ist, welcher einem Aufgehen der Division entspricht), so muss nothwendig 
eines unter diesen Vielfachen sein, welches denselben Rest lässt, wie die 
gegebene Zahl +c. Sei dieses Vielfache ma, so hat man 

tna = +.c (mod b) 
und es ist mithin die Existenz eines ganzzahligen Werthes m von x darge- 
than, welcher der vorgelegten Congruenz Genüge leistet. Wenn aber ein 
Werth gefunden ist, so sind damit unzählig viele solche Zahlen bestimmt, 
welche ihr gleichfalls genügen, nämlich alle solche Werthe von x, welche 
jenem Werthe nach dem Modul b congruent sind, und mithin kommt man 
schliesslich auf die Congruenz 

s = m (mod b) , 
welche der gegebenen vollkommen gleich gilt. 

Um dieses zu beweisen ist zweierlei darzuthun, einmal, dass alle 
Zahlen 8, welche dieser Congruenz genügen, der gegebenen gleichfalls ge- 
nügen. Dies erhellt unmittelbar. Denn wenn man sie mit a multiplizirt, 
so folgt nach dem zweiten Satze des vorigen Paragraphen: 

ex = am (modb\ 
also jedes x, welches ihr Genüge thut, macht den Ausdruck ax congruent 
mit am und, da am congruent mit + c ist, auch congruent mit +.C., d.h. 
es erfüllt die gegebene Congruenz. Weiter ist darzuthun , dass der Congruenz 

ax = +c {modb) 
keine Zahlen genügen köiuim> die Wpht auch die Congruenz 
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x = m (tnodb) 
erfüllen. Nehmen wir also irgend eine Zahl x* t die der gegebenen Congraenz 
genügt, so dass ax 4 = + c wird, dann folgt, durch Vergleichung mit der Con- 
graenz am =+ c, die neue ax 4 = am (mod b) und diese reducirt sich durch 
Division mit a, welche statthaft ist, da a und b relative Primzahlen, auf 
x' = m (mod b) und das ist ja gerade die Congruenz , welche wir haben 
wollten. Also jeder Werth, der der Congruenz ax^ Hhc (mod b) 
genügt, genügt auch der Congruenz s = m (mod 6), und 
umgekehrt jeder Werth, welcher der zweiten Congruenz 
genügt, genügt auch der ersten. Hiernach ist die Con- 
gruenz 

s = m (modb) 
dieLösung der gegebenen Congruenz und zwar die einzige, 
die möglich ist. 

Die Congruenz ax = +c ist offenbar nur ein abge- 
kürzter Ausdruck der unbestimmten Gleichung ersten 
Grades mit zwei Unbekannten, nämlich: 

as — by = + c 
und mithin ist die Auflösung einer solchen Gleichung auf die Auflösung 
der genannten Congruenz zurückführbar. In der That, wenn die Zahl m 
bestimmt ist, so stehen alle Zahlen, welche x mit m congruent machen, 
unter der Zahlform x = m+Nb, wo JV irgend eine beliebige, positive 
•der negative, ganze Zahl bezeichnet. Setzen wir diesen Werth in un- 
sere unbestimmte Gleichung ein, so bekommen wir y = — ~- + aN, 

o 

und es ist hier — =i— wegen der Congruenz am = +c eine ganze 

Zahl. Also genügt unserer Gleichung folgendes System von Werthen für 

x und y: 

• i»r am'X c .. 

x = m + bN , y = — ^ + aiV. 

o 

Es sei z. B. die Gleichung 

21a? — 17y = — 27 

aufzulösen; so ist diese identisch mit der Congruenz 

21* s —27 (moi 17). 



Da — 27 den kleinsten Rest + 7 lässt 9 so ergiebt ein Einblick in unsere 
obige Tabelle für den Modul 17 sogleich 

6.21 = —27 (modll), 
also m= 6 und nun findet man für x undy leicht folgende Zahlformen: 

x = 17tf + 6, y = 21tf+9. 
Was die Gleichung 

ax + by = + c 
betrifft, so führt sich diese gleichfalls sehr einfach auf die Auflösung der 
Congruenz ax = c (mod6) zurück, denn offenbar wird sie durch das 
System der Werthe 

• *t» ßw *4- c 

befriedigt und bedarf daher keiner besonderen Discussion. Betrachten wir 
z.B. der Gleichung 

2lJ? + 17y = ■— 87, 
so genügt die Congruenz 
1 21* = —87 (modl7), 

da der kleinste Rest von — 87 die Zahl — 2 ist, zu Folge der auf den 
Modul 17 bezüglichen Tabelle , der Werth x = 8 und man bat m = 8, 

x = 8 f 17ff, y = — 15 — 217V: 
Betrachten wir noch die Gleichung 

21a; + J7y = 87, 
so bekommt man als einen speciellen Werth des x, welcher der Congruenz 

2Lr = 87 (mod 17) 
Genüge leistet, m = 9 und mithin 

s = 9 + 172V, y = — 6 — 21tf, 
wo N wieder jede mögliche positive oder negative Zahl sein kann. 

Fassen wir alles Vorhergehende zusammen, so erhellt, dass man die 
allgemeine Gleichung ersten Grades 

oo?+ by = +c, 
\ in der a und b positive ganze Zahlen bezeichnen, welche 
\ keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen, unter allen 
Umständen auflösen kann, und zwar führt sich ihre Auf- 
lösung auf die Auflösung der Congruenz 

ax = +c (modb) 

Schwärt, Zehkn- Theorie, 3 
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zurück. Diese letztere beruht nach dem Vorhergebenden auf der Er- 
mittelung eines solchen Vielfachen von a, welches der Zahl Hhc oder 
deren kleinstem Reste nach dem Modul b congruent ist. Diese Ermitte- 
lung ist immer einfach, denn sie setzt blos die Betrachtung einer be- 
schränkten Anzahl von Vielfachen der a voraus. Wir wissen zunächst, 
dass diese Anzahl == b — 1 ist. Aber sie kann um die Hälfte erniedrigt 
und mithin die Rechnung im entsprechenden Masse abgekürzt werden, 
wenn man den Satz benutzt, dass die im gleichen Abstände vom 

i 

Ende befindlichen kleinsten Reste einander bis auf« Vor- 
zeichen gleich sind. Um dieses zu erweisen, betrachte man ein be- 
liebiges Paar im gleichen Abstände vom Ende befindlichen Vielfachen der 
Zahl a, etwa 

ma und (b — m)a, 
und nehme an, dass ma den kleinsten Rest p lasse. Dann ist 

ma = [t (mod b) , 
und zieht man diese Gongruenz von der folgenden, 

ab = (modb), 
welche selbstverständlich besteht, ab, so ergiebt sich die Coogruenz 

(b — m)a = — /ä (mod b) 9 
in welcher der Satz liegt. In der Thaf findet er sich auch durch die 
Betrachtung der obigen Tabelle für den Modul 17 bestätigt. 

Trotz dieser Erleichterung ist aber, wenn a und b einigermassen 
gro^s sind, <}ip Rechnung von ermüdender Weitschweifigkeit, und et ist 
daher gut, sich mit einer anderen Methode der Auflösung vertraut zu 
machen, welche die Zahlenrechnungen abkürzt. Diese Methode rührt von 
dem berühmten Lagrange her und beruht auf der Theorie der Ketten- 
brüche , üb?r welche wir daher im nächsten Paragraphen das Nöthige bei- 
bringen wollen. 

$. 6. 

Von den Kettenbrücben. 

Unter einem Kettenbruche versteht man einen solchen Bruch , dessen 
Zähler eine ganze Zahl und dessen Nenn$r ^ine Summe ist» deren Ele* 
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mente wieder eine ganze Zahl und ein Bruch von derselben Beschaffen- 
heit sind. Die allgemeine Form eines Kettenbruches ist daher 

»g -f • • • • 

In dieser Allgemeinheit indessen brauchen wir die Betrachtung für die 
Bedürfnisse unserer Wissenschaft nicht aufzunehmen; denn in den An- 
wendungen kommen nur solche Kettenbrüche vor , deren Zähler öärntntllch 
der Einheit gleich und deren Nenner positive ganze Zahlen sind ; ihre all» 
gemeine Fortn ist: 

und wir wollen hier die Nenner a ly Oj, a s , ... mit dem Namen von 
Partialnennern oder Par tialquo tient en belegen. 

Ein derartiger Kettenbruch kann mit der grössten Leichtigkeit ans 
jedem gemeinen Bruche hergestellt werden, und zwar werden seine Par- 
tialnenner durch dasselbe Verfahren geliefert, welches angewandt wird bei 
der Untersuchung 9 ob vielleicht der Zähler und Nenner des gegebenen 
Bruches einen gemeinschaftlichen Theiler besitzen. 

Sei -5- ein in den kleinsten Zahlen ausgedrückter ächter Bruch: dann 

kann man vermittelst des gewöhnlichen Divisionsverfahrens sich nach und 
»ich folgende Gleichungen bilden: 

^ *■ a 3+?» r t = r t a z +r t , 



Tm T 



r t r* 



• • 
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Aus der Betrachtung dieser Gleichungen ist klar, dass die r sich 
mehr und mehr verkleinern und dass mithin , da sie immer ganze Zahlen 
bleiben, eines nothwendig irgend einmal den Werth 1 erreichen muss; 
der Werth des nachfolgenden r wird dann 0, weil 1 in jede Zahl aufgeht 
und die Rechnung bricht demgemäss ab, und zwar sind die beiden Sehlussreste 

r»_i, r» = 0. 
Man könnte gegen diese Schlussweise die einzige Einwendung machen, 
dass vielleicht einmal der Rest kommen könnte, ohne dass der vorher- 
gebende Rest den Werth 1 habe. Aber es lässt sich dann leicht zeigen, 
dass dieser Rest dann ein gemeinschaftlicher Theiler von A und B sein 

musste, im Widerspruche zu der Voraussetzung, nach der-^ ein in den 

kleinsten Zahlen ausgedrückter Bruch ist. Sei z. B. r 4 = , so musste 
r t in r 2 aufgehen, und darum wegen der Gleichung 

Vi = ri«i+r lf 
in deren rechte Seite es ohne Rest dividirbar wäre, auch in r ft . Nun 
ginge r, gleichzeitig in r t und r 2 auf, also wegen der Gleichung 

A = r i a 2 +r 1 
auch ini; endlich ginge es jetzt zu gleicher Zeit in A und r, auf,, darum 

wegen der Gleichung 

B = Aa t + r t 

auch in B; mithin wäre es ein gemeinschaftlicher Theiler von A und B. 

A 1 

Giebt man jetzt dem Bruche -g die Form B , so folgt mit Rücksicht 

* J 

auf das eben aufgestellte Formelsystem 

-=— = — 

n 
= J- l -i- i 

* + *+?■ * + * + t 

= -L i =1 i 
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+_L ! 

... .-r , x 

fl»-i + — 

Es ist umgekehrt eben so leicht einen Kettenbruch in einen gemeinen 
Brach zu verwandeln. So z. B. ist in Uebereinstimmung mit der unmit- 
telbar vorhergehenden Entwicklung 

- 1 = - 1 =— 1 =— r = - 

*+;r *« + ? -i 

a 4 r 2 

Das allgemeine Verfahren erhellt auch aus den obigen Gleichungen für 

Denn ausser dem Quotienten a sind noch die beiden Reste r n ^i=i, 
r a =0 bekannt; mithin folgt aus der letzten dieser Gleichungen derWerth 
r„-_5, darauf, indem man diesen Werth in die vorhergehende Gleichung 
einsetzt, der Werth von r„_3. Diesen Werth setzt man wieder in die 
drittletzte Gleichung ein und bekommt so r n _ 4 und indem man so weiter 
fortgeht, gelangt man aufsteigend zu den Werthen von A und B. 
Die Kettenbräche 

I I 1 I 1 Ix 

«.' «1+7' «1+i.L 1 ' «i + i. 1 1 

welche, je nach der Anzahl der in ihnen vorkommenden Partialnenner, 
1,2, 3, 4, .... gliedrige heissen sollen und welche aus der Entwicke- 

hing des Bruches -= hervorgehen durch successive Vernachlässigung der 

Grössen 

n r i !i ** 

^ r i r » r a 

heissen respective der erste, zweite, dritte, vierte, .... Näherungs- 
bruch zu dem Werthe des Kettenbruches, weil, wie sich* später erge- 
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ben wird, man dem Werthe des Kettenbruches um so näher kommt, je 
mehr Glieder man zusammennimmt. Vorläufig kann man gleich bemer- 
ken, dass der erste Näherungsbruch grösser ist, als der gegebene Bruch 

•=; denn es fehlt seinem Nenner a t eine positive Grösse, welche hinzu- 
treten müsste, damit er dem Bruche -=- gleich würde, also ist a ft zu klein 

u 

und mithin — zu gross. Der zweite Näherungsbruch hingegen ist kleiner 
als « ; denn es fehlt dem Nenner a^ eine positive Quantität, welche hin- 
zutreten mösste, damit er gleich ■=■ wurde; also ist für diesen Zweck o, 
zu klein , — zu gross und mithin auch a x H , also 

«1 «i 

1 — 1.1 



,1 «i + - 

zu klein. Der dritte Näherungsbruch ist wiederum grösser als der gege- 
hene Bruch 7. Denn damit er gleich diesem Bruche ausfiele, raüsste zu 

a % etwas binzutreteu; also ist a z zu klein,— zu gross und mithin auch 

Oil , also 



«3 



zu klein und mithin auch 



hieraus folgt endlich 



-L-«! 1 



, l 1 

%+ 5T 



=1. 1 



,1 . a,+ - 1 
** +74. i. 8 * + T~ 

zu gross. Diese Schlussweise läset sich, beliebig weit fortsetzen und es 
erhellt daher das Theorem: 
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Die Näherungsbrüche zu dem Wertbe eines Kettenbru- 
ches sind an den ungeraden Stellen zu gross, anden gera- 
denStellen zu klein. Der wahre Werth eines Kettenbrucbes 
ist daher zwischen zwei aufeinander folgenden Näherungs- 
brüchen enthalten. 

279 
Als Rechnungsbeispiel möge der Bruch ^ry dienen. 

oll 

279191113 ,279 1 . 

887 > alM 9ir = 3-+i 1 , 
74|279|3 3 +T+I 1 

222/ a+j + i-i 

5717411 1+tt 

57 ö 

1715718 
51 

«11712 
12 

5|6|1 
5_ 

1|5|5 
Die Näherungsbrüche sind 

1 >T = 3' 2) I+l = iö' 8) s + ^i^Iä' 

O 6 "TT" 

A\ I 1 - 15 K\ l 1 - ü 

1 __ 49 

6) 3+i i -feö 

+ r+- i 

und der Werth des gemeinen Bruches fff daher enthalten zwischen } 

und 1 %, mithin da 

1 3 _ 1 
3 10 ~* 3 . 10 

der Fehler geringer als ^, wenn man einen dieser Brüche für f£f 
setzt; ebenso ist ff$ enthalten zwischen -fa und ^y, also, da 
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4 3 _ 1 
13 10 ~ 10.13 

der Fehler noch nicht rj-*, wenn man einen dieser beiden Näherungs- 
brache an Stelle des gegebenen Braches setzt. Ferner ist der gegebene 
Bruch enthalten zwischen den Näherungsbrüchen -fo and f$, also, da 

4_15 _ 1 
13 49 13.49 

ist, der Fehler geringer als ^J T , wenn man einen dieser beiden letzten 
Bruche an Stelle des gegebenen Bruches substituirt. Indem man diese 
Rechnung fortsetzt, gewinnt man für den vorliegenden Fall empirisch die 
Ueberzeugung , dass die Näherungsbrüche in der That immer genauer an 
den Werth des Kettenbruches heranstreifen, je mehr Glieder desselben 
genommen werden, sowie, dass der Unterschied zweier aufeinanderfolgen- 
den Näherungsbrüche (dieselben als auf die gemeine Bruchform reducirt 
vorausgesetzt) gleich ist einem Bruche, dessen Zähler 1 und dessen Nen- 
ner das Produkt der Nenner von den beiden betrachteten Näherungs- 
brüchen ist. 

Bezeichnen wir jetzt, um das Gesetz für die Bildung der Näherungs- 
brüche aufzudecken, dieselben der Reihe nach mit 

Z t Z % Z M Z K 

V At f *a' V 

so folgt durch successive Entwickelung 

Z\ _1_ | Oj.1 a t Z t 

h - \ a * + *ll a t .a t Z, +Z, _ Q t .Z i +Z l 



>♦£) 



Z * +Zt .«M+z.i + ^f.i.+z, 



N * (^.fJ-W+jv, ••<«■*« +*i>+*i •*>*,+«»' 



% 
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Die Betrachtung dieser Resultate ergiebt sogleich die Recursionsformel : 

%m mmmi Am « «m— 1 + ««— % 
N m <hn • #m— 1 +#»-* ' 

die man, wenn man will, sich duich eine leichte lnduction beweisen 
kann. Hiernach bekommt man folgendes Bildungsgesetz: 

Um den Zähler irgend eines Näherungsbruches zu er- 
halten» multiplicire man den bezüglichen Partialquötien- 
ten in den Zähler des unmittelbar vorhergehenden Nähe- 
rungsbruches und addire zu dem Produkte den Zähler des 
xweitvorhergehenden Näherungsbrucbes. DerNenner wird 
durch eine analoge Rechnung mit den Nennern der beiden 
vorhergehenden Näherungsbrüche erhalten. 

Dies Verfahren ist blos auf den ersten und zweiten Näherungsbruch 
nicht anwendbar; doch kann man es durch einen Kunstgriff wenigstens 
noch auf den zweiten ausdehnen, nämlich wenn man \ als den Oten Nä- 
herungsbruch ansiebt. Das Technische des Verfahrens möge das nachfol- 
gende Beispiel erläutern, zu welchem der oben aus dem gemeinen Bruche 
fff hergeleitete Kettenbruch benutzt ist. 
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13 


15 
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34 
111 


49 
160 



279 
911 



U. 8. W. 



Die Bildung der Näherungsbrüche erhellt näher aus den Gleichungen 

8 _ 3.1+0 »4 1.3+1 15_ 3.4+3 
10~3.3+1' 13 53 1.10+3' 49 3.13 + 10 

Bilden wir uns jetzt die Differenz irgend zweier aufeinanderfolgen- 
den Näherungsbrüche, so erhalten wir zunächst 

N m Nwt-x N m JV w _i 

Nun ist aber auch auf der andern Seite zu Folge des Werthes von 



N t 



dieselbe Differenz 



m 



BmZft—i + 2»-l Zi»— i 



Zm-1 Nm—\ — 2m-\ ffin-2 
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Setzen wir beide Werthe einander gleich , so folgt die Relation 

ZmNm-l — Zm-lNm = — (£m-l#m-*.— i Zm-lflm-\), 

wober durch Einsetzung von tn — 1, th — 2, tn — 3, m — (m — 3) 

an die Stelle von tn folgendes System von Formeln fliesst: 

^m-l N m -2 — Z m _ %N m —i = — (Z m —2N m -& — Zm-siVm— ^)i 
^m— 2*Vm— 3 — Zmr-&Nm—2 = ~ ( Z m— a*V TO _ 4 — Ä»— 4^m— s)» 



Z 3 N 2 -Z t ff t = - (Z.JT, -Z,ff,) 
und setzen wir hier von der untersten aufsteigend jede Formel in die 
nächst höhere ein, so ergiebt sich schliesslich, da wir im Gänzen (m — 2) 
Gleichungen haben 

Nun ist 

z * z i _-. a i L- — i ^^XZZl^L 

also die auf der rechten Seite der vorhergehenden Gleichung in Klam- 
mern gesetzte Grösse gleich — 1 und wir erhalten, daher die wichtige 
Relation 

woher noch sogleich die andere 

*m *m-l (— IV— 1 

N m iV m -i N m N m -i 
folgt. Wir haben dem zu Folge das (Theorem: 

Der Unterschied zweier NäherAngsbriicfafeiiftt gleich ei- 
nem Bruche, dessen Nenner <Hr* Produkt aus beiden Nen- 
nern und dessen Zahler gleich +1 ist, nfhnlich gleich +1» wenn 
der Minuendus ein Näherungsbruch mit ungerader 1 Glfoderzahl, und — 1, 
wenn der Minuendus ein Näherungsbruch mit gerader: Gliederzahl ist. 

Aus diesem Theoreme ergeben sich sogleich mehrere bemerkens- 
wert^ Folgerungen: 

Die Zähler und Nenner eines Näherungsbruches sind 
relative Primzahlen und es existirt kein Bruch in kleine- 
ren Zahlen, welcher dem Werthe des Kettenbruches näher 
komme. 

Das Erste ergiebt sich zu Folge der Gleichung 

ZmNk-i - Z m - t N m « (— l)»- 1 ; 
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denn wjean Z m und N m einen gemeinschaftlichen Faktor hätten^ so müsst* 
derselbe auch die rechte Seite der Gleichung, d.h. die Einheit theilen; 
mithin kana er nur der Einheit selber gleich sein. Das Zweite folgt apa- 

Z x 

gogisch, Existirte ein Bruch in kleineren Zahlen als ™ , etwa — , vvel- 

•"m y 

eher dem Werthe des Kettenbruches näher käme , so wären - und -r= — i 

zwei nähere Grenzzahlen für diesen Wertb, als rr- und -- — , mithin 

folgte, ohne Rücksiebt auf das Vorzeichen und blos in Rücksicht der ab- 
soluten Werthe: 

y 2V m _i N m N„^x % 

also 

jriV m -i — yZ m -\< (Z m N m -Ji — Z m _iiV m ) £-. 

Der erste Faktor aui der rechten Seite bat den Wertb 1, der zweite 
Faktor ist, da nach, der Annahme y<iV m ist, ein ächter Bruch und wir 
bekommen daher 

*2V m _i — yZ„,-i<l, 
welches ein Widersinn ist, da die Differenz zwischen zwei ganzzahligen 
Ausdrücken niemals gebrochen sein kann. 

Indem daher dje Näherungsbrüche bei den kleiasten 
Zahlen die grösste Näherung geben, haben sie ein ganz vorzüg- 
liches Recht auf den Namen , den sie führen. 

Wenn der gegebene Bruch, der uns einen Kettenbruch liefert, unächt 
ist, so hat letzterer die Form 

* •»•+5+1 

Um " \* • . . . 

und es fragt sich, wie sich für diesen Fall die Näherungsbrücbe ergeben. 
Der nächst liegende Gedanke, ist hier wohl sich die Näherungsbrüche zu 
dem umgekehrten Bruche 

*»1 i 

Ä fl ' + % + i - 4 . 

3 a s + . . . . 



/ 
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2u suchen und dieselben umzukehren. Aber haben diese umgekehrten 
Niherungsbrttcbe auch dieselben Eigenschaften, wie die früheren? Diese 

Ifm-l 
_-uuu 



Frage beantwortet sieb , indem man mit —■ und 



zwei aufeinanderfol- 



gende Näherungsbrüche des Schien Bruches =• bezeichnet, durch die Be- 
ll 

trachtung der Gleichung 

W»-i — N m - X Z m = (— l)»-» , 

aus welcher die Differenz der un ächten Näberungsbrüche 

*m-l Z M = (— 1)"- 1 

folgt; die umgekehrten Näherungsbrüche haben demgemäss ganz die Eigen- 
schaften der ursprünglichen und sind nur dadurch unterschieden, dass 
sie, was ohnehin selbstverständlich ist, an den ungeraden Stellen zu klein 
und an den geraden zu gross sind. 

Praktisch ist es wohl zweckmässig sich in einem solchen Falle un- 
mittelbar £ als den Oten und -— als den ersten Näherungsbruch hinzu- 
schreiben und die übrigen nach dem oben aufgestellten Bildungsgesetz 
sich successive zu berechnen, wie es an folgendem Beispiele gezeigt wer- 
den soll. 



6654|29657|4, also~J=4+i 1 . 

28616 6654 2 + b + - 1 

3041 ] 6654 1 2 3+ 6+- 1 

6082 *+7 

572 |8041 | 5 
2860 



181 I 572 | 3 
543 

29 |181 16 
174 

7|2914 

28 

1|7|7 
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Zur Vervollständigung der Theorie ist noch eine Betrachtung we- 
sentlich. Wir haben im Vorhergehenden die stillschweigende Voraus- 
setzung gemacht, dass ein endlicher Werlh des Kettenbruches, mit dem 
die Grösse der Näherungswerthe verglichen werden könne, exislire — und 
diese Veraussetzung war allerdings insofern berechtigt, als wir nur Ket- 
tenbruche mit endlicher geschlossener Gliederzahl in den Kreis unserer 
Untersuchung zogen, nämlich solche, welche genau einer gegebenen Zahl 
in gewöhnlicher Bruchform gleich waren. Die Untersuchung ist mithin 
nahe gelfegt, ob ein endlicher und bestimmter Werlh eines Kettenbruches 
nicht auch bei unendlicher Gliederzahl existiren könne , und wenn es uns 
gelingen sollte, den Nachweis für seine Existenz zu liefern, so wä- 
ren wir vollständig berechtigt, nicht blos die Sätze über die formale 
Bildung der Näherungsbruche, sondern auch die Salze, die eine Werth- 
vergleichung der Näherungsbruche mit dem Werthe des Kettenbruches 
enthalten, auf diesen Fall auszudehnen. 

Bei den engen Grenzen, innerhalb deren unsere Discussion sich be- 
wegt, da wir blos ganze und positive Partialnenner zulassen, ist die Ent- 
scheidung unschwer zu treffen. 

Aus dem formalen Bildungsgesetze ist evident, dass die Nenner der 
Näherungsbröcbe mit dem Index wachsen und zwar nehmen sie in einem 
stärkeren Verhältnisse zu, als die Reihe der naturlichen Zahlen zunimmt« 
Sie werden mithin, wenn der Index m über jede Grenze hinaus zunimmt, 
gleichfalls unendlich gross und das Nämliche gilt um so stärker von dem 
Produkte zweier solcher benachbarten Nenner 

Nun ist der Unterschied zweier benachbarten Näherungsbrüche 

z m z^ l= ( — i)*-y 

er muss mithin bei unendlicher Gliederzahl verschwinden ; denn der Werth 
eines Bruches nimmt über jede Grenze hinaus ab, wenn der Nenner über 
jede Grenze hinaus wächst. 

Hiernach ist klar, dass. man, jeinehr Glieder des Ketlenbruches man 
nimmt, man sich um so stärker einer festen unveränderlichen Grenze 
nähert, welcher die Näherungsbrüche mit wachsendem Index entgegencon- 
vergiren, und diese feste Grenze ist das, was wir den Werth des Ketten* 
braches nennen. 
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Es ist jetzt noch der Nachweis übrig, dass diese feste unveränder- 
liche Grenze eine endliche, bestimmte Grösse ist und nicht etwa entwe- 
der ins Unendliche wichst oder ins Unendliche abnimmt. .Zu dem Zwecke 
bilden wir uns nach der Reihe die Gleichungen 



N t ^ N t .#,' 



*a._*t 1 



* « * 5 # « *S 



Z m —\ Z m ,x~ 1 



«-=(— 1) W 



Am-1 #m ' iVm-liVm 

und addiren dieselben alle zusammen. Dadurch ergiebt sich, da sich 
links alle Glieder bis auf das erste und letzte heben, 

+ (-l) m ~ 1 ir-V— +(-l) w * 



Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine Reihe, deren Glieder ab- 
wechselnd positiv und negativ sind und, wenn man den Index m ins Un- 
endliche hinein wachsen lässt, zuletzt über jede Grenze hinaus abnehmen. 

* 

Sie ist daher nach einem bekannten Theoreme der Analysis eine conver- 
gente Reihe, d. h. sie hat eine endliche und bestimmte Grösse zur Summe. 
Uebrigens ist es, auch wenn man dieses Theorein nicht voraussetzen will, 
leicht den Beweis zu fähren, dass die Summe der Reihe Zwischen zwei 
endlichen Quantitäten enthalten ist. Bringt man sie nämlich, indem mäh 
zuerst das erste und zweite, darauf das dritte und vierte Glied, das fünfte 
und sechste u. s. w. zusammennimmt , auf die Form 



»1*1*1 #8*4*5 *5*6*7 

so erhellt sogleich, dass jedes Glied positiv ist, da die N mit dein Wach- 
sen der Index immer zunehmen und dem zu Folge die Differenien 



— 47 — 

N t —N if N s — N 3 , tf 7 -tf 5 ,.... 
positiv ausfallen. Daher ist die Summe sämrollicher Glieder mit Not- 
wendigkeit grösser als das erste Glied, wie gross der Index m auch ge- 
nommen werden möge. Man kann aber auch unserer Reihe folgende 
Form geben: 

_1 N 4 -N 2 ^e-^4 *s— *6 

N t N 2 N t N 2 N A N % N g N % N % N,N S 

und da hier alle Glieder bis aufs erste negativ sind, so ist die Summe 

simmtlicher Glieder, wie gross m auch sein möge, kleiner als das erste 

positive Glied . Hiernach ist für jeden beliebig grossen Werth von 

m die Summe der Reihe zwischen r— - und 3 ! enthalten und liegt 

also auch noch in dem Falle selber, dass m ins Unendliche hinein wachse, 
zwischen den genannten Quantitäten, die für endliche a,, a 2 , a 3 , wie 
wir sie voraussetzen, immer endlich und bestimmt ausfallen: mithin muss 
auch die dazwischen liegende Grösse, die Summe der unendlichen Reihe, 
eine endliche und bestimmte Quantität sein, 

Wir haben jetzt bewiesen, dass der Ausdruck 

^1 %m 

IT, Nm* 

auch wenn m ins Unendliche hinein wächst, einen endlichen und bestimm- 
ten Wertb bekommt. Da nun der erste Theil desselben immer einen 
endlichen und bestimmten Werth hat, so ist dieses nicht anders möglich, 
als wenn dasselbe auch von dem zweiten Theile gilt und das wollten wir 
eben beweisen. 

Hiermit hat es einen bestimmten Sinn gewonnen, wenn wir unend- 
liche Kettenbrüche im Folgenden etwa den Operationen des Calculs un- 
terziehen sollten; wir gehen damit im Grunde ebensowenig über die Rech- 
nung mit endlichen bestimmten Grössen hinaus , wie es der Fall ist bei 
Kettenbrüchen mit geschlossener Gliederzahl. 

Betrachten wir jetzt einen beliebigen Kettenbruch von nGliedern: 
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und bilden die Reihe der Näherungsbrüche, so werden wir, bei einer ge 
naueren Betrachtung des nachfolgenden Schemas, durch welches sie all- 
mählig erhalten werden: 



1 


0,1 


«, 1 


«s 


1 a. 


i 


1 


«jOj + 1 


a i a i a 1 +a i +a i 


a^ia^ai +a t a t +a t a 1 +a t a l +l 





a s a 2 +l 


a 4 o,a,+a 4 +a, 



sogleich die Bemerkung machen, dass jeder Nenner aus dem Zäh- 
ler des nächstvorhergehenden Näherungsbruches durch die 
einfache Erhöhung der Iudices von a um 1 erhalten wird, 
und dies ist eine nothwendige Folge davon, dass der Zäh- 
ler Z fl -i offenbar gerade, so aus 1, a t , a 2 , a s a%-\ gebil- 
det wird, wie der Nenner N» aus 1, a 2 , a 3 , a 4 , .... a„. Zugleich 
werden sowohl die sämmtlichen Zähler, wie die sämmtlichen Nenner durch 
die Aufeinanderfolge der Partialquotienten , die zu ihrer Bildung verwandt 
werden, vollständig bestimmt und wir können daher 

^n = /(«n «2> a !> •••• a n)> 

W» = /(a lf a 3 , a 4 , .... a n ) 
oder kürzer, indem wir blos den ersten und letzten Index hinschreiben 
und die übrigen auslassen 

Z n =f(h w), 

N n = f(2, n) 

setzen. Um die Natur der Function f kennen zu lernen, genügt es, sich 
auf die Betrachtung der Zähler zu beschränken , da die Nenner vollkom- 
men gleich gebildet werden. 

Es ist hier nicht der Ort, um ausführlich auf ihre Discussion einzu- 
gehen und wir begnügen uns daher nur eine bemerkenswerthe Eigen- 
schaft, die sie besitzt, hervorzuheben, nämlich dass die Ordnnng 
der Elemente a umgekehrt werden kann, ohne dass sie ir- 
gendwie dadurch verändert werde. In der That wird der Satz 
durch die Betrachtung der speciellen Fälle 

f(\ % 2) = a 2 a 1 +l = a 1 a 2 + l = /(2,l), 
f(l , 3) = a % a t a t + a 3 + dj = a i a 1 a t +a g + a g = f(Z, 1) 

verificirt und um ihn allgemein zu beweisen , wollen wir darthun , dass, 
wenn er für irgend drei aufeinanderfolgende solcher Functionen gültig 
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ist, er auch die nächst höhere Geltang hat, oder in Zeichen, dass 
wenn man 

AI, n-3) = An-3, 1), 

AI, n-2) = A»-2, 1), 



AI, u-l) = /(n-l, 1) 



und 

hat, daraus 

AI, n) = f(n, 1) 
folgt 

Zu dem Zwecke bemerken wir, dass unsere Recursionsformel zur Be- 
rechnung der Zähler 

za Folge der eingeführten Bezeichnung übergeht in 

AI, m) = a m f(l, m—l) + f(l, m-2) 
und mithin ist 

AI, n) = OnKl, n-1) + AI, w-2) 
oder in Anwendung der Voraussetzung 

= a n /-(n— 1, l) + /(n— 2, 1). 
lodern man hier nochmals die Recursionsformeln 

f(n-l, l)=*a t f(n — l 9 2) + f(n-h 3), 
An-2, l)=a 1 A»~l,2)+AH-2, 3) 
substituirt, bekommen wir 

f(l,») = ö»fliA»-l, 2) + o»/(n-l, S) + a t A»— 2,2) +/(n-2, 3). 
Nun ist zu Folge der Erklärung unserer Function die Natur ihrer 
Zusammensetzung blos von der Anzahl und der Ordnung der Ele- 
mente a abhängig; mithin, wenn die Formeln 

AI, n-3) = A»-3, 1) > f<X. w-2) = A^-2, 1) 
bestehen, so werden dieselben nicht aufhören zu gelten, wenn man die 
Indices 1 und n — 3 oder 1 und n — 2 zu gleicher Zeit entweder um 
dieselbe Grösse vermehrt oder verringert; denn dadurch wird möglicher- 
weise der Zahlen werth der Elemente a i9 a 2 , a 3 ,...., welche in die 
Formel hineingehen, geändert, aber keinesfalls weder die Anzahl, noch 
die Ordnung, in der sie zur Bildung der Function f verwandt werden. 
Wir erhalten also aus den vorstehenden Gleichungen • 

A2,n-2) = A»-2,2); /(5 f »— I) = /(•»— l f 8) ; 

A2,n-1)=A*-1>2) 

Schwärs, Zahlen 'Theorie, 4 
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und wenn wir diese Gleichungen in die rechte Seite des Ausdruckes für 
/(l, n) einsetzen , so resultirt 
f(l,n) = a n a i f(2 9 n—l) + a n f{S,n—l) + a l f(%n—2)+f(Ji,n^2) 
= a 1 [a»/(2, n- 1)4-/(2, *-2)] + [a*/(3, n-^-1) + /(3, n— 2)] 
Hier erkennt man sogleich, dass zu Folge der allgemeinen Recursionsfor- 
mel die Ausdrücke in den eckigen Klammern respective den Ausdrücken 

/(2, n), /(3, h) 
gleich sind, und wenn man nun noch binzunimmt, dass aus den Glei- 
chungen 

/(l,n-l) = /(n-l,l), 

/(2,n-l) = /(n-l,2) 

durch Erhöhung der Indices respective um eine Einheit die neuen Glei- 
chungen 

/(2,n) = /(n,2), 

/(3,it)=/(tt,3) 
hervorgehen, so bekommt man an Stelle der letzten Gleichung für /(l, n) 

die neue 

/(l,n) = a 1 /(n,2)4-/(»,3), 

aus der durch eine abermalige Anwendung der allgemeinen Recursionsfor- 
mel die Schlussgleichung 

/(l,»)=/(n,i) 
hervorgehl. 

Mithin, wenn der ausgesprochene Satz für die Zusammensetzimg aus 
n — 3, n — 2, n — 1 Elementen richtig ist, so ist er auch für die Zu- 
sammensetzung aus n Elementen gültig. Da er nun für die aqs 1, 2, 3 
Elementen sich bildenden Funqtionenformen thatsächlich Geltang hat, so 
ist er allgemein gültig. 

Vergleichen wir jetzt die Werthe der beiden Kettenbrüche 

. X , , 1 



a t + — 1' ."" «.., + -—, 1 
«1+7 fl»— 2 4- 



a 4 1 <*»-* 1 

....4-— 4-— 

mit einander, so findet man auf die gewöhnlich« Weise den Werth des 
.*. *tt * .der, .... * **, _ tf. B««*»« „.«,- 
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den , gleich y-£ — ; der Werth des zweiten dagegen ist 



'« 



/(».!) _ f(l,n) Z» 

/(» — 1,1) AI.»-!) *-i' 

I 

Dem iu Folg« ergeben Bich die Gleichungen: 

jv, A2,«)~ * «»+r . I 

** 

und 

*. _ , /(!>») _„ , 1 , 

Z_, - fll, «~ 1) - * + o,_, + -=- , 1 

««-» + - — , 

«»-3+ 1 

+:: 

Die Bedingungsgleichung dafür, dass beide Kettenbrüche einander 
gleich werden, ist 

oder 

/(l,n-l) = /(2,n) = /(n,2) 

d.h. die Partialquotienten 

a i> a i> Ä s» a 4» •••• a *-2' *»— i 
müssen dieselbe (Zähler-) Function geben, als die Partialquotienten 

Dieses wird anf jeden Fall eintreten , wenn 

ist and wir kommen somit auf folgende bemerkenswerthe Form eines 
Kettenbraches 

Ein solcher Kettenbruch, in welchem die Ordnung seiner 'Elemente oder 
Partialquotienten ohne Veränderung seines Werthes umgekehrt werden 
kann, heisst ein symmetrischer Kettenbruch. 

Wir haben die Berechtigung mit unendlichen Kettenbrüchen zu rech- 
nen oben nachgewiesen und es erscheint daher angemessen, ein BeispM 
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dieser Rechnung zu geben. Zu dem Zwecke wollen wir die sogenannten 
periodischen Kettenbrüche, d. h. solche Kettenbrüche, in denen 
eine gewisse Reihe von Partialquotienten beständig wiederkehrt, einer spe- 
cialen Discussion unterwerfen.- Da ein solcher Kettenbruch, wie wir ge- 
zeigt haben , immer einer endlichen und bestimmten Quantität gleich ist, 
so wollen wir dieselbe gleich x setzen und gehen mithin von der Gleichung 

«n+0 1 + -, 1 

«1+ 1 

+ -)— r — . V> 

«» + «1+-. 



• • . . 



aus,-tHe wir auch durch die folgende ersetzen können: 



'•■>-■' >s= a,+— , 1 



«4+ I 



'3 



, «« + •* 

Denken wir uns jetzt den wten Näherüngsbruch 

N n ~~~ öniVn-l+^n-2 

berechnet, so erhalten wir daraus durch Einsetzung von a n +x an Stelle 
von a n den Werth des ganzen Kettenbruches , also 

(g w + g)Zn-l+Zn~2 _ xZn-i+Zn ^ 

Hieraus ergiebl sich die quadratische Gleichung 

#._!** + (%—£_!)« — *= 0, ; 

welche, da die Zahlen N n , iV»-i, Z», Z»_i ftämmtlicb positiv sind, eine 
positive und eine negative Wurpel hat Die negative Wurzel kann unse- 
rem gegebenen Kettenbru^he kejnenfalls gleich sein, und mithin drückt 
die positive Wurzel den Werth x desselbeu aus. 

•■ Betrachten wir den umgekehrten Kettenbfuch 



so , findet man , wie vorder . 



; . i • • : J i ■ . « , . ■ : 






■-= 53 — 

gZ'n-i+Z',, . 
» -gN'n-l + N'n' 

nun ist aber 

A=A».l) =/(!.«) =«• . 2'»-i=/'(m 2) =A2.») = *., 
l?.=f(n— 1, l)=/fl,n— lH^-i , A' n _i=A»-1.2)=A2,»-l) =*-i; 
mithin 

und hieraus bildet man Bich wieder die quadratische Gleichung: 

deren positive Wurzel den Werth des gesuchten Kettenbruches darstellt. 

Die quadratische Gleichung für y geht aus 'der ffir x hervor , wenn man 
in letzterer — x an die Stelle von x substituirt. Mithin ist die positive 
Wurzel der ersten Gleichung, nach ihrem absoluten Wertbe genommen, 
gleich der negativen Wurzel der zweiten Gleichung, und man kommt mithin 
zu dem Theoreme: > . 

Die quadratische Gleichung <* 

%^ + (ff*~Z«-0a?— Z tt = 0, 
wo die Ausdrücke N n , #„_!, Z n , z n -i sich aus den gleichnami- 
gen Näherungsbrüchen des» unendlichen periodischen Ketten- 
bruches 

*+£+-± ■ . 

dg. "f" • • 4 • • • • 1 

-\ 

0» + «1 + 

ergeben, bestimmt durch ihre positive Wurzel den Werth 
eben dieses, Kettenbruclies lind durch ihre negative Wurzel 
den absoluten Werth von dessen Umkehrung. 

Setzt man o* = 0, so fliesst hieraus das zweite Theorem: 
Die quadratische Gleichung 

#„_!** + (ff tt _ 2 — Z n ^)x— Z n „ % = 
bestimmt durch ihre beiden Wurzeln die absoluten Werthe 
der beiden Kettenbrüche; 



* «i + 



+ 



a t + 



und 
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ö»-l + 



Äfi-2 + 



j-JL l 

••••• ■ m J_ — r 



I 

und zwar ersteren durch ihre positive, letzteren durch ihre 
negative Wurzel. 

Es ist nämlich in Folge der speciellen Annahm« <r* w 

Nn, =*= UnN*~\ + #»_» a= Mir?»,.. 
In =x OnZn—i+Z*-. » « Z»«.», 

und hiermit die leUtgenannte quadratische Gleichufc| auö der vorhergehen- 
den deducirt. 

Setzt man dagegen 

so verwandeln sich unsere beiden periodischen Kettenbräche in einen ein- 
zigen mit periodischer Periode, und dem entsprechend äiöss dfe gemischte 
quadratische Gleichung in eine reine übergehen, d.h. e& muss 

Mi* Ä-i 
werden. In der Thal ist es leicht, diese Gleichung zti verificiren; denn es 

ist alsdann 

Mi = /(2, n) =. /(dj, cr 8 , a 4 , a»-i, «») = /(o»-i 9 a*~», <*»-*3 . . . . flj, a t ) 

= /(n-l,l) = /(l,n^l)= *_ t . 

Beispiele: 

2 3 2 7jr a +(3— 16)*-4äO 

1 LI« *■-?#»! 



„, + » , =M+Jte. 

8 + 2 + i 1 14 

2+±l 011 8 7 

3+ 2 + .... 



7 
13 



_ — 13+^365 

14 ' 



L3+V365 



2 + ¥+i T 

2 + 2>i 1 

3+ 2 + .... 



2)2+i + 1 



2+2+ f 1 A+ 4+f, 1 ö 
1_t "2+2 + ... >r 4+... 



2 12 *H-(8-3)jp-8=0 
238 a, = > /8 
113 
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3 > 1+ ä+ ' , i = 1 1+ 2+i, i=~ +V njäTo *=-l ±V6 



T 3+l+... -4 + .... 



12 



7 



U^i- •+!♦},. -*-* 



4 + .... 



§. 7. 

Auflösung der Congruenz ax = c (mod b) mit 
Anwendung der Ketteqbrüche. 

1) Zwei auf einander folgende Näherungsbrüche haben bekanntlich die 
Eigenschaft, dass, im Falle sie zu einem ächten Bruche gehören, . 

und, im Falle dass sie zu einem unächten Bruche gehören, 

ist Sei nun r- der Werth des mgliedrigen Kettenbruches, so ist 

Zm— 1 

und -^ ist der vorletzte Näherungsbruch; die bezeichnete Gleichung 

<"»•— l 

geht aber in 



s 



(_!)— t 



and diese Gleichung ist gleichbedeutend mit der Congruenz 

aus welcher durch Multiplicaüon mit — 1 die zweite folgt: 

o, .— JF»-t = L_ j. w _, (mod 6). 

Fasst man beides zusammen, so erhellt, dass die beiden Congruenzen 

ax = +. 1 ( mo< * *) 
auf jeden Fall durch die Zahlen 
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befriedigt werden, and zwar ist jede eine Lösung in der kleinsten positiven 
oder negativen Zahl, weil zu Folge der Natur der Naherungsbrüche 
Ifm-i < Mn, also auch iV* m _i < 6 ist. 

Beispiel 1. Die zu lösende Congruenz sei 

127* = +1 (mod89) 



89 1 127 f 1 

89 



I 1 



3818912 
76 



-4- 

01 1 



2|2|1 



2 



]_ 
5 



10 

7 



12 x= 7, 127a? =889=— l(mod89) 



13 | 38 | 2 

ia | 13 i l , . 

12 
1 | 1 2 | 12 

Da mithin x = 7 der vorgelegten Congruenz nicht genagt , so genügt ihr 

jre; — 7 oder x = +82, und in beiden. Fällen ist es leicht, sich da- 

• * 

von zu überzeugen. 

Beispiel 2. Die aufzulösende Congruenz sei . 

127x = + 1 (mod 153). 
Die Rechnung ergiebt: 

I114[ll 7 | 1 2 




1 



1 
1 



4 
5 



5 
6 



39 
47 



44 
53 



Unser m (die Gliederzahl des Kettenbruches) ist hier 6, und mithin, da 
Ifä ein ächter Bruch ist, wenn man x = 53 annimmt, 127 x = ( — l) 6 ~~ l 
= — 1, und dem zu Folge 

x = —53 oder +100 
eine Lösung der vorgelegten Congruenz. 

2) Die Lösung der allgemeinen Congruenz 

ax = c (mod b) , 
wo c eine nach Belieben positive oder negative Zahl sein kann, fuhrt sich 
immer auf die Lösung der speciellen Congruenz 

ax = + 1 (mod b) 
zurück. Denn, da man 

+ c = +_c (mod b) 
hat, so folgt durch Multiplication beider Congruenzen 



fc 
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+ aex = c (mod b) , 
und man bekommt mithin eine der beiden Zahlen 

+ cx, — ex 
als Losungen der vorgelegten Congruenz, je nachdem der specielle Zahlenwerth 

X = JVm-i 

den Ausdruck ax mit der Zahl + 1 oder — 1 congruent macht 

Setzen wir die gefundene particuläre Losung, die entweder eine posi- 
tive oder negative Zahl sein wird, gleich a, so wird offenbar der Ausdruck 

x = bn + a 
die allgemeine Lösung unserer Congruenz darstellen, wenn man darin die 
Zahl n nach und nach die ganze positive und negative unendliche Zahlen- 
reihe durchlaufen lasst. Es kann vorkommen, dass der absolute Werth 
von a grösser ist als der Modul 6; dann kann man aber immer die Zahl 
*' so hestimmen, dass die particuläre Lösung 

bn' + a = ß 
kleiner als b ausfallt und der allgemeinen Lösung die Form 

s = bn + ß 
geben, wo wiederum n alle nur möglichen entweder positiven oder nega- 
tiven ganzen Zahlen bezeichnet. 

Beispiel 1. Die aufzulösende Congruenz sei 

237a; = 419 {mod 179). 
Nachdem man die Partialquotienten des Kettenbruches 

a 237 
b S 179 

aufgesucht , findet, man die Näherungsbrüche , wie folgt : 

( 1 1 3 mi 1 1 1 1 2 



o T 



4 
3 



45 
34 



49 
37 



94 
71 



Die Zahl 71 ist mithin, da ~ hier ein unächter Bruch und die Zahl m 

b 

dem Partialquotienten gleich 6 ist, eine Lösung der Congruenz 

237a? = (— l) 6 = +1, 
und darum 

419.71 = 166.179 + 35 = 35 
eine particuläre Lösung der . vorgelegten Congruenz» Mithin ist die all« 
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x « 179» +85. 
In der That ist es leicht sich zu überzeugen, da*B 237 ■. 3fr und 419 in 
Bezug auf den Modul 179 denselben Rest lassen, nämlich 61. 
Beispiel 2. Die aufeulösende Congruenz sei 

131* = 98 (mod 86). 

Die Näherangsbrüche von ö^- werden 



i". 



V 





und da 



131 



l 
1 



1 



2 
T 



3 
2 



10 1 4 



32 
21 



8 „ unächt und m = 5, so ist 21 eine Lösung der Googmeoz 

131* = (—1)* = —1, and mitbin 

—98.21 =24.86 + 6 = 6 
eine particuläre Lösung der vorgegebenen Congruenz. Die aügemeine heisst 
demgemäss 

4T= 86» + 6 oder äe 8©*— 80. < 

Als Reehnungsbeispiele mögen noch 'folgende Congruenzen mit den neben- 
stehenden Auflösungen dienen: 

17* = 3 (rood39), x «= 3»w— », •* r 
31*= 2(modl3), * «» 18n + 3,i ' 
47* = . : 4 («od 15), * » 15» + 2, 
37* SS 4809 («M.fl),--jr- im «»fÖ*.' " <"■ ■ 
Es bedarf wohl kaum der Wiederholung der Bemerkung, dass man 
die Auflösung irgend einer Congruenz in Consequenz der eingeführten Be- 
Zeichnung wieder als Congruenz ßich schreiben Kauft. 'Die Auflösung der 
4 letztgenannten Congruenzen erhalten hiernach folgende Form: 

jrc ~-9 (mod 39), 
x = ■ 3 (mod 13), 

m s 2 (mod 15), : . • ", •■• » 

jc = 36 (mod 51). 
3) Bei der Auflösung von Congruenzen kann- zuweilen folgender Satz 
eine nützliche Anwendung finden , * vermöge • dessen eine auf ein« rtmiw 
mengesetzten Modul bezogene Congruenz sich auf soviele zu dessen Prim- 
factoren bezogene Congruenzen zurückführen lässt, als' überhaupt solch* 
da sind: 
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Es mögen die Zahlen 

«, ß, Y> 8, P> v 

ch einander als particuläre Lösungen der n Congrnenzen 

Ax+C =0 (mod «), 
4* + C =0 (mod »), 
^ + C" = (mod c), 
Ax + C" = (roorf <*)> 



iljr + C*»- 1 ) = (mod n) 
istimmt sein, in denen die C vermöge der Gleichungen 

a y b ' c ' m 

i • ■ 

ch und nach aus der ersten Congruenz ableitbar sind: als- 
nn ist der Ausdruck 

a + oß + ö6y+ abcd + + abe — mv 

ne particuläre Lösung der Congruenz: 

Ax+C = (mod abcd....mri). 

Wir wollen den Beweis, da er mit grosser Leichtigkeit sich verallge- 
änern lässt, blos auf 4 Factoren beziehen, und bemerken zuerst, dass die 
alle ganze Zahlen sind. Betrachten wir z. B. C", so ist vermöge der 
Vergehenden Congruenz, welcher y genügen aoU» 

Ay+C = (modc), 
h. aber nichts anderes als: 

c» . 4±£ = Intg . 

C 

9 

n nun den eigentlichen Satz zu beweisen , haben wir nur darzuthun, däss 
r Ausdruck 

A(a + aß + aby + abcS) -f C 

i i i n 'ii- 

abcd 
l ganzer Quotient ist Dies träft aber offenbar zu, denn man kann ihm 
ich einander folgende Formen geben: 

M ...■: ■ r. M 
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Aß+tf 

^ + y) + -y- Med+y) + C ' 
ö+ c A8 + C" 

j— r- =» d - = /«* 

Beispiel. Die aufzulösende Congruenz sei 

lOLr = 353 (moi 2520). 
Da man durch Zerlegung des Moduls in seine Factoren 

2520 = 2«. 3*". 5. 7 
findet, so kann man die Congruenz auf (3+2+1 + 1) = 7 einfachere 
Congruenzen zurückfahren; indessen, wenn wir statt der drei Jui den 
Modul 2 bezogenen eine einzige einführen, die sich auf den Modul 8 be- 
zieht, so erniedrigt sich diese Anzahl auf 5. Die Rechnung gestaltet ^sich, 
wenn man durch Absonderung der Vielfachen der respectiven Modujs auf 
beiden Seiten der verschiedenen Congruenzen ihnen die möglichst einfache 
Form giebt , wie folgt : ... 

(1) 101a?— 353 = (mod$) (2) 101r + 19 = (modi) 

5a? — 1 = 2a?+ 1 = 



8 
a=8. . . A==3. 



< ■ 




(3) 101» +40 = («od 3) . (4) 101» +47 s'O (M* 5) 

2x + 1 = ■■•■'-> + 2 = 

y = l ) ^ = l i+i2 = 47 a = 3, C>r=™4±*L=.l<> 

3 D 

c = 3. d = 5* 

(5)lQLr + 70== (mod 7) ,..,„. 

3a? = 0, 6=0. ...... 

Hiernach findet man 

a + aß + aby + abed+abede = 5 + 8 + 24 + 72.3 + 360.0. 

= 253. 
Die Auflösung der vorgelegten Congruenz ist mithin 

x = 253 (mod 2520) , 

i 

und wenn man erwägt,. dass iban die Rechnung noch mehr hätte abkürzen 
können durch Zusammenziehung der beiden Congruenzen nach dem Modul 3 
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in eine einzige nach dem Modul 9, so wird man gestehen, dass sie über- 
raschend schnell und leicht zum Ziele geführt hat. Unser Satz wird über- 
haupt in allen solchen Fällen die vorteilhafteste Anwendung finden, wo 
der Modul irgend einer Congruenz sich aus kleinen Primfactoren zusammen- 
setzt, indem die auf solche bezüglichen Congruenzen ohne alle Rechnung 
durch einfaches Probiren autlösbar sind. 



f. 8. 

Anwendung der Congruenzen des ersten Grad-es. 

In den vorhergehenden Paragraphen ist die Theorie der Congruenz 

As = C (mod B) 
des- ersten firades, wie man sie darum zu nennen pflegt, weil in ihr die 
unbestimmte x nur in der Oten und ersten Potenz vorkommt, vollständig 
enthalten, und es bleibt daher nur noch übrig, einige der wesentlichsten 
Anwendungen zu erörtern, welche diese Theorie findet. 

1) Unter diesen beginnen wir mit derjenigen, welche sie auf die fol- 
gende wichtige Aufgabe findet: Eine Zahl zu finden, welche durch 

* m 

eine Reihe gegebener Zahlen dividirt gegebene Reste lässt. 

Hierzu ist aber noch ein Hülfssatz erforderlich, welcher also lautet: 

Wenn eine Zahl N durch eine zusammengesetzte Zahl 

dividirt den Rest a lä&st, oder mit anderen Worten, wenn 

iV = a (mod mri) 

und wenn ferner die Reste dieser Zahl N in Rezug auf die 

einzelnen Facloren m und n respective o! und a" sind, also' 

iV" = V (mod m) 
und 

. . . * iV = a {i (modn), 

so folgt, wofern m und n relative Primzahlen sind, 

« i.:-s a S at (modm), 

a = a" (mod w), 
oder in Worten: der Hauptrest a ist den Theilresten a 4 und 
0" nach den zugehörigen Divisoren congruent. 
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Behufs des Beweises bemerke man, das», wenn a, ß und y ganze 
Zahlen bezeichnen, aus den gegebenen Congruensen folgende Gleichungen 
folgen: 

N = a©tn + «, 

N — ßm +a', 



N = yn + a 






mithin, indem man iV aus ihnen eliminirt, nach einigen leichten Umfor 
mungen 

a = (ß — au)m +af, 

a » (y — am)n + a", 
und hieraus folgen unmittelbar die in Frage stehenden Congruemeen. 

Nehmen wir also zunächst an, dass die gegebenen Divisoren 

& » ^1 » Ä| 9 ÖJ > ..... 

Primzahlen unter sich sind, und suchen uns nun diejenige Zahl JY zu be< 
stimmen, welche durch diese a dividirt die Reste 

lasst. Dann kann man , in Folge der vorhergehenden Entwicklungen , immei 
solche Zahlen 

m, m i , m t , %, 

finden, welche den Congruenzen 

ma^a^ =1 (moda), 

n^aatü^ 3 1 (wwef «,), 

nhadi^a^ ...... = 1 («od**), 

fttgaaiOs«« = 1 (m«d«,X 



..*«.• • 



. • t • ♦ • 



Genüge leisten (denn nach der Voraussetzung sind a % a 9 fl t a §k .... und 
c, aa20,c 4 .... und a t u. s. w. relative Primzahlen) und dieses vorausge- 
setzt wird 

N = mt(t 1 ajdjÖ4 ,. . .+f|iWi4<iifl§Ö4 .... +rjiWj<w 1 c 3 (l4 .... 

Schon der Anblick dieses Werthe« zeigt, dass die Division .z. B. durch 
a in sämmtliche Glieder aufgeht, nur in das trste nicht, und da 

mO|i| s a a .. .. =f l. («wmJ 4),. 
so folgt .;•■.-..:,.■. % 
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ra*,a 4 a 3 .... = r (modo) 
oder der Divisionsrest in das erste Glied and mithin in N Oberhaupt ist r. 
Dieses Raisonnement wiederholt sich, für jedes andere a und der gefun- 
dene Zahlenausdruck JV leistet mithin den Bedingungen der Aufgabe Genüge- 

Wenn die Zahl N der Aufgabe genügt, so müssen es auch die un- 
endlich vielen Zahlen, welche der N nach dem Mogul aa i a 1 a z a 4 ..... 
congroent sind. Denn sie alle lassen durch aa l a 2 a z .... dividirtden Rest 
N und da ferner naeh dem vorangestellten Hälfssatze die Reste, welche 
irgend eine von ihnen durch die Divisoren a, a l9 a 2 , a 3 , ..... l£sst, 
dieser Zahl N nach eben denselben Divisoren congruent sind, so müssen 
diese Restd dieselben sein wie die der Zahl N, d.h. sie (allen mit den 
gegebenen Resten 1 zusammen. 

Sei z. B. 

.. ; : ■ a=3, a,**7, a 2 s=10, 

, r = 2, 1^ = 3, r, = 9, 

so sind, die. au&ultaendea Congruenzen 

70m = 1 (mod 3), 

80m t H 1 (mod 7X 

21m s ^l (mod 10), 

denen Genüge geschieht durch die Annahmen. 

«i s 1, (mod 3), 

»i S4. (mod 7), 

m 1 izl (mod 10); 

mithin folgt die particuläre Lösung 

N = 2.1.7.10 + 3. 4. 3. 10 + 9. 1.3. 7 = 689 

und die allgemeine 

iV = 689 (mod 210). 

Die kleinste Zahl, welche hierunter begriffen ist, ist 

iV=689 — 3.210=59 

und man kann daher die Congruenz, welcher N genügen muss, auch 
einfacher, wie folgt, schreiben: t _ , 

JVS59 (mod 219), 

Wenn a, Of, a%, <%,...... keine .Primzahlen unter sieh sind, so zer- 
legt man sie in ihre einzelnen PrirofocXaren und kommt dadurch auf den 
vorigen Fall wieder zurück: eä ist denn aber allemal eine gewisse Auf« 



i 
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merksamkeit auf die Untersuchung zu wenden, ob die- gestellte Aufgabe mög- 
lich und zulässig ist, oder ob sie sich selber widerspricht. Haben wir z. B. 

a = 6, «! = 12, ö 2 = 15 
und die entsprechenden Reste 

r = l, r t c=l f TjäIO, 
so können wir zunächst 6 ganz und gar unberücksichtigt lassen. Denn 
wenn eine Zahl durch 12 dividirt 1 zum Reste lässt, so bleibt derselbe 
Rest auch bei der Division mit 6. Jede Zahl nun, welche durch 12 di- 
virdirt den Rest 1 hat, ist von der Form 

3 . 4n + 1 
und lässt also ebensowohl für 3 als auch für 4 den Rest 1. Ferner die 
Zahlen, welche nach dem Modul 15 den Rest 10 geben, sind von der Form 

3 . 5n + 10 
und dividiren wir hier durch 3, so erkennen wir, dass, in Uebereinslim- 
mung mit dem Vorigen, der Rest 1 bleibt; die Division dagegen durch 5 
giebt den Rest 0. Demgemäss reducirl sich jetzt die Aufgabe derartig, dass 

a==3, a 4 =4, ö 2 = 5, 
r = 1, r, =1, r s =0. 
und die aufzulösenden Congruenzen sind 

20m = 1 (mod 3), 
15m, ^ 1 (mod 4), 
12m 2 =l {mod 5). 
Diesen Congruenzen wird genügt durch 

m =2 (mod 3), 
m, = 3 (mod 4), 

m 2 = 3 (mod 5). 
Mithin wird 

JV= 1.2. 20 + 1. 3. 15+0-3. 12 = 85 

und allgemein 

N = 85 oder ^ 25 (mod 25). 

Als zweites Beispiel nehmen wir an: 

a=4, 6, 9, 15, 

r=:3, 3, 3, 12. 

Wir bekommen zunächst als mit dem Vorigen gleichgeltend 

a = 4, 2, 3, 9, 3, 5, 

r=3, 3, 3, 3, 12, 12, 
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und erkennen, «dass kein Widerspruch in der Aufgabe ist; denn wenn 
dem Modul der Rest 3 entspricht, so muss 2 gleichfalls diesen Rest ge- 
ben; und wenn wir zd 3 die beiden Reste 3 und 12 haben, so sind diese 
gleichbedeutend, nämlich gleich 0. Streifen wir alles UeberÜüssige ab, so 
bekommen wir folgende reducirte Form unserer Aufgabe: 

a = 4, 9, 5 
r=3, 3, 2 
und die folgenden Congruenzen zu lösen: 

45m = 1 (mod 4), 

20m, = 1 (mod 9), 

36m 2 = l (mod 5); 
die Auflösungen sind 

m = 1 (mod 4), 

m 1 ^5 (mod 9), 

m 2 — 1 (mod 5) 

und ergeben den particulSren Werth von N 

ff= 3.1.45 + 3.5.20 + 2. 1.36 = 507 

oder, wenn man die Vielfachen von 4.9.5 = 180 absondert, 

= 147. 
Hithin ist die allgemeine Lösung 

N = 147 oder = — 33 (mod 180). 
2) Einen gegebenen Bruch in mehrere Partialbrüche zu 
zerlegen, deren Nenner die einzelnen Factoren von de;m 
Nenner des gegebenen Bruches sind* 
Wenn man die Gleichung 

N X , X, ^_ X 2 _,_ X 5 



= -+ :ia +^+--s- + 



aa i a 2 a i .... a d\ ö 2 a 3 
setzt, so folgt augenblicklich 

N=Xa l a 2 a z + X i aa 2 a i + X 2 aa i a 2 + X z aa t a 2 a € 

und die Bedingungsgleichungen dafür, dass diese Gleichung bestehe, sind 

N = Xa t a 2 a s a A .... (mod a), 
N = X t aa 2 a z a A .... (mod a t ), 
N = X 2 aa i a z a A — (mod a 2 ), 
N = X z aa x a 2 a A .... (mod a s ). 



ffofcwarf* Zohkn-Tlmri*. 
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Die Auflösung dieser Congruenzen giebl die Zahlform Cur die einzelnen 

Partialnenner. 

Beispiel. Es sei 

523 523 = X X, X, X± 

3.5.7.8 840 3 + 5 + 7 + 8 ' 

dann sind die aufzulösenden Congruenzen 

523 = 280 X (mod 3), 

523 = 168X t (mod 5), 

523 = 120 X, (mod 7), 

523 = 105 X a (mod 8) 
oder, wenn man, indem man überall mit dem respectiven Modul auf bei- 
den Seiten dividirt, die kleinsten Reste nimmt und ausserdem noch die 
auf diese Weise aus der zweiten fliessende Congruenz 

3 = 3X t (mod 5) 
noch durch die Division mit 3 auf beiden Seiten vereinfacht (diese Divi- 
sion ist, da 3 und 5 relative Primzahlen sind, statthaft nach §. 4, 4) 

einfacher 

1 = X (mod 3), 

1 = Xj (mod 5), 

2 = X 2 (mod 7), 

3 = X a (mod 8). 

Mithin haben wir durch diese Transformation geradezu die Auflösun- 
gen der vorhergehenden Congruenzen bestimmt, und wir erhalten nun 
durch Substitution der Werthe der X in die Ausgangsgleichung 

523 _ 1 1 2 3 280 + 168+240+315 
840"" 3 + 5 7 + 8 - 840 

Man überzeugt sich leicht, dass, wenn man die Bedingung stellt, dass 

die Partialbruche nur acht sein dürfen, die Anzahl der Lösingen eine 

beschränkte ist, nämlich das letzte Glied $ darf nicht vergrössert werden, 

weil es sonbt ein unäthter Bruch würde; wohl aber kann man es um 

eine Einheit verkleinern, wodurch — $ kommt; von den übrig bleibenden 

Gliedern ist dann — f das einzige, welches eine Vergrösserung gestattet. 

Wir bekommen also 

523_ 1^ 1 , £_5 

840"" 3 + 5 + 7 • 8 # 
Was ferner das vorletzte Glied — |, anbetrifft, so gestattet es nur eine 
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Vergrösserung um 1 and man bat dann die Wahl entweder \ oder £ um 
1 zu verkleinern; dies giebt also zwei weitere Lösungen 

528_ 1. _4 5 3 

840 + 3 5 + 7 + 8' 

523__2 1,52 
840"" 3 + 5 + 7 + 8' 

Andere Auflösungen als diese vier sind unmöglich. 

3) In dem Vorstehenden haben wir die Theorie der Congruenzen 
mit einer Unbestimmten erörtert.« Es bleibt noch übrig von den Con- 
gruenzen mit mehreren Unbekannten zu handeln und wir wollen dieses in 
unmittelbarem Anschluss an Gauss thun, der in seinen berühmten „Dis- 
quisjtiones arkbmeticae " das Notwendigste über diesen Gegenstand zu- 
sammengefasst hat. 

Seien die Congruenzen 

ax + by + cz+ = g \ 

a'x+ &'y + <!%+ ^ 9*> »»od m 

o"a?+6"y+c / '«+.... = ff") 



gegeben, deren Anzahl n der Zahl der Unbekannten gleich sein möge» 
Wir multipliciren diese Congruenzen der Reihe nach auf beiden Seiten 
mit den unbestimmten Factoren |, £', £"...., addiren die Producte zu- 
sammen und setzen die Coefficienten aller Unbekannten bis auf x der 
Null gleich, also 



Dan* ist flu* der Theorie der linearen Gleichungen her bekapnt, 4tt* 
wir die (n — 1) Quotienten 

g gs tut .t/F 

T T T' T""' 

vermöge der vorhergehenden (n — 1) Gleichungen bestimmen und, indem 
wir der Grösse £ passend annehmen, immer solche ganzzahligen Werthe 
4er |, g, £", £"',.... erhalten können, welche keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler besitzen. Mithin werden aus der vorhin resulürenden Can- 

5* 
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gruenz alle Unbekannten bis auf # herausgehen und die darin vorkom- 
menden £ lauter bestimmte Zahlengrössen sein. 

Weiter multipliciren wir die n gegebenen Congruenzen mit den unbe- 
stimmten Factoren 77, i/, rf\ rf u , , addiren die Producte zusammen 

und setzen die CoefGcienten aller Unbekannten bis auf y gleich 0: dann 
resultirt eine Congruenz, in der allein die Unbekannte y vorkommt und 
die sonst darin enthaltenen Grössen rj sich vermöge der Gleichungen 

<w?+ay+aV+ = 

•cS+c'?+c'V+ = 



als ganze Zahlen bestimmen lassen, welche keinen gemeinschaftlichen Thei- 
ler besitzen. 

In ähnlicher Weise leitet man eine Gleichung her, in der blos % 
und die verschiedenen £ vorkommen, welche vermöge der Gleichungen 



• • • • • * • - • 



ihre Bestimmung erhalten. 

Indem man in dieser Weise fortgeht, ist klar, dass aus den gege- 
benen Congruenzen sich n andere ableiten lassen, in deren jeder nur 
je eine Unbekannte vorkommt, nämlich 

(a£+a'r+a"r+....)* = gS+tf+g*?, 
(bri + b'Tj'+b" V "+....)y = OT+*V+A". . 

(c? + c v + c'Y +....)* s= gt +gV+g%'' 



oder wenn wir, grösserer Kürze halber, das Summenzeichen einfuhren, 

y2brj ^ 2grj y 



und die Aufgabe ist mithin auf die Auflösung von Congruenzen mit nur 
einer Unbekannten zurückgeführt. 
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Es sind aber jetzt mehrere Fälle zu unterscheiden. Zunächst.näm- 
lich können alle Coefficienten der Unbekannten, also die Summenaus- 
drücke: Sag, 2b7], JSc£, .... ohne Ausnahme relative Primzahlen zu dem 
Modul m sein« Alsdann sind die resultirenden Congruenzen sämmtlich 
nach den vorhergehenden Entwickelungen auflösbar und die n Lösungen 
derselben sind zu gleicher Zeit die n Lösungen der vorgegebenen Con- 
gruenzen. 

Es können aber auch zweitens nicht alle Coefficienten dera?, y, % 

zu dem Modul tn relative Primzahlen sein, sondern entweder alle oder 
doch zum Theil irgend welche Factoren er, ß 7 y, .... mit m gemein« 
schaftlich haben. Dann erhellt, dass, wenn die respectiven rechten Sei- 
ten unserer Congruenzen nicht durch die nämlichen Factoren theilbar sind, 
dieselben unmöglich sind: die vorgegebenen Congruenzen sind mitbin mit 
sich selber im Widerspruch. 

Wenn dagegen die rechten Seiten diese Division zulassen, so bekom- 

m m m 

und deren Auflösung ergiebt: 

x = A l mod — ) , 

y = B l mod ™ J, 



men wir eine Anzahl von Congruenzen nach den Moduln — , -3» — » 



% 



und diese Congruenzen müssen die vollständige Auflösung des gegebenen 
Systems von Congruenzen enthalten. Nun aber lassen sich dieselben 
wie folgt schreiben: 

.Ej,i + i,i^,....,i + !do?(rti), 



Hier sind die Zahlen 
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A,A+1, 1+*", ....1 + «■=!>? 

nach dem Modul m alle von einander verschieden j denn wären zwei von 
ihnen einander congruent, so müssten sie sich um irgend ein Vielfaches 
von m von einander unterscheiden, welches ein offenbarer Widerspruch, 
da dieser Unterschied mit Nothwendigkeit ein ächter Bruch ist. Da 
Aehnliches von den übrigen Congruenzen gilt, erhellt jetzt, dass wir für 
a?,jj, *, respective a, ß> y, von einander nach dem Modul 

«i verschiedene Congruenzen erhalten, deren Modul respective — , — , 

et p 

m 

— , sein werden. Offenbar wenn die vorgelegten Congruenzen mög- 

V 

lieb sind, so müssen ihre Lösungen unter diesen verschiedenen Con- 
gruenzen mit inbegriffen sein ; aber es ist durchaus nicht umgekehrt not- 
wendig, dass alle jene Congruenzen nach — , ~, — , mit den gege- 

a ß y 

benen identificirt werden können. Im Gegentheil, meistenteils werden nicht 
alle Werthe von «, y, z, .... mit einander zn combiniren sein, sondern 
nur gewisse bestimmte, deren Zusammenbang durch gewisse Bedingungs- 
congruenzen ausgedrückt wird« Wie diese Bedingungscongruenzen sich 
im Allgemeinen ergeben , wollen wir hier nicht näher erörtern , sondern, 
da wir in den nachfolgenden Untersuchungen dessen nicht bedürfen, uns 
damit begnügen, in einzelnen Beispielen den allgemeinen Gang zu zeigen, 
der hierbei einzuschlagen ist. 

Beispiel 1. Die gegebenen Congruenzen seien 

2x + 3y + 2* = 7 ) (mod 12). 
5x + y + 3* = 6 

Die Gleichungen für die £,??,£ werden folgende: 

55+ 3^+ £"=0 und £ + 2? + 8?' =& Oi 
3j ? +2j;' + 5j/'=:0 und i? + 2j/ + 3*/' = 0, 
3£+2£'+5£" = und 5£ + 3£'+ £" = D. 

Aus diesen folgt 

£=— lfr, ^ = 22^ £"*-! 
und mithin wird 
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&£=8— 4 + 5=4, 26^=5 + 3— 1=7, 2c£=— 13 + 44^-3=29 
41=4— 14+6=— 4, 2^=4 + 7-6 = 5, 2#=— 52+1W-6-W 
und die aufzulösenden Congruenzen sind: 

4a>= — 4J 
7y = 5) (mod 12), 
28« = 96/ 
oder, wenn man den Lehrsatz §. 4, 6) anwendet, 

x = — 1 (mod 3), 
7y = 5 (mod 12), 
7* = 24 (mod 3). 
Diesen Coqgruenzen leisten Genüge 

s = 2 (mod 3), 
y = 11 (mod 12), 
* = (mod 3), 
oder aucb, wenn wir die nach dem Modul 12 verschiedenen Formen auf- 

(ühren, 

x = 2, 6, 8, 11 (mod 3), 

y = 11 (mod 12), 

* = 0, 3, 6, 9 (mod 3). 

Um nun zu finden, welche Combinationen zwischen den Wertben von x 

and s zulässig seieü, substituiren wir in die gegebenen Congruenzen für 

*,y, z die allgemeinen Formen, unter denen sie stehen, nämlich 

J?=:2+3^, yasll, *=:0 + 3*' = 3*' 
und erhalten 

57+ 9*'+3«' = 0\ 

30+ 6a'+6*' = o( (mod 12). 

15+15*'+9*' = 0) 
Diesen Congruenzen sind aber, wenn man rechts den Factor 3 herausdivi- 
dirt, zu Folge des schon öfters angewandten Satzes §.4,6) drei '^ntferp 
nach dem Modul 4 gleichgeltend, die, wenn man noch überall die klein- 
sten Reste nimmt, folgende Darstellung gestatten: 



— (i+»0+ *' = o 

V)— 2»' = 0> 

(1+»V-*' =6 



2(1+0?')— 2*' = 0> (mod 4). 



Die erste und letzte dieser Coagruenzen feilen geradezu in eine zur 
sammen; die mittlere drückt eben dieselbe Cpngruenz aus, aber in allge- 
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meinerer Weise, nämlich nach dem Modul 2. Wenn also kein Wider- 
sprach eintreten soll, so muss man die Bedingungscongruenz 

*' = 1+jp' (mod 4) 
setzen. Die Grössen s* und %' können blos (wenn wir nach dem Modul 
12 verschiedene Werthe von s und z erhalten wollen) die Wertbe 0, 1, 
2, 3 haben und zu Folge der soeben gefundenen Bedingungscongruenz 
sind folgende Combinationen dieser Werthe zulässig: 

*' = u. »'=1, x'=\ ü. »'=2, *'=2 n.V-B, *' = 3 u. *' = 

und wir erhalten daher für *«2+3jr' die Werthe 2, 5, 8, 11, denen 
der Reihe nach die Werthe 0, 3, 6, 9 von ä=3ä' entsprechen, d.h. die 
Aufgabe lässt 4 von einander (nach dem Modul 12) verschiedene Auflö- 
sungen zu, nämlich: 

s == 2, 5, 8, 11/ 
y = 11, 11, 11, 11/ (mod 12). 
z = 3, 6, 9, 01 
Beispiel 2. Die aufzulösenden Congruenzen seien 

*+3#+4* = 51 
2x+ y+ z = 6/ (mod 24). 
3jr+2y+4« = 131 
Für die Hälfsgrössen £, 17, J bildet man sich die Gleichungen : 

8|+ £' + 2£" = und 4£+r + 4£"«0, 
17 +2i/+ 3i/' = und 4i?+ 1?' + 4*/' = 0, 

£+2£'+3£"=0 und 3£+ £ + 2£" = 0, . 

aus denen man 

| = -2, £'= 4, ^ = 1 

,= -5, ,' = -8, i/'=7 
£ = _1,£< = _7,£" = 5 

findet. Hierauf bildet man sich weiter 

ia£=_ 2+ 8+ 3=+ 9, 2bi}=-\5— 8+14—9, 2c£=-4-7+20=+9. 
2j|=-10+24+13==+27, 2gv=i-26-4S+9l=18, 2g£= -5-42+65=18 
und hat nun die "Congruenzen 

9a? = 27, — 9y = 18, 9z = 18 (mod 24) 

aufzulösen. Diesen sind aber folgende gleichgeltend 

3* = 9, 3y = —6, 3* ^ +6 (mod 8) 



\ 



.]. 
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oder auch wegen §• 4, 6) 

x = 3, y = —2, * = +2 (mod 8). 

Sucht man die nach dem Modul 24 verschiedenen Congruenzen, welche 
der Aufgabe Genüge leisten können, so fliessen unmittelbar aus den 
Torhergehenden die folgenden: 

x ^ 3, 11, 19 i 

y =—2, 6, 14 1 (mod 8). 

* = +2, 10, 18) 

Um diejenigen herauszufinden , welche brauchbar sind, bemerken wir, 
dass sie alle unter den allgemeinen Formen 

a?=3+8*', y== _2+8y / , * = +2 + 8*' 

inbegriffen sind, und setzen diese Werthe in die gegebenen Gleichungen 
ein, am zu sehen, ob und unter welchen Umständen sie denselben ge- 
nügen. Aus dieser Substitution resultiren die Congruenzen 

8*'+24y+32«' = 

16a?' + 8y'+ 8»' = 0) (mod 24) 

24^ + 16^+32«' = 

und diese sind offenbar identisch mit den folgenden : 

a?' + 3y' + 4*' = 0) 
2a?' + y'+ *' -^ 0\ (mod 3), 
3a'+2y'+4*' = 0) 

für welche, wenn wir die kleinsten Reste substituireh, auch die folgenden 

x'+z' = 
—s'+y'+z' = 0) (mod 3) 
— y'+s' = 

genommen werden können. Aus der letzten dieser beiden Gleichungen 
folgt durch Addition zur zweiten — jr' + 2s' = oder — #' — z* = 
oderaj' + *' = 0, d.h. die erste Gleichung. Die Subtraction dagegen 
der zweiten von der dritten. Jiefert jr'^— 2y' ^.0 oder a?'+y' zp und 
man sieht jetzt ohne Weiteres ein, dass das System d$r vorigen 3 Con- 
gruenzen identisch dasselbe sei mit dem System der beiden Congruenzen ; 

*' + »' S0 |<«.«B) 
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und das sind also die beiden Bedingungscongrufenzen , welche voö den 
oben gefundenen Werlben für die x, y, z erfüllt werden müssen, damit sie 
das System der gegebenen Congruenzen nach dem Modul 24 befriedigen, 
Man bat für x 4 die drei Werthe 0, 1, 2 und denen entsprechen ;wegen 
der ersten Hülfscongruenz in derselben Reihenfolge die Werthe 0, 2, 1 für y 
und wegen der zweiten Hülfscongruenz gleichfalls in derselben Reihenfolge 
dieselben Werthe für z. Dem zu Folge erhalten wir drei von einander 
verschiedene Lösungen unserer Congruenzen, nämlich 

x = 3, 11, 19 
y =-2, 14, 6, 



(mod 24). 



z = 2, 18, 10 

Man kann übrigens die beiden nach x' , y\ z' ausgedrucktem Hülfs- 
congruenzen auch unmittelbar aut die s, y, z transformiren. Zu dem 
Zwecke bemerken wir , dass dieselben identisch dasselbe sind , was die Con- 
gruenzen 

8s' + 8y' = 0) 



* (roo<*24), 



und substituiren wir hier für 8^ seinen Werth s — 3 , für 8y' seinen 
Werth y + 2 und für 8«' seinen Werth «~2, so ergeben sich sogleich 

x + z = d) 

als die Bedingungscongruenzen , welche befriedigt werden müssen zu gleicher 
Zeit mit den obigen , welche x , y , z nach dem Modul 8 bestimmen. Alle 
solche Combinationen dieser letzteren, welche den ersteren kein Genüge 
leisten, erfüllen wohl das gegebene Congruenzensystem nach dem Modul 8, 
aber nicht nach dem Modul 24. Dieses vorausgesetzt sind unter den 27 
von einander verschiedenen Combinationen der jt, y, z 7 welche zwischen 
den ursprünglichen Congruenzen für diese Grössen gebildet werden können, 
überhaupt nur 3 zulässig, als die einzigen, welche den beiden Bedingungs- 
congruenzen genügen; es sind diese die obigen drei, und in der That veri~ 
ficiren sich rücksichtlich derselben die Congruenzen: 

3— 2 = 1, 3+ 2 = 5) 
. 11+14= 1, 11+18 = 5[(mod24). 
19+ 6 = 1, 19 + 10 ==«> 
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Stellen wir die sich aus unserer dreifachen Auflösung ergebenden posi- 
tiven Werthe der jt, y, * zusammen, so bekommen wir folgende Reihen 
zusammengehöriger Zahlenwerthe : j 

s = 3 11 19 27 35 43 51 59 67 75 83 91 

y = — 2 14 6 22 38 30 46 62 54 70 86 78 

% = 2 18 10 26 42 34 50 66 58 74 90 82 , 

von denen je drei einander entsprechende Glieder der drei gegebenen Con- 
gruenzen Genüge fhuo. 



• • * • • 



Zweiter Abschnitt. 

» * 

Von den Resten der Potenzen. 

$.9. 

Wenn man eine rationale ganze Function von s der nten 
Ordnung hat, worin die Coefficienten ganze Zahlen sind, 
entweder positive oder negative: so giebt es höchstens n 
verschiedene Werthe von x, welche in diese Function sub- 
stituirt Zahlen geben, die durch eine gegebene Primzahl 
aufgehen oder gewisse Reste lassen. 

Es sei X eine rationale garifee Function von x und man soll die Con- 
gruenz 

X = (modp) 
auflösen; es möge der specielle Werth 

x . = a 4 (modp) 
eine Wurzel der Congruenz sein und A! der Werth , den man erhält , wenn 
man in X statt x seinen Werth o! substituirt, so dass natürlich 

A! = (modp) 
sein muss; es wird daher auch durch Subtraction dieser Congruenz von 
der gegebenen 

X— A! = (modp). 
Nun ist ja aber X von der Form 

X = mx n +m'X*- l +m"x»^*+...... + m( n ~ i >x+m<*> 

und mithin 

A = nut*+m'af*-*+frf!a*-*+ +m<»-!>a'+m<»>, 

es ergiebt sich hieraus 

X— A = m(jp»— af*)+m'(**- 1 — a^-^+m«^-»— a'»-') 

+ +m<*- l \s— a') 
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und da jedes Glied der rechten Seite nach einem bekannten algebraischen 
Theorem den Factor x — a' enthält, so kann man offenbar, indem man 
unter X' eine ganze rationale Function der Grösse x vom (n — l)ten ver- 
steht, setzen 

X — 1' = (x — a')X'. 
Die letzte Congruenz geht demgemäss Ober in 

(x— a') X' = (modp), 
welcher, da p eine Primzahl sein soll, nur so genügt werden kann, dass 
entweder x — ol oder X' durch p aufgeht. Es war aber x = a, also 
x—a durch p ohne Rest dividirbar; soll also der vorgelegten Congruenz 
ein von at nach dem Modul p verschiedener Wertb der Grösse x genü- 
gen, so muss nothwendig 

X' = (tnod p) 

sein. Hier wiederholt sich nun dasselbe Raisonnement; wenn es einen Werth 

x = a" (tnod p) 
giebt, für welchen x 4 der congruent wird, so kommt man wieder auf 
einen Ausdruck X" der nächst niedrigeren, nämlich der (n — 2) ten, Dimen- 
sion und, wenn die vorgegebene Congruenz von af und a" verschiedene 
Wurzeln hat, so müssen diese auch der Congruenz 

X" = (mod p) 
genügen. Indem es so weiter fortgeht, bekommen wir schliesslich eine 
Congruenz des ersten Grades, nämlich 

X(»-D = ms + c = (mod p). 

Der Coefficient von x muss hier gleich m sein, weil der höchste Coefö- 
cient in den Ausdrücken X', X", X'" zu Folge der Natur ihrer Bil- 
dung überall m bleibt, und man darf zu gleicher Zeit annehmen, dass 
«kein Vielfaches der Primzahl p ist, weil sonst das Glied mx n in dem 
Ausdrucke X für sich allein der Null nach dem Modul p congruent und 
mithin ein überflüssiger Zusatz wäre, den man ohne Weiteres durch Sub- 
traction beseitigen könnte, so dass die betrachtete Congruenz des nten 
Grades in eine vom (n — l)ten Grade überginge. Also ist m eine rela- 
tive Primzahl zu p. Nun haben wir aber im Vorigen bewiesen, dass, un- 
ter der Voraussetzung, dass m und p relative Primzahlen sind, die Con- 
gruenz 

mx+c = oder mx 2 — e (moi jp) 
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des ersten Grades nur eine einzige Lösung zulassen; mithin folgt, das« 
unsere Congruenz X höchstens n von einander verschiedene Wurzeln haben 
kann, wenn wir, der Analogie gemäss, unter Wurzeln solche Zahlen ver- 
stehen, welche für x eingesetzt den Ausdruck X nach dem Modul p der Null 
congruent machen. Darum ist es aber noch durchaus nicht nothwendig, 
dass immer n nach dem Modul p von einander verschiedene Congruenzen 
wirklich existiren, durch die der Congruenz X =? Genüge geschieht; 
denn dies hängt offenbar davor! ab, ob sich unter allen Umständen Zah- 
len auffinden lassen, welche den Congruenzen 

X', X", X"', .... X<»-*> = (moi p), 
die den ersten Grad übersteigen, Genüge leisten, und dass dieses mit 
Notwendigkeit eintrete, kann nicht behauptet werden. Vielmehr kann 
man ebenso, wie es Gleichungen höherer Grade mit nur imaginären Wur- 

■ 

sein giebt, auch eine Menge von solchen Formen der Grösse X angeben, 
welche niemals für irgend welche reelle Zahlenwerthe von s der Null con- 
gruent werden. — Dasselbe, was von der Congruenz 

X = (mod p) 
gilt, kann sogleich auf die Congruenz 

X = b (mod p) 
übertragen werden; denn die letztere Form geht sogleich in die erstere 
über, sobald man auf beiden Seiten, wie es statthaft ist, die Grösse i 
subtrahirt. 

Wenn es nun wirklich n von einander verschiedene Zahlen a'» a", 

a'", .... a (n) giebt, durch welche X = gemacht wird, so folgt, ähnlich 
wie bei den Gleichungen 

X = m& + m'x»-^ m"x»~* +....+ m<*~»x + »<*> 

= m(*— a')(.r--a")Cr — a"') (*— ««) 

und, da wir für a\ af' 9 a"', .... beliebige unter den unzählig ndea Zah- 
len, die ihnen nach dem Modul p congruent sind, nehmen können, so 
muss es eine unendliche Menge von solchen Entwickelun- 
gen X geben, welche in Bezug auf den numerischen Wertb 
des Coefficienten von x zwar verschieden sind, aber doch 
durch dieselben Congruenzen befriedigt werden; zwei alge- 
braische Ausdrücke X von ganz verschiedener Form können mithin zu 
dem Modul p das nämliche Verhalten haben, d. h. dieselben Congruenzen 
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nach diesem Modul ausdrücken. Man nennt solche Ausdrucke identische 
Ausdrücke. Uebrigens können dieselben immer durch Multiplication mit 
einem passenden Factor und darauf erfolgende Abwerfung der Vielfachen 
von p, sodass nur die keinsten Reste der Coefticienlen von x nach die- 
sem Modul übrig bleiben, auf dieselbe Urform zurückgebracht werden. 
Sei z.B. die Congruenz 

2a?* + 3.r + 5 = (mod 19) 
aufzulösen. Setzen wir den Ausdruck zunächst geradezu der gleich und 
16nn die entstehende Gleichung algebraisch auf, so folgen für x die bei- 
den Wurzelwerthe 

— i+yj^n — 3— V— 31 

j?ass - , 

4 ' 4 
nnd mithin 

-+f-4-(- =! 3= ä )(-- =!i £ E ) 

oder, wenn wir zur Beseitigung der Brüche mit 16 auf beiden Seilen 
miltipliciren, 

l&r l +24a>+40 = (4a>+3 — V^3I)(4jp+3+V- =: 31). 
Dies führt uns darauf, dass wir die vorgelegte Congruenz mit 8 multi- 
pliciren, wodurch ja nichts geändert wird. Dies giebt uns 

16**+ 24a? +40 = 
oder auch 

(4a?+3) J = —31 

oder endlich, wenn wir den kleinsten Rest nehmen 

(4a?+3)* = 7 (mod 19). 
Die Auflösung unserer Congruenz ist jetzt auf die Frage zurückgeführt, 
ob es möglich ist lür x eine solche ganze Zahl zu finden, dass (4a? + 3) 1 
den Rest 7 lasse oder umgekehrt, ob es ein Vielfaches von 19 giebt, 
welches um 7 vergrössert ein vollständiges Quadrat wird. Wir können 
diese Frage vorläufig nur durch Probiren entscheiden und sehen leicht, dass 

(4a? + 8)« = 7 + 3.19 (mod 19) 

ist. Dieser Congruenz wird offenbar durch zwei Annahmen gleichmässig 
Genüge geleistet, nämlich entweder durch die Annahme 

4a? + 3 = + 8 
oder durch die Annahme 

• 4a> + 3 b —8 



4 
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und aus diesen Annahmen folgt 

x = 6 oder 2 (mod 19) 
und dieses sind mithin die beiden Lösungen der gegebenen Congruenz. 
In der That kann man dieselbe wieder rückwärts daraus erhalten. Näm- 
lich durch die Multiplication folgt 

(x — 6)(jt— 2) = x 2 — 8*+12 = (mod 19) 
und diese Form ist der gegebenen Form 

2x*+3x + 5 
offenbar identisch, wie man sogleich erkennt, wenn man sie mit 2 mul- 
tiplicirt und dann überall statt der sich ergebenden Coefficienten deren 
kleinste Reste einführt. 

In dem vorliegenden Falle haben wir die Auflösung durch einfaches 
Probiren gefunden, indem es uns glückte eine vollständige Quadratzabl 64 
aufzufinden, welche durch 19 dividirt den Rest 7 lässt. Man sieht aber 
leicht ein, dass es in vielen Fällen nicht gelingen wird eine solche Qoa- 
dratzahl aufzutreiben, welche durch eine einzelne Zahl dividirt einen ge- 
gebenen Rest lässt. Man unterscheidet daher, um gleich vorläufig dies« 
Benennung zu erwähnen, solche Zahlen, welche für einen gewissen Mo* 
dul als Rest bleiben können, durch den Namen quadratischer Reste 
(quadratica residua) von solchen, die in Bezug auf denselben Modul als 
Reste überhaupt nicht bleiben können, den quadratischen Nicht- 
resten (quadratica non residua). So z.B. ist 7 ein quadratischer Rest 
von 19. Dagegen ist 2 ein quadratischer Nichtrest in Bezug auf den Mo- 
dul 3. Denn es existirt keine Quadratzahl, welche durch 3 dividirt 2 zum 
Reste haben könne. Um dieses einzusehen, bemerke man, dass alle gan- 
zen Zahlen in Bezug auf den Modul 3 nur eine der Formen 

3n, 3n+l, 3n+2 
haben können ; hieraus entspringen für die Reihe der Quadratzahlen die 

Formen 

9»*, 9n a + 6n + l, 9n* + 12n + 4, 

denen nach dem Modul 3 die Reste 

0,1, 1 
entsprechen, so dass 2 überhaupt nicht vorkommen kann. 
Betrachten wir allgemeiner die Congruenz 

ax*+2bx+c 5 {mod p) 
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und bringen sie auf die Form 

a 2 x 2 +2abx+b 2 — (b 2 — ac) = 0, 
so folgt 

(as + b) 2 = b 2 — ac (mod p) 

und es muss mithin zugesehen werden, ob b 2 — ac ein quadratischer Rest 

zu dem Modul p ist oder ein Nichtrest. Im ersteren Falle sei q 2 die, 

etwa durch Versuche bestimmte, Quadratzahl, lür welche b 2 — ac als Rest 

bleibt; dann sind noch die beiden Congruenzen vom ersten Grade 

ax + b = +q\ , , v 

(mod p), 

ax+b = — q) 
welche beide der gegebenen Congruenz Genüge leisten, aufzulösen. 

Sei ferner die Congruenz 

(ax — b) z — c = (mod p) 

aufzulösen, so kommt dies wieder auf die Untersuchung hinaus, ob eine 

reine Gubikzabl existire, welche nach dem Modul p den Rest c lässt. Ist 

eine solche Zahl q* ausfindig. gemacht, so hat man 

(ax — b) % = c = 5 3 (mod p) 

und dieser Congruenz geschieht offenbar Genüge durch die Congruenz 

des ersten Grades 

cur — b ^ q (mod p). 

Die Untersuchung der übrigen Wurzeln geht in Uebereinstimmung mit 

dem Gange vor sich, den wir oben beim Beweise des vorausgeschickten 

Satzes angedeutet haben. Indem man nämlich die Congruenz 

q l = c (mod p) 

ton der gegebenen abzieht, folgt 

(ax— b)*— q* = (mod p) 
oder auch 

(ax — b — q)[(ax — b) 2 + q(ax— b)+'q 2 ] = 0; 

mithin, wenn noch Wurzeln ausser der schon gefundenen existiren, so 
ist dieses nur so möglich, dass dieselben zu gleicher Zeit der Congruenz 
vom zweiten Grade 

(ax— bj 2 + q(ax — b)+q 2 = (mod p) 
angehören, welcher wir auch die für die Untersuchung geeignetere Forgi 

j 2(<ur— b)+ q j 2 = — 3q 2 (mod p) 
geben können. 

Schwärs, Z*hl4*- Theorie. 6 
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Untersuchen wir z.B. die Congruenz 

3a; 3 = 4 (mod 11) . 
und geben ihr zunächst die passendere Form 

(3.r) 8 = 36 = 3 (mod 11), 
so findet man unmittelbar, dass 3 ein kubischer Rest ist; denn 

9 3 =729 = 3 (mod 11); 
mithin hat man 

(3.r)»— 9 3 = (mod 11) 
oder 

(Sj? — 9) (9jt s +27a;+81) = (mod 11). 
Eine Wurzel unserer Congruenz ist jetzt 3s — 9 = oder einfacher 

x = 3 (mod 11) 
und wenn noch andere vorhanden sind, so gehören dieselben zu gleich 

Zeit der Congruenz 

9a?*+27*+81 = (mod 11) 

vom zweiten Grade an. Diese letztere mit 4 multiplicirt lässt sich, * 

folgt, schreiben: 

(6.r+9) J = — 243 = 10 (mod 11). 

Nun existirt aber* keine Quadratzahl, die durch 11 dividirt den Rest : 
lassen könnte. Denn alle Quadratzahlen stehen nothwendig unter einer d 
11 Formen 

(llii) 1 , (lln + 1)', (Un+2; 2 , (lln+3)*, (lln+10)*, 

denen der Reihe nach die Reste 

0, 1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9, 4, 1 

entsprechen. Mithin ist d$r Rest 10 nicht möglich oder ein quadratisch 
Nichtrest; dem zu Folge ist auch unsere zuletzt betrachtete Congrue 
zweiten Grades unmöglich und unsere cubische Congruenz besitzt dem : 
Folge nur eine einzige reelle Wurzel, Dämlich x = 3. 

Ziehen wir aus den vorstehenden Beispielen das allgemeine Endr 
sultat, so geht daraus hervor, dass für die Auflösung der Congruenz 
höherer Grade von der äussersten Wichtigkeit die Betrachtung der Res 
ist, welche eine Potenz nach einem gegebenen Modul lassen kann. Di 
ist also der Gegenstand, zu dem wir naturgemäss übergehen, und n 
lassen daher im folgenden Paragraphen den berühmten Fermat'scheu Si 
folgen, welcher das Fundament für die Theorie der Potenzredte bildet« 
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$. 10. 

Fermat's Lehrsatz. 

1) Ist p eine Primzahl und x eine nicht durch p t heil- 
bare, aber sonst vollkommen willkürliche Zahl, so ist 

xP~ l = 1 (mod p). 
Der Beweis stutzt sich auf den bekannten Salz, dass, wenn man die 
Glieder der folgenden Reihe 

Ix 2x 3x ix (p — 2)x (p — l)x 

nach einander durch p dividirt, die Reste verschieden sind und zwar, 
abgesehen von der Reihenfolge, mit den Zahlen 

ck 12 3 4 (p-2) (p-1) 

übereinkommen. Hithin muss nolhwendig das Product sämmtlicher Glie- 
der der ersten Zahlenreihe dem Producle sämmtlicher Glieder der zwei- 
,i. ten Zahlenreihe nach dem Modul p congruent sein- und wir erhalten da- 
durch, da die Zahl der Glieder gleich p — 1 ist, 

1.2.3.4 (p— 2) (p— 1) xP~ l = 1.2.3.4.... (p-2) (p— 1) (modp). 

Diese Congruenz kann aber, da 1.2.3 ... (p — 1) und p zu einander re- 
lative Primzahlen sind, ohne ihre Geltung zu verlieren, durch die erstere 
der beiden eben genannten Zahlen dividirt werden und geht alsdann in 
die zu erweisende über: 

rrP— i =E 1 (mod p). 
Beispiele. Sei x= 3, p = 5, so hat man nach dem Modul 5 
1.3 = 3, 2.3 = 1, 3.3 = 4, 4.3 = 2 
und durch Multiplication dieser Congruenzen 

1.2.3.4.3 4 = 3.1.4.2 (mod 5), 

also durch Division 

3 4 = 1 (mod 5). 

Es ist ferner aus ähnlichen Gründen, immer nach dem Modul 5, 

2 4 = 16 = 1, 4 4 = 256 = 1, 6 4 = 1296 = 1. 
Der vorstehende Satz wird gewöhnlich nach seinem Erfinder Fermat ge- 
nannt. Offenbar setzt er voraus, dass die Zahl x kein Vielfaches von p 
sein darf; denn dann wäre auch aP~ l ein Vielfaches des Moduls und nicht 
blos die (p — l)te, sondern jede beliebige Potenz von % wäre der und 
nicht der 1 congruent. Dieses ist aber auch die einzige Beschränkung, 
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welche der Zahl x auferlegt ist. Was die Zahl p betrifft, so kann sie 
jede beliebige Primzahl sein: dagegen ist der Satz nicht mit Notwendig- 
keit gültig, wenn der Modul p eine zusammengesetzte Zahl ist. In die- 
sem Falle nämlich ist die Division der durch die Multiplication im Be- 
weise sich ergebenden Congruenz durch 1.2.3 ...(p — 1) nicht gerecht- 
fertigt, weil der genannte Divisor keine relative Primzahl zu dem Modul 
ist. Ausserdem wurde dann, damit schon der vorhergehende Theil des 
Beweises seine Gültigkeit nicht einbüsse, die Grösse s noch der weiteren 
Beschränkung unterworfen werden müssen, dass sie nur als relative Prim- 
zahl zu p angenommen werden darf. Wir wollen jetzt die Modification 
näher betrachten, welche für einen zusammengesetzten Modul in der Aus- 
sprache des Satzes sich herbeiführen. 

2) Sei also p eine zusammengesetzte Zahl und die Zahlen, welche 

kleiner als p und relative Primzahlen zu p sind , dargestellt durch die 

Zahlenreihe 

1 m 1 ro" m'" p — 1; 

wenn alsdann x eine relative Primzahl zu p bezeichnet, so haben die 

Vielfachen 

ix m'x m u x m nt x (p — l)x 

nach dem Modul p lauter von einander verschiedene Reste, welche rela- 
tive Primzahlen zu p sind. Dass sie verschieden sind, folgt aus dem all- 
gemeineren Satze, welchen wir der Theorie der Congruenz ersten Grades 
vorausschickten; wir haben also nur noch zu erweisen, dass sie alle re- 
lative Primzahlen zu p sind. Wäre dies nicht der Fall und etwa irgend 

ein solches 

mx~ap + a f 

so dass a einen Theiler mit p gemeinschaftlich hätte, so müsste auch die 
linke Seite dieser Gleichung durch den nämlichen Theiler dividirbar sein, 
mithin entweder m oder x, so dass auf jeden Fall entweder m und f 
oder x und p einen gemeinsamen Divisor besässen, im Widerspruche 
zu der Voraussetzung, nach der sie relative Primzahlen sind. Da also 
alle Reste, welche bei der Division der einzelnen Glieder der Reihe 

lx m'x m u x mf"x .... (p — \)x 

durch den Modul p bleiben können, verschieden sind, da sie alle relative 
Primzahlen zu p und kleiner als p sind, da endlich die Anzahl dieser 
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Reste der Anzahl der relativen Primzahlen, die kleiner als p sind, gleich 

ist: so können sie nur mit der Reihe der relativen Primzahlen selbst 

zusammenfallen uud sind also, immer abgesehen von der Ordnung, gleich 

der Reihe der Zahlen 

1 ro' m" m?" .... p — 1. 

Man schliesst nun ganz in derselben Weise, wie vorbin, weiter. Es 

muss das Product sämmtlicher Glieder der vorletzten Reihe dem Producte 

sämmtlicher Glieder der letzten congruent sein, also da die Anzahl dieser 

Glieder das ist, was wir in der Einleitung als S'"p bezeichneten, 

l.m'.m".ro'" (p — 1)x s '"p = l.m 4 .m" .m'" (p — 1) (mod p); 

diese Congruenz kann durch l.m'.0i".m"' (p — 1) dividirt werden, 

denn dieses Product ist relative Primzahl zu p, weil es die einzelnen Fac- 
toren sind, und man erhält dadurch 

. «S'"p = 1 (mod p). 
Für den Fall, dass p eine absolute Primzahl ist, wird ' 

S'"p = p — 1 
und wir kommen mithin auf den vorigen Satz zurück. Dies giebt den 
Beweis, dass der jetzt gewonnene Satz das verallgemeinerte Fermat'sche 
Theorem ist und wir sprechen dasselbe jetzt, wie folgt, aus: 

Wenn x eine willkürliche relative Primzahl zu dem Mo- 
dul p und 

n = S'"p 

die Anzahl aller relativen Primzahlen bezeichnet, die klei- 
ner als p sind, so findet immer die Congruenz statt: 

x n = 1 (mod p). 
Beispiele. Die relativen Primzahlen zu 24, welche kleiner als 
24, sind 1 5 7 11 13 17 19 23, mithin 

S'"24 = 8. 
Bilden wir uns nun die Producte einer beliebigen zu 24 relativen Prim- 
zahl, etwa 31, in die eben erwähnten Zahlen, so bekommen wir die fol- 
genden auf den Modul 24 sich beziehenden Congruenzen 
1.31 = 7, 13.31 = — 5 oder 19 
5.31 = 11, 17.19 = — 1 oder 23 
7.31 = 1, 19.31 == -11 oder 13> (m ° d 24) 
11.31 = 5, 23.31 = — 7 oder 17 
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und die Multiplication aller dieser Congruenzen giebt 

1. 5. 7. 11. 13. 17. 19. 23. 31 8 ==7. 11. 1.6. 19. 23. 13. 17, 

woher 

31» = 1 (mod 24). 
Macht man die Probe direct, so findet man 

31 = 7, 31* = 7* = 1, 
und mithin durch Erhebung der letztgefundenen Coiigruenz auf die 4te Po- 
tenz die gesuchte Congruenz. 

Sei ferner p = 18, so sind die relativen Primzahlen dazu, welche die 
Zahl 18 nicht übersteigen, der Reihe nach 

1 5 7 11 13 17 
also 

S'"p = 6 
und es folgt, wenn man # = 25 setzt, 

25 6 = 1 (mod 18); 
in der That findet man 

25 = 7, 25 2 =7 S = — 5, 25 3 = — 5.7 = + ), 

und die letzte Congruenz giebt durch Quadrirung die gesuchte. 

Es ist nicht unzweckmässig auch ein Beispiel zu geben für den Fall, 

in welchem der Satz von Fermat keine Anwendung findet, nämlich wenn 

p ein zusammengesetzter Modul und x keine relative Primzahl dazu ist. 

Sei also 

p = 15, x = 18. 

Die Reihe der relativen Primzahlen zu p kleiner als diese Zahl wird alsdann 

1 2 4 7 8 11 13 14 

und wir können uns nun folgende beiden Reihen bilden, in deren ersterer 

die Vielfachen von 18 verzeichnet sind, während in der letzten jedes Mal 

unter dem bezüglichen Vielfachen der zugehörige Rest steht, welchem es 

congruent ist: 

1.18 2.18 4.18 7.18 8.18 11.18 13.18 14.18 

+ 3 +6 —3 +6 —6 +3 —6 —3 

od. + 12 od. +9 od. + 9 od. + 12 

Man sieht hieraus , dass die Reste durchaus nicht verschieden ausfallen, 

sondern jeder wiederholt sich zweimal und man bekommt daher, wenn 

man multiplicirt und bei der Multiplication an Stelle der Zahlen 8, 11, 13, 

14 die kleinsten Reste — 7, —4, —2, — 1 setzt 

(L . 2 . 4 . 7)* . 18 8 = (3 . 6) 4 (mod 15) 
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oder wenn man statt 1 8 und 3 . 6 gleichfalls den Rest 8 substituirt 

(1.2.4.7) 2 .3 8 = 3«Cwocll5). 

Die Congruenz 18 8 oder 3 8 = 1 lässt sicli hieraus auf keine Weise ableiten 

und wäre auch falsch: denn man findet allmählig:- 

18* =3 18 5 = +3 

18*== — 6= 9 18 6 = —6= + 9 , _.-_ 

(mod 15) 

18* = - 3=12 18 7 = — 3= +12 

18«= + 6 18 8 = +6 

Man sieht leicht, dass, wie weit man auch fortgehen möge, diese vier- 
gliedrige Periode der Reste, nämlich 

+ 3,-6,-3, +6, 
sich immer und immer wiederholen wird, so dass der Rest 1 nach dem 
Modul 15 überhaupt für keinen Werth des Exponenten möglich ist. 

3) Schon aus dem vorhergehenden Beispiel kann man mit Leichtigkeit 
abnehmen, dass eine Potenz, deren Exponent S"*p und deren Grundzahl 
irgend eine zu p relative Primzahl x ist, wohl immer der Congruenz 1 ge- 
nügt, aber im Allgemeinen -weder die einzige, noch auch die niedrigste 
Potenz sein wird, für welche dasselbe eintritt. Sie ist die einzige schon 
darum keineswegs, weil, indem man die Gleichung 

n s p = l (modp) 
auf die mte Potenz erhebt, sich sogleich 

2 mS '" p = l (modp) 
ergiebt und mithin alle solche Potenzen, deren Exponenten Vielfache von 
S'"p sind, gleichfalls 1 werden. Sie ist aber im Allgemeinen auch nicht 
die niedrigste ; vielmehr können thatsächlich viele Fälle aufgezeigt werden, 
in denen niedrigere Exponenten als S"'p die Congruenz 1 gleich wohl ent- 
fallen. Ein Exponent muss aber selbstverständlich in allen Fällen existiren, 
welcher der niedrigste ist, so dass jede Potenz mit noch niedrigerem Ex- 
ponenten von der 1 verschieden ausfallt. Sei dieser Exponent j, so ist 

. jtf= 1 (mod p) 
und man sagt alsdann: die Grundzahl x gehört zu dem Expo- 
nenten q. Von einem solchen Exponenten gilt nun folgender Satz: 

Ist q eine positive Zahl von der Beschaffenheit, dass 
die qte Potenz von s die niedrigste ist, welche der Einheit 
gleich wird, d. h, wenn x zu dem Exponenten q gehört; so 
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ist q ein Divisor von dem Exponenten einer jeden Potenz 

von a, welche in Bezug auf denselben Modul p sich auf die 

Einheit reducirt. 

Sei also für einen beliebigen Exponenten r, der grosser als q ist, 

x r = l(modp) 

und wäre gleichzeitig 

r = sq + f, t<q, 

so würde, wenn man in der vorhergehenden Congruenz für r diesen Werth 

substituirt, folgen 

x«i+' = x*te< = 1 (mod p) 
und hieraus, da 

(&Y = a^ = 1 (mod p), 
wenn man für x* seinen kleinsten Rest 1 setzt, 

ä* = 1 (modp). 
Nun ist aber f der Rest, welcher bei der Division von r durch q bleiben 
soll, also ist t<q und es existirt also eine niedrigere Potenz als die nie- 
drigste, welche gleich 1 wird. Dieser Widerspruch bleibt, so lange man 
I vonO verschieden annimmt; man ist mithin genöthigt r als ein Vielfaches 
von q anzunehmen. 

Wenn also verschiedene Zahlen, als Exponenten zu irgend einer Grand« 
zahl gesetzt, diese nach irgend einem Modul der Einheit congruent machen, 
so ist die kleinste unter ihnen ein Factor der übrigen. Ist daher p specieU 
eine Primzahl, so muss die kleinste Zahl q ein Factor von p — 1 sein; 
dies schüesst aber durchaus nicht den Fall aus, dass nicht mitunter q mit 
p — 1 zusammenfallen könne. 

Weiter gehört hierher noch folgender Satz : 

Wenn die Zahl x zu dem Exponenten q gehört, so sind 
die Reste der Potenzen 

1 x x 1 x l a? 4 afl" 1 

in Bezug auf den Modul p alle von einander verschieden. 

Denn exisürten zwei, die einander congruqpt wären, etwa 

und wäre m > h, so folgte 

af (a?*-*— 1) = (mod p). 
Nun ist aber, der Voraussetzung zu Folge, x eine relative Primzahl zu f, 
also weder x noch irgend eine Potenz von x durch p ohne Rest theilbar: 
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mithin kann die vorstehende Congruenz nicht anders befriedigt werden, als 

indem man 

gm-ii—l = o (modp), 
also 

^»-n = i (modp) 

annimmt. Das ist aber ein offenkundiger Widerspruch. Denn m und n 

sind schon an sich kleinere Zahlen als q; mithin ist es in — n noch viel 

stärker und es exisürte sonach eine Zahl in — n kleiner als die kleinste q, 

für welche die bezugliche Potenz der Einheit congruent würde. 

Zu den zuletzt angeführten Sätzen mftgen folgende Beispiele liinzu- 

gefngt werden. 

mod = p = 19, S'"p = 18 

24 gebort zo 24° 24 » 24* 24* 24 4 24* 24* 24 T 24* 

q = 9 1 5 6-8—2 9 7—3 4 



15 gehört zo 

q = \S 

5 gehört zu 



15* lö 1 15» 15« 15* 15* 15« 15' 15» 15» 15 ,§ 15 11 15" 15»* 15 1 « 15»* 15 w 15" 
1-4—3—7 9 2-8-6 5—1 4 3 7-9—2 8 6-5 

W0(*=p = 36, S'"p = 12 

5 6 5 1 5 1 5« 5* 5* 

1 5 —11 17 13 —7 



7 gehört zu 
, = 6 




125 gehört zu 
1 = 2 



125 a 
1 



125' 
17 



ll a ll 1 11» ll J 11« 11* 
1 11 13 — 1 — li -13 



70 71 72 7 s 7 4 75 j 11 g 3 |,ört zu 
1 7 13—17—18-5 I 9 = 6 
Die vorhergehende Progression, welche nach der Grösse x fortschrei- 
tet, gestattet noch eine interessante Bemerkung. Bilden wir uns die Summe 
ihrer Glieder, so ist immer 

l + jr + * 1 + * , + ....+* , «~ l = (modp). ' 
Zorn Beweise gehen wir von der identischen Gleichung 

(l+a?+a? 2 + « I + .... + .r < r-- 1 )(# — l) = a;*- 1 

aus und folgern hieraus, da 

a? — 1 = (modp) 
sogleich die neue Congruenz 

(l +* + ** + . ...+s*~ l )(a — iy=Q (modp). 
Nun kann 07 — 1 nicht der Null congruent werden, wenigstens sobald wir 
s von 1 verschieden annehmen , und es kann mithin die vorstehende Con- 
gruenz nicht anders erfüllt werden, als indem man die behauptete setzt. 
Was aber den bezeichneten Ausnahmefall betrifft, so ist derselbe auch nur 
scheinbar vorhanden. Denn wenn man 
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JF = 1, p + 1, 2p + 1, .... 

hat, so ist schon die erste Potenz von s der Einheit congruent, also g = 1, 
und die Progression reducirt sich auf ihr erstes Glied 1. 

Was das Product dieser verschiedenen Potenzen betrifft, so hat man 
davon einen ähnlichen Satz. Es ist nämlich 

1 . x . x 2 . sc 3 . x* . x s x4~ l 

im Falle eines ungeraden q = + 1, 

und im Falle eines geraden q ^ — 1 ; 

indessen müssen wir den Beweis für diese Behauptung vorläufig noch auf- 
sparen, weil derselbe eines Satzes bedarf, der erst weiter unten bewiesen 
werden kann. 

Von den Zahlen, welche zu einem gegebenen Ex- 
ponenten gehören. 

J) Nehmen wir im Nachfolgenden wieder p als absolute Primzahl an, 
so wissen wir aus den vorhergehenden Untersuchungen, dass nur Divisoren 
von p — 1 zu Exponenten solcher Potenzen von x gemacht werden können, 
welche gleich 1 sind und zugleich die niedrigsten, welche diese Eigenschaft 
besitzen. Naturgemäss drängt sich die Frage auf, wenn q irgend ein 
Theiler vou p — 1 ist, giebt es dann immer wenigstens eine 
Zahl x, welche zu dem Exponenten q gehört, d.h. einer der 
Einheit congruenten Potenz entspricht, welche die niedrigste ist, und 
wenn solche Zahlen existiren, wie viele giebt es, die nach 
dem Modul p von einander verschieden sind. Den ersten Theil 
dieser Fragestellung wollen wir dadurch erledigen, dass wir zunächst q 
geradezu als einen Primfactor von p — l annehmen , darauf als die Potenz 
irgend eines Primfactors, endlich als eine aus den verschiedenen Primfacto- 
ren von p — 1 sich beliebig zusammensetzende Zahl. Das Resultat der 
Untersuchung spricht sich in folgendem Theoreme aus: 

Es giebt immer eine Zahl Q, welche zu einem gegebenen 
Divisor q von p — 1 gehört, wie dieser Divisor auch immer 
aus den Primfactoren von p— 1 si«h zusammensetzen möge 

Sei also zuerst q ein Primfactor von p — 1, so wird 

P — 1 = 9«' 



\ 
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gesetzt werden können und die Congruenz 

sft' = 1 (tnodp) 
kann höchstens q 4 von einander verschiedene Lösungen haben. Indem wir 
daher die Glieder der Zahlenreihe 

12 3 4 5 p — 1 

nacheinander für x einsetzen, können höchstens q* derselben jene Con- 
gruenz befriedigen und es bleiben daher mindestens p — 1— q 4 Glieder 
übrig, für welche s*' einen von der Einheit verschiedenen Rest hat. Dies 
Raisonnement wird bloss für q' gleich p — 1 ungültig, weil dann mög- 
licher Weise kein Glied übrig bleibt; aber für diesen Fall haben wir auch 

gar nicht nöthig die Möglichkeit der Congruenz 

p-i 
a^ = o^~ 1 = J?= 1 (modp) 

nachzuweisen, da sie alsdann eine Congruenz ersten Grades und durch den 
Werth 1 der Unbestimmten x erfüllt wird. In allen anderen Fällen da- 
gegen ist p — 1 — q 1 eine ganz positive Zahl, die grösser als 1 ausfallt 
und es bleiben daher immer mehrere Glieder übrig, für welche die be- 
zügliche Potenz von 1 verschieden wird. Nehmen wir mithin für x ein 
solches Glied, so wird nothwendig 

x<t =z x « = A (mod p) 

und A hierbei von 1 sich verschieden ergeben. Indem wir diese Con- 
gruenz auf die Potenz q erheben , folgt 

*p— ! =A« (mod p) 
oder, da xp~ x nach dem Fundamentaltheoreme von Formal gleich 1 ist, 

A? = 1 (mod p). 

Wenn nun aber A zu dem Exponenten q wirklich gehören soll, ist es 
nicht genug, dass A? der Einheit gleich wird, sondern es muss auch h<t die 
niedrigste Potenz von A sein, welche der Einheit gleich wird. Wäre aber 
nicht Av, sondern h? die niedrigste Potenz, für welche 

A* = 1 {mod p), 

«o folgte nach Nr. 3) des vorigen Paragraphen, dass 6 ein Factor von q 
*äre. Dies ist aber, da q als eine Primzalü angenommen ist, nicht anders 
Möglich, [als wenn 6 entweder gleich 1 oder gleich q ist. Die Annahme 
<5=1 ist widersprechend, weil A verschieden von l bestimmt ist, also 
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bleibt nur die zweite Annahme d=^q übrig, in welcher gerade das 1 
was wir beweisen wollen. — 

Sei ferner, indem a einen Primfactor von p — 1 bezeichnet, 

q = a«, 
so ist zunächst wieder der Nachweis zu fuhren, dass wenigstens eine \ 
h existirt, welche der Congruenz 

A* a = l (mod p) 
genügt. Nun lässt sich aber, wie vorhin bewiesen ist, unter den Zahle 

12 3 4 .... p — 1 
immer eine Zahl g von der Beschaffenheit finden, dass die Congruenz 

g o =A' (modp) 
befriedigt wird, wo A' von 1 verschieden ausfallt. Ist nun g a von 1 i 

schieden, so muss es auch g att sein. Denn wäre 

P-l 

g at * =1 (modp), 

so folgte durch Erhebung auf die Potenz o*"" 1 

p— l a | 

g a ~l a = 1 (mod p), 

im Widerspruche damit, dass der Rest von g * von der Einheit ' 
schieden bestimmt ist. Demgemäss ist es erlaubt 

g a ™* = h (modp) 
zu setzen und hierbei A als eine von 1 verschiedene Zahl zu betraci 
Daraus folgt aber weiter durch Erhebung auf die Potenz a", wenn i 
berücksichtigt, dass links gP~ l = l kommt: 

h a " = l (modp) 
und eine Zahl A, welche dieser Congruenz genügt, kann also unter i 
Umständen ermittelt werden. 

Zweitens ist darzuthun, dass keine niedrigere Potenz von h als 
a"te der Einheit gleich werden kann. Wäre dies möglich und die niedri 
Potenz von A, welche der Einheit gleich wäre, etwa A tf , so muss dnothv 
dig ein Factor von a a sein, also von der Form 

Nun hat man wegen der Congruenz 
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g a "=h 

durch Erhebung auf die Potenz a"~~ l 

g « = h a " (mod p) 
und hieraus zwischen h und hf die Relation 

oder 

mithin, da der Annahme gemäss 

*<* = 1 

sein soll , müsste man haben hf = 1 ( mod p ) , welches im Widerspruche 
mit der Art sich befindet/ wie wir V bestimmt haben. 

p— 1 
Beispiel. Sei p = 17, also p — 1 = 16, a = 2, = 8. Als- 
dann hat man die 8ten Potenzen aller Zahlen von 1 — 16 zu untersuchen, 
um diejenigen aufzufinden, welche von 1 verschieden sind. Die Resultate 
sind in den nachfolgenden beiden Reihen verzeichnet, in deren zweiter un- 
ter jeder Potenz der bezügliche Rest sich vorfindet : 
1» 2 8 3 8 4 8 5 8 6 8 7 8 8 8 9 8 10 8 U 8 12 8 13 8 14 8 15 8 16 8 
11—1 1—1—1—1 1 1 —1 —1 — 1 1—1 1 1 
Es sind also 8 Zahlen, nämlich 

1 = 15 8 7 10 11 12 14, 
für welche die betrachtete Potenz von 1 verschieden ausfallt, nämlich 
gleich — 1 oder +16 wird. 

Suchen wir nun die Zahlen A, welche zu dem Exponenten 

a"=2*=2 

gehören, so haben wir, da sich dieselben durch die Congruenz 

P-1 

g a " = A (modp) 

16 

hutimniffl, den Resten der Potenz g*-=g* zu untersuchen, welche sich fftr 
Jone 8 verschiedenen Werthe von g ergiebt; aus der vorstehenden Ent- 
uckthnoQ ergiebt sich, dass er jedesmal gleich 16 wird und mithin ist 16 
*e einzige Zahl, welche zu dem Exponenten 2 gehört. 
In Betreff der Zahlen, welche zu dem Exponenten 
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gehören , ist die bestimmende Congruenz (da = 4) 



a" 



g*z=h (modp) 
und die Substitution der 8 Werthe iür g ergiebt nach der Reihe die Reste 

Ä= — 4 —4 4 4 4 4 —4 —4 
und mithin gehören zwei von einander verschiedene Zahlen zu dem Ex- 
ponenten 4, nämlich 

A = 4, 13. 
Ferner, wenn der Exponent 

a a = 2 3 = 8 

untersucht wird, so findet man durch Substitution der 8 Werthe von g in 

die Bestimmungscongruenz 

0* = ä (modp) 
nacheinander die Reste 

A = —8 +8 +2 —2 —2 +2 +8 —8 

und es gehören also zu dem Exponenten 8 die 4 verschiedenen Zahlen . 

A = 2, 8, 9, 15. 
Endlich sei der Exponent 

a« = 2*=16, 

so wird die Bestimmungscongruenz geradezu j = A und es gehören also h 

unserem Exponenten 16 die 8 verschiedenen Werthe: 

A= 3 5 6 7 10 11 12 14. 
Der besseren Uebersicht halber wollen wir die Resultate der Entwicke- 
lung in folgender Tabelle zusammenstellen, wo links die betreffenden Divi- 
soren von p — 1 stehen und rechts daneben die zugehörigen Zahlen h: 



1 


1 


2 


16 


4 


4 13 


8 


2 8 9 15 


16 


3 5 6 7 



10 11 12 14. 

Man kann vorläufig schon aus der Betrachtung dieser Tabelle zu der Ver- 
muthung kommen, dass die Anzahl der Zahlen, welche zu irgend einem 
Divisor gehören, gleich der Anzahl der relativen Primzahlen zu letzteren 
ist, welche kleiner als er sind, und in der That werden wir dli&en Sab 
später beweisen. Uebrigens sieht man leicht, dass die Rechnung auf jedes 
Fall Abkürzungen gestatten muss, vermöge deren die Betrachtung solcher 
Potenzen von g y die dasselbe ergeben , überflüssig wird. 
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Nehmen wir jetzt ganz allgemein den Divisor q als ein aus den Prim- 
factoren von p — 1 sich beliebig zusammensetzendes Product an, also 

q = a".bt.& , 

so suche man sich zunächst solche Zahlen zu bestimmen, nämlich 

fty D) w • • • • , 

welche zu den Divisoren 

a", tf 9 & .... 

gehören, was, da wir a, 6, c, .... als Primzahlen annehmen, nach dem 
Vorigen immer geleistet werden kann; alsdann ist 

it a " = l, B bß = l, (^=1, (modp), 

q q 

also durch Erhebung dieser Congruenzen respective auf die — te, -^te, 

9 a tt b? 

« 

-te, Potenz 

i9=i, m =i, oi =i, .... 

and hieraus durch Multiplication 

(ABC )« = 1 (mod p). 

t Es ist noch zu beweisen übrig, dass dies die niedrigste der Einheit 

fr gleiche Potenz von ABC ist Wäre q>d und 

J (ABC )< = 1, 

' so dass jede kleinere Potenz von ABC .... von 1 verschieden ausfiele; so 
müsste q ein Vielfaches von d sein. Diese Zahl d kann man nun immer 
mit einer solchen Grösse x multipliciren, dass in dem Producte dx die 
Primzahlen a, 6, c, .... mit denselben Exponenten vorkommen, welche 
sie in q = a a b& t? . . . . haben, bis auf irgend eine Primzahl, etwa a, welche 
einen kleineren Exponenten a' als a bekommen soll, so dass 

■ dx = a tt 'bP<r 

! Dum kann man durch geeignete Potenzirung aus den Congruenzen 

| B bß = l, (^=1, .... (modp) 

■ die folgenden herleiten 

#^=1, C«* = l, ... (modp), 

aus denen durch Multiplication sich 

(BC....)**=l 

1 *giebt. Ferner ist , weil (ABC . . . . Y ZZ 1 , auch 

r (ABC....y*^i, 

uomer nach demselben Modul p. Dividirt man nun die letzte Congruenz 
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darch die vorhergehende, was zulässig ist, da (SC..,)*** und 1 zu dem 
Modul p relative Primzahlen sind, so folgt A** = 1 oder 

A** bP #~" = l (modp). 
Da nun A zu dem Exponenten a u gehört, so muss a a ein Theiler von. 

a a bßc? . ... sein, welches, da a, b, c, von einander verschiedene 

Primzahlen sind, nicht anders möglich ist, als wenn a" ein Theiler von a"* 
ist» Dieses ist aber ein Widerspruch , da a! kleiner als a ist. Mithin ist * 
die Annahme falsch und alle Potenzen von ABC...., welche niedriger sind, 4 

als die gte, von der Einheit verschieden, d.h. ABC gehört zu dem i 

Exponenten q. 

2) Nachdem wir jetzt den Nachweis geliefert haben, dass immer we- 
nigstens eine Zahl x existirt, welche zu einem gegebenen Divisor q von 
p — 1 gehört, kommen wir an den anderen Theil unserer Untersuchung, 
wie viele solcher nach dem Modul p von einander verschiedene x existiren. 

Um diese Frage zu erledigen, nehme man an, dass wir irgend eine 

Zahl A uns bestimmt haben, welche zu dem Exponenten q gehört, so folgt: 

A« = 1 (mod p) 

und wir bekommen, indem wir diese Congruenz nach einander auf fc 

erste, zweite, dritte, .... gte Potenz erheben, die folgende Reihe von Con- 

gruenzen: 

A* =1 

(Ä*) 9 = 1 

(A 3 ) 9 = 1 



....... 



(mod 6). 



(Ä*- 1 ) 9 s 1 

(*«)* = 1 

Weiter dürfen wir nicht gehen , weil wir sonst nur Wiederholungen des 

Früheren bekommen würden. Das nächste Glied z. B. würde 

(A94-y=(A9)^ = A« = ], 

und ähnlich steht es mit den folgenden. Es sind ferner die Grundzahlen 

der verschiedenen qten Potenzen, die in unserer Congruenzenreihe vor- 

kommen, nämlich 

A, A*, A», h*, .... A+-», A« 

oder, wenn man rar die letzte ihren Werth 1 setzt und sie dann voranstell' 

1, h, A», A», A«-» 



- ti - 

nach dem Modul p alle von einander verschieden. Dies folgt, weil A zu 
dem Exponenten q gehört, nach einem Satze, der in der letzten Nummer 
des vorigen Paragraphen enthalten ist* Dieses alles zusammengefasst ist 
klar, dass die Zahlen der in der vorhergehenden Horizontalreihe zusam- 
mengestellten Potenzen von A die sämmtlichen Wurzeln der Congruenz 

je* = 1 (mod p) 
darstellen; denn einmal genügen sie sämmtlich, sobald sie für x Substi- 
tut! werden, und dann sind sie von einander verschieden und der An- 
zahl nach so gross, wie die Anzahl q der Wurzelig welche unsere Con- 
gruenz vom gten Grade höchstens haben kann. Unter diesen Wurzeln 
müssen also auch diejenigen Zahlen sein, welche zu dem Exponenten q 
gehören. Es kommt nur darauf an sie aus der Menge der übrigen heraus- 
zuscheiden und ihre Anzahl zu bestimmen. Dieses geschieht nun mittelst 
des folgenden Theoremes: 

Wenn r eine relative Primzahl zu q ist und die Zahl h 
zu dem Exponenten q gehört, so gehört auch die Zahl A r zu 
dem Exponenten q. ' 

Da A zu q gehört, so ist A* = 1 und mithin auch 

(hr } q = ä«i = 1 (mod p). 
Wäre nun nicht die gte, sondern die q'le Potenz von A r die kleinste, 
welche der Einheit gleich würde, so hätte man auch noch 

(A'/ = JK = 1 (modp) 
und da A zu q gehört, so müsste q ein Divisor von rq' sein; das geht, 
da der Voraussetzung nach r und q relative Primzahlen sind, nicht an- 
ders an, als wenn q ein Theiler von q': dies ist aber gleichfalls nicht 
statthaft, weil q 1 der Annahme nach kleiner als q sein muss. Also ist 
der Widerspruch nur so zu heben , dass man q' = q annimmt 

Alle möglichen Zahlen, welche zu q gehören und nach dem Modul p 
von einander verschieden sind, müssen in der Reihe der obigen Poten- 
zen von A enthalten sein, deren Exponenten sämmtlich kleiner als q sind, 

nämlich 

12 3 4 .... g—1; 

da nur allein diejenigen, welche relative Primzahlen zu q sind, brauchbar 

tind» so folgt ohne Weiteres das zweite Theorem, welches die Anzahl 

der zu einem Exponenten gehörigen Zahlen feststellt : 

Schmars, Zahlen -Theorie. 7 
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Die Anzahl der zu einem Exponenten q nach dem Modul 
p gehörigen Zahlen ist gleich der Anzahl aller Zahlen, die 
kleiner als dieser Exponent und relative Primzahlen zu 
q sind. 

Die Rechnung, welche wir vorhin bei der Auffindung der zu irgend 
einem Exponenten gehörigen Zahlen angewandt haben, gestattet zu Folge 
der vorstehenden Entwickelungen bedeutende Abkürzungen. Es ergiebt 
sich nämlich jetzt hierfür folgende Regel: 

Sei der betrachtete Divisor von p — 1 

q = a a bß& ...... 

so bestimme man sich unter den Zahlen 

12 3 4 p— 1 

die jedesmalige erste, für welche die den Exponenten 

p — 1 . p — 1 p — 1 
a b c 

entsprechenden Potenzen von 1 verschieden ausfallen; es 
mögen diese Zahlen durch die Symbole 

A', B\ C, 

bezeichnet werden. Hierauf suche man die Reste der Po- 
tenzen 

p— l p— l p — l 

A4 ** RS bß ^ CY 

es mögen dieselben in den kleinsten Zahlen ausgedrückt 

respective 

A, B, C, 

sein. Dann gehören A, B, C, einzeln genommen zu den 

Exponenten a«, bß, c Y und zu dem Exponenten q gehört 

das Product aller dieser Zahlen 

Q = A.B. C 

Nachdem dieses geschehen bestimme man sich sämmtliche 
Zahlen, welche relative Primzahlen zu q und kleiner als 
diese Zahl sind, nämlich 

1 q' q" q" 1 .... q— 1; 
so gehören zu dem Exponenten q die sämmtlichen Glieder 
der Zahlenreihe 
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0, &, 0«", w\ o*- 1 

und ausserdem keine anderen Zahlen, ausser etwa solchen, 
die nach dem Modul p mit einer der. genannten überein- 
stimmen. 

Man sieht leicht ein, dass auf diese Weise alles überflussige Probi- 
ren beseitigt ist und nur bei Aufsuchung der Zahlen 1', £', C, nö- 
tig ist; alles andere ergiebt sich dann, wie q auch immer beschaffen 
sein möge, mit strenger Notwendigkeit. 

Beispiel. Nehmen wir 

p=73, p— 1 = 72 = 2». 3* 
an, so haben wir 

*_=! = 36, ^ = 24 
a b 

und wenn man die Zahlen von 1 bis 72 untersucht, so findet man gleich 

im Anfange 

5'= -21, 5« = 3, 5" s 9, 5" = 8, 5« = 8.9 = -l> 

2 1 = 8, 2 6 == 9, 2 12 = 8, 2** = 64 = — 9j ' 

nod es folgt demgemäss 

l' = 5, 2>' = 2. 

Die verschiedenen Divisoren von p — 1 , welche wir der Reihe nach zu 
betrachten haben, sind 

1 2 3 4 6 8 9 12 18 24 36 72. 
Zu dem Divisor 1 gehört die einzige Zahl 1 , in Uebereinstimmung 
damit, dass die einzige Zahl, welche relative Primzahl zu 1 und nicht 
grösser als sie ist, mit ihr selber zusammenfällt. Zu 2 kann auch nur 
eine einzige Zahl gehören, da blos eine relative Primzahl zu 2, die klei- 
ner ist, existirt, nämlich 1. Dieselbe ist 

A 4 a =5*=5*= —1 oder 72. 

Zu dem Divisor 3 gehört zunächst 

*=* 
V b =2 14 = —9 

und da die in Betracht kommenden relativen Primzahlen zu 3 1 und 2 

sind , so gehören zu dem Exponenten 3 die Reste der beiden Poten ze 

(— 9) 1 und (— 9) 1 , 

nSmlirli 
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Zu dem Divisor 4 gehört 

l' fl * = 5"=27, 
mithin sind alle zugehörigen Zahlen die Reste der Potenzen 27 * und 27*, 
oder, was bequemer für die Rechnung ist, weil wir dann die zur Be- 
rechnung von 5 36 benutzten Daten benutzen können, der Potenzen 5 18 
und 5 5 * = 5 a «.5 12 .5« = _27, mithin 

27 und 46. 
Zu den Divisoren 6 gehört das Product irgend zweier Zahlen, die zu 

2 und 3 gehören, also der Zahl 72 entweder mit 64 oder mit 8; dies 

giebt, wenn man die kleinsten Reste nimmt, 

— 1. — 9 und — 1. + 8 
oder 

9 und 65. 

Da zu 6 nur 2 Zahlen gehören können, nämlich 9 1 und 9* oder auch 

6a 1 und 65 5 , so müssen die, welche durch Combination der zu 2 und 

3 gehörigen Zahlen soeben gefunden wurden, mit diesen letzteren Poten- 
zen zusammenfallen und in der That bat man 

9 5 = 9.(9 2 )* = 9.8*==9. — 9 = ~8 = 65 
und ebenso 

65 5 =(— 8; 5 = — 8. 64* = ~8.(— 9)» = — 8.8 = — 64 = 9. 

Es ist überhaupt ganz im Allgemeinen klar, dass die Combina- 
tion der den Exponenten a", 6^, c^, zugehörigen Zahlen 

die sämmtlichen Zahlen geben muss, welche zu dem Pro- 
ducte q gehören. Denn einmal erhellt aus dem Vorigen, dass jede 
solche Combination wirklich eine zu q gehörige Zahl giebt; es lässt sich 
ferner leicht nachweisen, dass sie alle nach dem Modul p von einander 
verschieden sind; endlich sind sie auch in der erforderlichen Anzahl vor- 
handen. Nämlich ihre Anzahl ist offenbar S'"a" . S' «tf . S 4 "tf .... und da 
man nach einem in der Einleitung bewiesenen Satze 

S" 4 a a .S lu bP .S"'cr ....S"'q 
hat, so ist dieselbe gleich der Anzahl von Zahlen, welche zu dem Expo- 
nenten q gehören. 

Gehen wir zu dem Exponenten 8 über, so ist eine der zugehörigen 
Zahlen 

4' fl8 =:5 9 = — 21.3 2= —63=5 10, 
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also die vollständige Reihe derselben identisch mit den Potenzen 

10*, 10», 10«, 10* 

oder, wenn wir die positiven kleinsten Reste nehmen, 

10 51 63 22. 

Weiter für den Exponenten 9 erhalten wir zunächst die specielle Zahl 

*=! 
Ä' 6a =2* = 4.-9= 37 

und hieraus die Reihe sämmtlicher zugehörigen Zahlen 

87 37* 37* 37* 37 1 37* 

oder, wenn man für 37 seinen Werth 2* setzt, 

2$ 2«* 2 32 2 4e 2 5 * 2 M ; 

die gesuchten Zahlen sind mithin 

37 55 32 16 4 2. 

Für den Divisor 12 haben wir die Zahlen, die zu 3 und 4 respective 
gehören, mit einander zu combiniren, also die Zahlen — 9 und +8 mit 
den Zahlen +27 und — 27. Dies giebt 4 Combinationen , also die hin- 
reichende Anzahl, da auch nicht mehr relative Primzahlen zu 12, die 
kleiner sind» existiren. Dieselben sind 

— 243, +243, +216, —216 

und geben die positiven Reste 

49 24 70 3. 

Für den Divisor 18 haben wir die zu 2 gehörige Zahl — 1 mit den 

zu 9 gehörigen Zahlen 

37 55 32 16 4 2 

zu combiniren; dies giebt 

36 18 41 57 69 71. 

Wenn der Exponent 24 ist, so entspringen die 8 dazu gehörigen 

Zahlen durch Combination der zu 3 gehörigen Zahlen 

— 9 8 
mit den zu 8 gehörigen Zahlen 

10 —22 —10 22; 
sie werden mithin 

— 90 +198 +90 —198 80 —176 —80 +176 

oder einfacher 

56 52 17 21 7 43 66 30. 

Ist der Exponent 36, so hat man die zu 4 gehörigen Zahlen 

+27 —27 
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mit den m 9 gehörigen 

—36 —18 +32 +16 4 2 

zu verbinden und erhält dadurch die 12 Zahlen: 

—972 —486 +864 432 108 54 

+ 972 +486 —864 —432 —108 —54 
oder 

50 25 61 67 35 54 

23 48 12 6 38 19. 

Endlich wenn der Exponent 72 = 8.9 ist, so hat man 

10 22 —10 —22 
zu combiniren mit 

—36 —18 32 16 4 2. 

Dies giebt die Zahlen 

—360—180 320 160 40 20—792—396 704 352 88 44 
+ 360+180 —320 —160 —40— 20 + 792 + 396 —704 —352 —88 —44 
oder, wenn man die kleinsten positiven Reste nimmt: 

5 39 28 14 40 20 11 42 47 60 15 44 
68 94 45 59 33 53 62 31 26 13 58 29. 
Stellen wir jetzt die gewonnenen Resultate zusammen, so bekommen 
wir folgende Tabelle: 
q | mod 73 



72 



1 1 

2 72 

3 8 64 

4 27 46 
6 9 65 

8 10 22 51 63 

9 2 4 16 32 87 55 
12 3 24 49 70 
18 18 36 41 57 69 71 
24 7 17 21 30 43 52 56 66 
36 6 12 19 23 25 35 38 48 50 54 61 67 

5 11 13 14 15 20 26 28 29 31 33 34 
39 40 42 44 45 47 53 58 59 60 62 68 
Da die Anzahl der zu einem Exponenten gehörigen Zahlen gleich 
der Anzahl der relativen Primzahlen dazu, die kleiner als er sind, ist und 
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da die sämmtlichen Zahlen von 1 bis p — 1 sich als zugehörige Zahlen 
auf die verschiedenen Divisoren von p — 1 vertheilen, so erhellt sogleich, 
allerdings zunächst nur für solche Zahlen, die um 1 niedriger als eine 
Primzahl sind, der schon in der Einleitung bewiesene Satz: Wenn man 
sich die sämmtlichen Theiler einer gegebenen Zahl und zu jedem Thei- 
ler das zugehörige S'" aufsucht, so ist die Summe aller dieser S"' gleich 
der Zahl selbst. 

Cr eile hat in seiner „ encyclopädischen Darstellung der Theorie der 
Zahlen" eine solche Tabelle gegeben, welche alle Primzahlen von 3 big 
101 umfasst. Daraus entnehmen wir zur Uebung für den Anfänger noch 
folgende Rechnungsbeispiele für 61 und für die Primzahlen von 3 bis 37: 



J 


[p = 61 


i 


mod = p = 37 


1 


1 


1 


1 


2 


60 


2 


36 


3 


13 47 


3 


10 26 


4 


11 50 


4 


6 31 


5 


9 20 34 58 


6 


11 27 


6 


14 48 


9 


7 9 12 16 33 34 


10 


3 27 41 52 


12 


8 14 23 19 


12 


21 29 32 40 


18 


3 4 21 25 28 30 


15 


12 15 16 22 25 42 56 57 


36 


2 5 13 15 17 18 


20 


8 23 24 28 33 37 38 53 


19 20 22 24 32 35 


30 


4 5 19 36 39 45 46 49 






60 


2 6 7 10 17 18 26 30 
31 35 43 44 51 54 55 59 

mod = p — 29 


f 


mod = p = 31 


.«1 


1 

2 

3 

5 

6 

10 

15 

30 


1 
30 

5 25 

2 4 8 16 

6 26 

15 23 27 29 
7 . 9 10 14 18 19 20 28 

3 11 12 13 17 21 22 24 


1 
2 
4 
7 
14 

28 


1 

28 

12 17 

7 16 20 23 24 25 
4 5 6 9 13 22 
2 3 8 10 11 14 


15 18 19 21 26 27 
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q I mod^p = 23 



q | moi=p = 19 



{ | mod=tp — 17 



1 
2 

11 
22 



1 

22 

2 3 4 6 8 
9 12 13 16 18 
5 7 10 11 14 

15 17 19 20 21 



• 1 


mod=p =13 


1 


1 


2 


12 


3 


3 9 


4 


5 8 


6 


4 10 


12 


2 6 7 11 



1 1 

2 18 

3 7 11 
ö 8 12 
9 4 5 6 9 16 17 

18 2 3 10 13 14 15 

q I mod=p =11 p I mod=p=7 



1 


1 


2 


16 


4 


4 13 


8 


2 8 9 15 


16 


3 5 6 7 



10 11 12 14 
p I moi=p = 5 



1 


1 




2 


10 




5 


3 


4 5 9 


10 


2 


6 7 8 



1 
2 


1 . 
6 


3 


2 4 


6 


3 5 



1 

2 
4 



1 
4 
2 



3) Zur Vervollständigung unserer Theorie gehören noch folgende 
Theoreme : 

I. Die Anzahl der zu irgend einem Exponenten gehöri- 
gen Zahlen ist immer eine gerade Zahl, ausgenommen den 
Fall, wo der Exponent gleich 1 oder 2 ist. 

Dies folgt unmittelbar daraus, dass die Anzahl der Zahlen, welche kleiner 
als eine gegebene Zahl und relative Primzahlen dazu sind, eine gerade ist. 

II. Wenn eine Zahl zu irgend einem Expon enten gehört, 
so existirt immer eine und zwar nur eine einzige Zahl, 
welche zu demselben Exponenten gehört, von der Beschaf- 
fenheit, dass das Product beider Zahlen dieEinheit als Rest 
las st. (Ausgenommen sind wieder die Exponenten 1 und 2). 

So z. B. hat man, wenn man p = 61 und {=60 hat, die Congruenzen: 

2.31 = 



6.51 = 
7.35 = 
10.55 = 
17.18 = 
26.54 = 
30.59 = 
43.44 = 



(mod 61). 
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Um dieses zu beweisen gehe man davon aus, dass, wenn m <j 
und relative Primzahl zu q ist, die Zahl q — m gleichfalls relative Prim- 
zahl zu q sein muss (nach einem in der Einleitung bewiesenen Satze). 
Mithin, wenn die Zahl Q zu dem Exponenten q gehört, so sind irgend 
welche zwei andere dazu gehörige und von einander verschiedene Zahlen 
0* und O*"* 11 ; deren Product aber ist 

0» . 0«-« = Qu = 1 (mod p). 
Wir müssen noch beweisen, dass es keine zweite zu q gehörige Zahl 
giebt, welche mit Q m multiplicirt die Congruenz 1 befriedigt. Gäbe es 
eine solche Zahl Q»', wo der Exponent m' eine von q — ro verschiedene 
relative Primzahl <g zu q sein könnte, so dass 

wäre, so musste m+m' ein Vielfaches von q sein. Das ist aber ein .Wi- 
derspruch, da m+mf der Annahme zu Folge zwischen den Grenzen und 
2g liegen muss, so dass es weder eine dieser Grenzen erreichen noch 
auch gleich q werden kann. 

Hieraus (olgt unmittelbar das Theorem: 

III. Das Product aller zu einem Exponenten (der von 1 
und 2 verschieden ist) gehörigen Zahlen ist mit der Einheit con- 
gruenL 

Die einzige Zahl, welche zu dem Exponenten 2 gehört, ist jp — 1 = — 1. 
Ist nun q eine ungerade Zahl und 2g ein Theiler von p — 1, so ergeben 
' sich die zu 2q gehörigen Zahlen durch Hultiplication von — 1 in jede ein- 
zelne zu q gehörige Zahl; mithin müssen sie erhallen werden, indem man 
jede der letzteren von p abzieht, und es ergiebt sich daher der Salz: 

IV. Wenn q eine ungerade Zahl und 2] ein Factor von 
p— 1 ist, so lassen sich die zu diesen beiden Exponenten 
{und 2g gehörigen Zahlen dergestalt anordnen, dass sie 
einander paarweise zu dem p Modul ergänzen- 

Wir haben am Ende des vorigen Paragraphen bewiesen, dass, wenn 
* zu q gehört, immer die Congruenz 

l+jr+jr 1 +j? 3 + +&- 1 = (mod p) 

statt habe; dieselbe reducirt sich für j«4 auf 

l+x + x 2 +x* = (mod p). 
%n ist aber, wenn x zu 4 gehört, noth wendig 



— 106 — 

a?* = 1 (mod p) 
und hieraus folgt durch Ausziebung der Quadratwurzel, da das positive 
Vorzeichen unzulässig ist (vergleiche hierüber 4) b)): 

x 2 = — 1 (mod p) } 
demgemäss reducirt sich die vorhergehende Congraenz auf 

x+x* = (mod p) 
und wir können also , wenn x eine der beiden dem Exponenten 4 zuge- 
hörigen Zahlen ist, beide darstellen durch 

+ x und — x. 
Die einem Exponenten 4; entsprechenden Zahlen lassen sich nun, wenn 
q und 4 relative Primzahlen sind, bestimmen durch Hultiplication dieser 
Zahlen +x und — x mit denjenigen, welche sich auf den Exponenten 
q beziehen. Dieselben müssen also, auf die kleinsten Reste reducirt, 
paarweise zusammen geben und wir erhalten dadurch den Satz: 

V. Wenn q eine relative Primzahl zu 4 und Aq ein Divi- 
sor von p — 1 ist, so lassen sich die dem Exponenten 4g'zu- 
gehörigen Zahlen in solche Gruppen zu je 2 th eilen, die ein- 
ander zu dem Modul ergänzen. 

4) Es mögen jetzt noch die Perioden der Reste untersucht werden, 
welche entstehen, wenn man sich die aufeinanderfolgenden Potenzen einer 
beliebigen Zahl bildet. 

Wenn eine Zahl x zu einem Exponenten q gehört und 
man bildet sich die Reihe ihrer aufeinanderfolgenden Po- 
tenzen 

q q* ,*5« ,i ,« , 

so gehen die Reste nach einer ggliedrigen Periode fort, so 
dass jede q aufeinanderfolgende Potenzen verschiedene Reste 
lassen. Die Perioden bestehen für alle Zahlen, die zu den- 
selben Exponenten gehören, aus den nämlichen Restzahlen 
und unterscheiden sich nur durch die Ordnung, in der diese 
Restzahlen aufeinander folgen. 

Der erste Theil des Satzes ist geradezu in der Schlussnummer des 
vorigen Paragraphen bewiesen} der zweite lässt sich, wie folgt, erweisen. 
Wenn m eine relative Primzahl zu q und kleiner als q ist, so sind s und 
aÄ zwei von einander verschiedene Zahlen, die zu dem Exponenten q ge~ 
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hören und es sollen die sämmtlichen Zahlen, welche die Periode 

s jr* x* a? 4 x* 

zusammensetzen , auch in der Periode 

vorkommen. In der That greifen wir eine beliebige Potenz x nm aus letz- 
terer heraus, so muss dieselbe in der Fortsetzung der ersten Periode, 
deren Exponenten die aufeinander folgenden Zahlen sind, irgend einmal 
Yorkommen, mithin muss sie auch geradezu in dieser selbst enthalten 
sein, weil die Fortsetzung ja keine neuen Reste, sondern nur eine Wie« 
derholnng der früheren Regte liefert. 

Beispiele. Der Modul sei 73, so gehören 8 und 64 zu dem Ex- 
ponenten 3 und die zugehörigen Restperioden sind: 

8—9 1 
—9 8 1; 
die Restperioden, welche den Zahlen 27 und 9 entsprechen, sind be- 
züglich 

27 —1 —27 1, 

9 8—1 —9 —8 1; 
Die Zahlen 2 und 37, 4 und 55, 16 und 32, welche alle zu dem un- 
geraden Exponenten 9 gehören, geben respcctive die Perioden: 
2 4 8 16 32 —9 —18 —36 1 und 

— 36 —18 —9 32 16 8 4 2 1, 

4 16 —9 —36 2 8 32 —18 1 und 

— 18 32 8 2 —36 —9 16 4 1, 

16 —36 8 —18 4—9 2 32 1 und 
32 2—9 4—18 8—36 161. 
Endlich den Zahlen 10 und 22, 51 und 63, welche zu dem geraden 
Exponenten 8 gehören, entsprechen die Perioden 

10 27 —22 -^-1 —10 —27 22 1 und 
22 —27 —10 —1 —22 27 1T0 1, 
— 22 —27 10 —1 22 27 —10 1 und 
—10 27 22 —1 10 —27 —22 1. 

Da alle Perioden, die sich auf demselben Exponenten zugehörige 
Zahlen beziehen, dieselben Zahlen enthalten, so müssen nothwendig, 
wenn man die eine berechnet hat, die übrigen sich daraus 
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ableiten lassen und in der That kann dieses mit Leichtigkeit geleistet 
werden. Es sei z. B. die Periode für 2 gegeben und die für 55 soll ent- 
wickelt werden. Der Gang der Rechnung ist in folgenden Congruenzen 
ausgedrückt, die sich natürlich alle auf den Modul 73 beziehen: 

55« = — 18, 
55* =(—18)* = (2 7 )* = 2». 2« = 2* = 32, 
55» = —18.32 = 2*. 2« = 2«.2 a = 2* =■ 8, 
55«=— 18.8 =2*. 2* =2». 2 = 2 1 = 2, 
55* = — 18.2* = 2*.2* = 2* = —36, 
55« =-18.-36= 2*. 2« = 2« .2» = 2« = —9, 
55* = —18.-9= 2*. 2« = 2« .2* = 2« = 16, 
55» = —18.16 = 2* .2* = 2». 2* = 2* =" 4. 

Aus der Betrachtung der vorliegenden Beispiele fliessen sogleich ei- 
nige wichtige Folgerungen, von denen wir die nachfolgenden hervorheben: 

a) Wenn eine Zahl x zu einem ungeraden Exponenten 

q gehört, so existirt in der Periode der darauf bezüglichen 

Potenzreste keinRest gleich — 1 und es ist mitbin dieCon- 

gruenz 

x* = — 1 (mod p), 

wo l eine beliebige ganzeZahl bezeichnet, für keinen Werth 

von l möglich. 

Gäbe es einen solchen Rest — 1, so dass 

xl = — 1 (mod |0, 

so würde durch Quadrirung folgen: 

s& = 1 (mod p). 

Man bestimme sich jetzt den kleinsten positiven Rest von 21 in Bezug auf 

den ungeraden Modul q: er sei l\ so ist 

2X = mq+l' 

und V auf jeden Fall eine Zahl zwischen den Grenzen und q, so dass 

sie mit keiner dieser Grenzen selbst zusammenfallen kann; denn sonst 

ginge die gerade Zahl 21 durch die ungerade Zahl q auf« Nun würde 

folgen : 

<C5*= a-w-*-*' = **' = 1 (mod p)} 

mithin existirt eine Potenz kleiner als die kleinste s*, welche den Rast 

1 gäbe. 
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b) Wenn eine Zahl x zu einem geraden Exponenten q ge- 
hört, so ist in der Periode der auf x bezüglichen Potenzreste 
allemal einer, aber auch nur ein einziger Rest gleich — lvor- 

q 

banden und dieser Rest gehört zur Potenz jt* oder allgemei- 
ner zur Potenz 

Die Potenz x* muss ' nothwendig irgend einen von verschiedenen 
Rest lassen, um dessen Bestimmung es sich handelt, und dieser Rest 
muss ebenso nothwendig zu irgend einem von verschiedenen Exponen- 
ten gehören, welcher, ein Theiler von p — 1 ist. Sei dieser Exponent }', 
so bestdien die beiden Congruenzen 

xt = 1 



Ksl j(«^P)- 



Erhebt man die erste auf die g'te Potenz, so folgt durch Vergleichung 

Bit der zweiten 

TL 
«* = r« - ^ 1 (mod p); 

qq 4 
nun gehört aber a?'zu demjExponenten q, also muss q ein Factor von ^~ 

sein; dies ist nicht anders möglich, als wenn q 4 entweder gleich oder 
gleich 2 isL Das erste ist, wie schon bemerkt, nicht möglich, also 
bleibt nur die Annahme q' = 2 statthaft und r ist mithin gleich der Zahl, 
welche zu dem Exponenten 2 gehört. Diese Zahl ist aber selbstverständ- 
lich p — 1; denn die erste Potenz von p — 1 giebt — 1 und die zweite 
Potenz ist mithin die erste, welche gleich 1 ist. Nithin ist der ge- 
suchte Rest 

r = p — 1 = — 1 (mod p). 

Dieser Satz pflegt gewöhnlich so bewiesen zu werden: 

Wenn die Congruenz 

x* = 1 (mod p) 

stattfindet 9 so muss das Product 

x* — l=(*f — l)(j& +1) 

durch p ohne Rest theilbar sein ; das ist nicht anders möglich , als wenn 

entweder 

sl-l 

oder 

soi + 1 
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durch p ohne Rest (heilbar ist. Nun ist das erste nicht statthaft, weil 
s zu q gehört und also keine Potenz' von x, deren Exponent unter q 
ist, die Einheit zum Reste lassen kann; mithin bleibt nur die letzte An- 
nahme übrig, also 

x* i = — 1 (mod p). 
Gegen diesen Beweis kann nichts eingewandt werden, sobald ihm der 
allgemeine Beweis vorausgeht, dass wirklich zu jedem beliebigen Theiler 
q ein zugehöriges x existirt, d.h. dass die Congruenz 

& = 1 (mod p) 
überhaupt möglich ist; er hat aber nicht die erforderliche Strenge, wenn 
er, wie es wohl zu geschehen pflegt, diesem Nachweise vorausgeht. Denn 
es wäre ja denkbar, dass die Congruenz sich in sich selber widerspräche 
und daher überhaupt nicht befriedigt werden könnte; dies vorausgesetzt 
würde aber gerade der umgekehrte Schluss, dass — 1 kein Rest zu'#> 
wäre, der allein statthafte sein. 

c) Wenn man von der Periode der Reste, welche zu den 
Potenzen einer beliebigen (von verschiedenen) Zahl gehört, das 
Endglied 1 wegwirft (also nur die (q — l)ten Glieder betrachtet), so 
sind die Producte je zweier Glieder, die gleich weit von den 
beiden Enden abstehen, immer solche Zahlen, die nach dem 
Modul p den Rest 1 geben. 

Für den Beweis sind, streng genommen, zwei Fälle zu unterschei- 
den, nämlich der Fall eines ungeraden q und der Fall eines geraden j. 
Im ersteren Falle existirt für die betrachteten (q — 1) Glieder kein mittle- 
res Glied, dagegen wohl im zweiten Fall. Indessen kann man dasselbe, 
weil es ja eben so weit von dem ersten Gliede, wie von dem (q — l)ten 
Gliede absieht, doppelt rechnen und dadurch beide Fälle wieder in einen 
zusammenbringen. Die Form zweier solcher Glieder, wie wir sie voraus- 
setzen, ist dann 

x m , afl~ m 

m 

und man erhält sogleich, da s zu q gehört, 

<B m .atf- m = jtf = 1 (mod p), 
wie zu beweisen war. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar weiter, dass das Product sämmt- 
licher eine Periode zusammensetzender Reste im Falle eines ungeraden 1 



I 
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gleich 1 und auch im Falle eines geraden q, wenn man das Hittelglied 
— 1 doppelt rechnet. Dies ist näher das schon am Schlüsse des vorigeu 
Paragraphen erwähnte Theorem: 

Das Product sämmtlicher eine Periode bildenden Reste 
giebt, wenn q ungerade ist, +1 und, wenn q gerade ist, — 1. 

Beispiel. Für die Periode, welche sich auf die zu dem Exponen- 
ten 9 gehörige Zahl 37 bezieht, ist: 

— 36. 2 = 1 

— 18. 4 = 1. (mod 72) 

— 9. 8 = 1 ; 

— 32.16 == 1 

d) Wenn 2 Zahlen x und x 1 , deren Product den Rest 1 
lässt, beide zu dem Exponenten q gehören, so ist die Periode 
der Reste, die sich auf die Potenzen der einen bezieht, das 
Umgekehrte von der Periode, die sich auf die Potenzen der 
andern bezieht« (Es wird hierbei naturlich von dem beiden Perioden 
gemeinschaftlichen Endgliede 1 wieder abgesehen.) 

Der Satz spricht sich offenbar in der Congruenz 

x m = x^- m (mod p) 
aus. Um dieselbe zu erweisen, bemerken wir, dass, wenn man die aus 
der Voraussetzung fliessende Congruenz 

xx 4 = 1 (mod f) 
auf die (q — m)te Potenz erhebt, sich 

ergiebt; hieraus folgt, indem man auf beiden Seiten mit x m multiplicirt, 

und diese Congruenz geht in die zu erweisende über, wenn man für x* 
seinen Rest 1 setzt. 

Die oben aufgeführten Perioden für die Reste der Zahlen , die den 
Exponenten 9 und 8 entsprechen, geben eine hinlängliche Menge von 
Beispielen für die Richtigkeit des Satzes. 

e) Wenn man von irgend einer Periode eine beliebige 
Anzahl auf einander folgender Glieder herausgreift, so sind 
immer dieProducte je zweier Glieder, die gleich weit von den 
beiden Enden abstehen, einander nach dem Modul p congruenU 



— 112 — 

Z. B. aus der der Zahl 4 entsprechenden Periode wollen wir alle 
Glieder vom zweiten ab für sich betrachten, also die Reihe 

4 8 16 32 —9 —18 —36 1; 
und wir erhalten in der That die Congruenzen 

4. 1 = 4 

8 — 36 = 4 ? (mod 73), 
16. — 18 = 4' 

32.— 9 = 4 

welche leicht zu verificiren sind. 

Betrachtet man ferner eine Reihe mit ungerader Gliederzahl » etwa 

4 8 16 32 —9, 

so bestehen wiederum die Congruenzen 

4.-9 = —36 

8. 32 = —36) (tnod 73). 

16. 16 =—36 

Der allgemeine Beweis ist äusserst simpel. Sei die betrachtete Reihe 

x*, a?*+l, a?*+2, jfA— 2, jrX— l, jpX, 

so sind zwei beliebige gleich weit vom Ende abstehende Glieder 

und man hat die identische Gleichung 

a>* . x*> = x*—£ . s*>— *, 
aus welcher, wenn man für die einzelnen Potenzen ihre kleinsten Reste 
setzt, die zu beweisende Congruenz folgt. 

f) Wenn man die sämmtlichen Glieder einer Restperiode 
auf die Ate Potenz erhebt, so ist die Summe dieser Poten- 
zen ein Vielfaches von dem Modul p, wenn q nicht in X auf* 
gehl, und dem Exponenten q congruent, wenn q in X aufgeht. 

Die genannte Summe ist 

und mithin nach der bekannten Summenformel für eine geometrische Pro- 
gression, deren Anfangsglied x* ist: 

^ a^— 1 

x x — 1 
oder auch, da wegen der Congruenz 

#«*— 1 = o (mod t) 
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der Quotient 

jc* 1 —1 

V 
einer ganzen Zahl gleich sein muss, die wir mit G bezeichnen wollen, 

jt — 1 
bt nun X ein Vielfaches von 9, so ist a^ — 1 ein Vielfaches von p, etwa 

jt* - 1 = gp 

Gp 
und der Quotient . — wird alsdann auf keinen Fall ein Vielfaches von p 

werden können, indem sichp heraushebt, und es wird sein Werth dadurch 
gefunden werden, dass man untersucht, wie oft g in G enthalten ist Ein- 
facher kommt man aber unmittelbar durch Betrachtung der linken Seite 
zum Resultate, wo jede Potenz von s für den angezeigten Fall zum Reste 
1 hat; mithin, da wir q solcher Potenzen haben, folgt 

ü^ + a? 1 + .... + x ql = q (modp). 
Ist dagegen X kein Vielfaches von 4, so ist at — 1 auch kein Vielfaches 
von p und mithin relative Primzahl zu p; die rechte Seite unserer Glei- 
chung kann daher nur dadurch, wie sie es doch muss, eine ganze Zahl 
werden, dass x x — 1 in G aufgeht, und wird also ein Vielfaches von d 

geben, so dass 

V + x 1 + x u + ....+x* x = (modp) 
wird. 

Beispiel. Wenn wir die Primzahl 61 als Modul annehmen, so ge- 
hört zu dem Exponenten 6 die Zahl 14 und wenn wir uns die Periode 
der Reste bilden und darauf die respectiven Summen der 6 ersten Poten- 
na dieser Reste (wo natürlich diese Potenten nur in ihren kleinsten Re- 
sten aasgedrückt werden), so erhalten wir wirklich: 

14 + 13 — 1 — 14—13+1 = 
+ 13 — 14 + 1 + 13 + 14 + 1 = 
_ 1+ !_ 1+ !_ 1 + 1 = 

— 14 + 13 + 1 — 14 + 13 + 1 = 
—13 — 14 — 1 + 13—14 + 1 = 
+ 1+ 1 + 1+ 1+ 1 + 1 = 6 
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§. 12. 

Von den primitiven Wurzeln einer gegebenen 

Primzahl. 

1) Aus den vorhergehenden Erörterungen ist klar, dass zu jedem 
Theiler von p — l sich solche Zahlen finden lassen, welche zu ihm als Ex- 
ponenten gehören. Unter den verschiedenen Fällen, welche den verschie- 
denen Theilern entsprechen, hebt sich nun einer ganz besonders herver, 
nämlich der Fall , in welchem die zu p — 1 selbst gehörigen Zahlen unter- 
sucht werden, und man hat darum für ihn eine besondere Bezeichnung 
angeführt. Man nennt eine Zahl j, welche zu dem Exponenten 
p — 1 gehört, eine primitive Wurzel der Primzahl p. Dieses 
vorausgesetzt können wir die sämmtlichen Satze des vorigen Paragraphen 
sogleich auf die primitive Wurzel übertragen und erhalten dadurch nament- 
lich folgende Theoreme: 

Die primitive Wurzel einer Primzahl ist eine solche 

Zahl, dass sie zu einer niedrigeren als der (p — l)ten Poienx 

erhoben von der Einheit verschieden bleibt Die Periode 

der Reste demgemäss, welche ihren auf einander folgenden 

Potenzen entsprechen, besteht aus p — 1 Gliedern und muss 

daher, abgesehen von der Reihenfolge, die sämmtlichen 

Glieder der Zahlenreihe 

12 3 4 p — 1 

enthalten. 

Wenn wir irgend eine primitive Wurzel g für die Prim- 
zahl p gefunden haben, so finden wir alle übrigen primi- 
tiven Wurzeln, wenn wir uns alle solche Potenzen von; 
bilden, deren Exponenten kleiner als p — 1 und relative 
Primzahlen zu p — 1 sind. 

Die Anzahl aller primitiven Wurzeln einer gegebenen 
Primzahl (3 ausgenommen) ist gerade und zwar, wenn die Zu- 
sammensetzung des p — 1 aus seinen Primfactoren durch 

die Formel 

p-l = a a iV 

bestimmt ist, gleich 
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Hiernach, wenn die Reihe der Zahlen, die kleiner als p — 1 und re- 
lative Primzahlen dazu sind, 

1 m' m" m'" p-2 

ist, wird man sich die sammtlichen primitiven Wurzeln zu p durch folgende 
Reihen darstellen können, in denen allen dieselben Potenzreste, nur in ver- 
schiedener Reihenfolge, wiederkehren: 



0. 


9 m ', 


9 m , 


9 m , 


^ 


g m ', 


n m'm' 

y » 


n m'm" 




0llt'(p-«^ 


9 m ", 


9 m " m \ 


n m"m" 

y ' 


2f » 


g^lr**, 


mm" 1 

9 m . 


n m'"m' 

y » 


nfn fit 

y » 


/klR Hl 


^m'"CP-«) 5 



j(p-«), j(p-«)«', gl*-** 1 *", g { P-V m "\ j(p -*><*--*>. 

Aehnlich, wie schon erwähnt, steht es mit den Reihen, welche die 
Potenteste geben ; es entsteht die Frage, wie man , wenn g m und g m ' zwei 
primitive Wurzeln von p bezeichnen, zu irgend einem Gliede g Xm der einep 
Reihe 

gi* qttn «Sm »Am qXin /»Xm+1 

las mitsprechende Glied g xm ' der andern Reihe 



äW 0*m' ^Sm' gkm' g%m? gxm'+l 

VBVroH ■ffllllv* 



I Za dem Zwecke bestimme man sich zuerst die Entstehung der beiden 

Anfangsglieder auseinander, was immer ausgeführt werden kann, wenn man 

I g m und g m ' nach und nach auf aUe Potenzen erhebt , deren Exponenten 
relative Primzahlen zu p — 1 und kleiner als p — 1 sind. Auf diese Weise 
Doge *fleniB€iett wernen 

&•)— f*!"'. {mod) 

diese Congruenzen erhebe man respßctive auf dit xte und Ate Potenz, $o 

folgt 

and Moraos ergebt «ich durch Vergleichnng mit der CoftgrtiQn? 
«eiche die /Gleichheit 4ftr M4en jbötr*ebteteii Glieder *gsdrpcfct» 
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Diese Congruenzen werden zu Folge der Periodicität der Reste erfüllt, sobald 

a *~ (mod = p — l) 

OK = X 

ist Vermöge Auflösung der ersten Congruenz ist man im Stande den 

Uebergang von der ersten Reibe in die zweite und vermöge Auflösung der 

zweiten Congruenz den Uebergang von der zweiten Reihe in die erste zu 

bewerkstelligen. 

Z.B. die primitiven Wurzeln von 11 sind zu Folge der Tabelle des 

vorhergehenden Paragraphen: 

.2678 

und die Perioden für die Potenzreste zweier davon, etwa der Zahlen 2 und 

6, sind 

+ 2 +4 —3 +5 —1 —^2 —4 +3 —5 +1 
— 5 +3 —4 —2 —1 +5 —3 +4 +2 +1 

Man findet ohne Mühe durch Probiren l 

<+»; s -* ( ^ii), 

(-5)»= +2 - r . 

also o=9, 6 = 9 (dass a und b hier gleich werden, hängt damit zusammen, 
dass wir zwei solche primitive Wurzeln als Anfangsglieder gewählt haben« 
deren Product gleich Eins ist) ; mithin werden die Bedingungscongruenzen, 
welche den Zusammenhang beider Reihen ausdrücken 

* Z 9l ( mod 10). 



f 



Sei nun z. B. zu dem 3ten Gliede der ersten Reihe das entsprechende Glied [ 
der zweiten zu suchen, so ist die aufzulösende Congruenz, da x = 3, I 

3 = 9i (mod 10) 

oder ^ * 

1 = 3A (mod 10); 

dieser Congruenz genügt 

X = — 3 (mod 10) j 

und mithin ist das 7te, 17te, 27ste .... Glied der zweiten Reihe dem 3t« < 
Gliede der ersten Reihe, nämlich — 3, gleich, wie auch ein Blick auf die- 
selben bestätigt. Soll umgekehrt zu dem 4ten Gliede der zweiten Heike 
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das entsprechende der ersten gefunden Werden, so ist die aulzulösende Conr 
gruenz 

4=9x(modl0); 
derselben wird genügt durch , . 

x = — 4 (mod 10), 
also ist das (10 — 4) = 6te Glied der ersten Reihe gleich dem 4ten Gliede 
dar zweiten Reihe. 

Die beiden Redinguogscongruenzen sind übrigens unter allen Umstan- 
den möglich, da a und b zu Folge der Natur ihrer Entstehung relative 
Primzahlen zu p — 1 und kleiner als diese Zahl sind. 

2) Das Product aller primitiven Wurzeln einer Primzahl 
ist gleich 1. 

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus den Sätzen in .der, dritten 
Nummer des vorigen Paragraphen. Es geht aus derselben zugleich hervor, 
dass die sämmtlichen primitiven Wurzeln sich paarweise so gruppiren las- 
sen, dass die Zahlen jedes Paares mit einander multiplicirt die Congruenz 
1 befriedigen. 

Ein anderer interessanter Satz, der aber nicht so unmittelbar aus dem 
Torhergehenden entnommen werden kann, ist folgender : 

Die Summe aller primitiven Wurzeln ist nach dem Modul 
p 0, wenn p — 1 nicht aus lauter einfachen Primfactoren zu- 
sammengesetzt ist, und ist gleich +_ 1, wenn p — 1 nur aus 
einfachen Primfactoren sich zusammensetzt, nämlich gleich 
+ 1, wenn diese einfachen Primfactoren in gerader Anzahl, 
und gleich — 1, wenn sie in ungerader Anzahl vorhanden 
MäcL 

Um ihn zu beweisen , schicken wir den Satz voraus: 
Die Summe aller zu dem Exponenten q gehörigen Zah- 
len giebt — 1, wenn q eine Primzahl, und 0, wenn q eine von 
der ersten verschiedene Potenz einer Primzahl ist 

Sei nämlich x eine. dem Exponenten q zugehörige Zahl, so ist nach 
dem Schlusssatze des vorigen Paragraphen in beiden Fällen: 

l+x+x 2 +x , + .... + *«- 1 = (tfiod.p). 
Hieraus folgt für den ersten Fall unmittelbar 



i 
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d. h. die zu erweisende Congruenz , da alsdann alle Potenzen ton s m 
dieser Reihe solche Zahlen geben, die zu q gehören. 

Dagegen, wenn q von der Form a a ist, wo a eine Primzahl bezeich- 
net, bemerke man, dass, weil s zu q gehört, 

x a * — 1 = (modp) 

und 

s* — 1 

vöh verschieden und daher relative Primzahl zu p sein muss. Mithin 
können wir die vorhergehende Congruenz durch dtt* lötztett Ausdruck di- 
vidiren und erhalten 

s* a — 1 

= (modp) 



x a — l 
öder, wenn man die Division ausfahrt, nach einem bekannten Satze der 

» 

Algebra: 

l + x*+x* a +x**+a? a - a ^Q (modpy - 
Ziehen wir diese Congruenz von derjenigen, mit der wir den Beweis ein- 
leiteten, ab, so werden links nur diejenigen Glieder übrig bleiben, in denen 
<fie Exponenten von ä: keinen Factor mit q — a a gemeinsam haben, d.h. 
es bleibt die Summe aller zu q gehörigen Zahlen als eongruent mit 
Abiig. — 

Nehmen Wir jetzt p — 1 von der Form 

p — 1 = a a .tf. &'..... 
an, so erhält man nach dem vorigen Paragraphen alle primitiven Wurzeln, 

wenn man die zu den Exponenten a", b?, & , gehörigen Zählen in 

jeder nur möglichen Weise mit einander combinirt, so dass jede einzelne 
Combination je eine diesen Exponenten entsprechende Zahl enthält und das 
Product aller sie zusammensetzenden Zahlen ausdrückt. Dies* Cdmbina- 
tlonen können aber alle als Glieder einer Summenreihe erhalten Werden, 
Welche man sich bildet, indem man die Summen alter respfectfre auf 

a", 6^, &> bezüglichen Zahlen mit einander tnultipficirt ; diese Suffi* 

menreihe, d.h. die Summe aller auf p~-I bezüglichen Zahlen, fet ffiithin 
gleich einem Producta, in welchem so oft der Factor — 1 vofkontint, ab 
p — 1 einfache Primfectortn besitzt, die nur in def ersten Potenz vor- 
kommen, und so oft 0, als in p— 1 von der ersten Verschiedene t>0tatt& 
einfacher Primfactotfo Wrkdnimen. Bierin liegt der tii erweisende Satz. 
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Uebrigens erhellt unmittelbar ans der Art des Beweises,- dass er fol- 
gende Verallgemeinerung gestattet: 

. Die Summe aller zu dem Exponenten q gehörigen Zahlen 
ist 0, wenn q nicht aus lauter einfachen, nur in der ersten 
Potenz Torkommenden Primfactoren zusammengesetzt, ist, 
und ist gleich +.1, wenn 9 nur aus einfachen Primfactoren 
besteht, nämlich gleich +1, wenn die Anzahl dieser ver- 
schiedenen einfachen Primfactoren gerade, und — 1, wenn 
diese Anzahl ungerade ist. 
Beispiel: 

mod = p = 7 3 



2 

3 

2*= 4 

2.3 = 6 

2»=8 

3>a9 

2'. 3 = 12 
2.3»= 18 
2*. 3 =24 



72=— 1 

8+64=72=— 1 
27+46=73= 
9+65=74=+ 1 
10+22+51+63=146 = . 
2+ 4+16+32+ 37+55=i46-0 
3+24+49+70=146 = 
18+36+41 + 57 + 69+71=292 = 
7 + 17+21+30+ 43+52+56+66=292 = 
3) Wenn q irgend ein Theiler Von p — 1 und 5 irgend eine 
primitive Wurzel bezeichnet und man bildet sich der Reihe 
nach die Reste der Potenzen 

9 g % 9 l 9* P-1 ' 

so gehören alle diejenigen, deren Exponenten mit p — 1 zum 
grössten gemeinschaltlichen Theiler die Zahl 

ff SS ■ ' ■ 

haben, tu dem Exponenten q. Man kann mithin, wenn eine pri- 
mitive Wurzel gegeben ist, sicti nicht bfös die übrigen, sondern über- 
haupt alle Zahlen berechnen, die zu irgend welchen Exponenten gehören. 
Dia Reihe der Exponenten, welche die betrachteten Potenzen ha- 

« 

ben, ist 

12 9 4 p— 1. 

Nehmen wir zunächst « = p — 1, also q'~l an, so sind all* Exponenw 
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ten, die zum grössten gemeinschaftlichen Theiler mit p — 1 die Zahl 1 
haben, keine anderen als die relativen Primzahlen zu p — 1 und der 
Satz kommt mithin für diesen Fall auf das Frühere zurück. 

In den übrigen Fällen, wenn q ein beliebiger Theiler von p — 1 ist, 
wollen wir zunächst zeigen, dass er auf jeden Fall so viele Zahlen liefert, 
als möglicher Weise zu q gehören können. Nehmen wir irgend eioen 
Exponenten e aus unserer Potenzreihe heraus, der mit p — 1 zum gröss- 
ten gemeinschaftlichen Theiler q 4 hat, so müssen die Quotienten 

-, und - — — = q 

nothwendig relative Primzahlen zu einander sein. .Weiter ist e immer 

kleiner als. 

P — 1 = 99'. 
also folgt die Ungleichung 

T' <q ' * • ' 

Aus beiden zusammen ergiebt sich, dass -> nicht mehr Werthe anneh- 
men kann, als relative Primzahlen zu q existiren* die kleiner als diese 
Zahl sind. Nun kann man diesem Ausdrucke aber auch wirklich gerade 
so viele von einander verschiedene Werthe geben; denn man braucht su 
diesem Zwecke nur e als das Multiplum von q 4 in die verschiedenen Zah- 
len m zu betrachten, welche kleiner, als q und relative Primzahlen zu q 
sind. Also liefert der Satz in der That die hinreichende Menge von 
Zahlen und es ist nur die Frage, ob dieselben auch wirklich zu q ge- 
hören. 

Dies fällt nicht schwer zu beweisend Denn irgend .ein e, welches 
er liefert^ hat nach dem Vorigen die Form mq 4 und die zugehörige Potenz 
daher die Form g m i'. Nun ist, wenn man 

gm' = r (mod p) 
setzt, r immer von 1 verschieden, weil mq 4 <p. — 1 und g ^zu p — 1 
gehört. Wir erhalten hieraus durch Erhebung auf die qie Potenz 

r«=j«tt'==j*ip-i>= 1 (modp), 
und es ist daher nur noch zu beweisen, dass der Exponent q der nie- 
drigste ist, für welchen eine PoteAz von r der Einheit congruent wird. 
Wäre nicht q, sondern x .der niedrigste Exponent, für welchen dies ein- 
träte, -so müsste 
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sein, mithin, da g eine primitive Wurzel ist, mq'x ein Vielfaches von 
p — l = qq\ Dies ist nur tnö[lich, wenn mx ein Vielfaches von q wäre, 
und da m und q relative Primzahlen zu einander sind, so wurde hieraus 
folgen, dass x ein Vielfaches von q sein müsste, im offenbaren Wider- 
spruche zu dem Salze, dass, wenn x zu r gehört, umgekehrt Jj ein Viel- 
faches von x sein muss. 

Vermittelst dieses Theoremes ist es leicht sich eine praktische Regel 
abzuleiten für die Ausscheidung aller Zahlen aus der Reihe der. Potenzen 
ton g 9 welche zu dem Exponenten q gehören: Man suche alle nur 
möglichen Zahlen, welche kleiner als q und relative Prim- 
zahlen dazu sind, und. multiplicire dieselben mit 

, P — 1 

die hierdurch hervorgehenden Zahlen sind die Exponen- 
ten aller solcher Potenzen von g f deren Reste zu dem Di- 
visor q gehören. 

r 

Beispiel. Der zu untersuchende Modul sei die Primzahl 61. Eine 
primitive Wurzel davon ist 2. Man bilde sich nun zunächst alle auf 

einander folgenden Potenzen von 

9 = 2 
bis itmSOten inclusive und erhält dadurch nachfolgende Tabelle, in der 
linkt die Exponenten von 2 und rechts die zugehörigen Reste stehen» 

und in der solche Reste/ die primitive Wurzeln »iml, mit eiaem Steril 

bezeichnet sind; 



Expomnteii von 
g =»=2 



Reste nach 
med = 61 



1 


2 


• 

2 


4 


3 


8 


4 


16 


5 


—29 


6 


3 


7 


6* 


8 


12 


9 


24 



Exponenten von 


Reale nach 


9=2 


med = 61 


10 


—13 


11 


—26* 


12 


9 


13 


18* 


14 


—25 


15 


11 


16 


22 


17 


—17* 


18 


27 . • ;, 
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onenten von 


Reste nach 


= 2 


mod = 61 


19 


— 7*- 


20 


—14 


21 


—28 


22 


5 


23 


10* 


24 


20 


25 


—21 


26 


19 


27 


—23 


28 


15 


29 


30* 


30 


— 1 


31 


2* 


32 

• 


— 4 


13 


— 8 


34 


—16 


35 


29 


36 


— 3 


37 


— 6* 


38 


—12 


39 


—24 



iten Ton 


Reste nach 


= 2 


m*d*n 61 


40 


IS 


41 


26.* 


42 


— 9 


43 


—18* 


44 


25 


45 


—11 


46 


—22 


47 


17* 


48 


-t27 


49 


7* 


50 


14 


51 


28 


52 


— 5 


53 


-10* 


54 


-^20 : 


55 


21 


66 


—1» 


57 


23 


58 ' 


—15 


59 


—30* 


60 


1 



Die den einzelnen Divisoren q von p — I eAteprectoeildeii Poteni- 
exponenten, rar welche die rechts Miberisf ebenda Zahlen tti q g#hör«n, 
si»4 aladam in folgender Tabelle etttbftft4ta: 



iL 


4 








e ■■ 


== mq' 




• 




1 


60 


1 


7 11 


13 17 


19 23 


29 


»1 


87 41 43 


47 4», 53 59 


2 


30 


1. 2 


7. 2 


11. 2 


13. 2 


17 


.2 


19.2 


23.2 


29.2 


8 


20 


1. 8 


3. 3 


7. 3 


9. 3 


11 


.3 


13.3 


17.3 


19.8 


4 


15 


1. 4 


2. 4 


4.' 4 


7. 4 


8.4 . 


11.4 


13.4 


14.4 


5 


12 


1. 5 


5. 5 


7. 5- 


11. 5 










• * 


6 


10 


1. 6 


3. 6 


7. 6 


9. 6 










» i 
< 


10 


6 


l.io 


5.10 








- 






- 


12 


5 


1.12 


2.12 


8.12 


4.12 






• 




t 


15 


4 


1.15 


3.15 


• 












■ 


20 


3 


1.20 


2.20 
















30 


2 


1.80- 




■ 








i 
■ i 




r" 


60 


ll 


0.40 


• 


• «■ 




• 




I- 4 - 


i 


t! 
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Sucht nan jeütt die den bezeichneten Exponenten entsprechenden 
Regte, so erhalt man dieselben Resultate, die in der Tabelle de» vorigen 
Paragraphen sich verzeichnet finden, vermittelst der kleinsten Reste aus« 
gedrückt« 

Das eben erörterte Verfahren, die Zahlen von l.bis p — 1 auf die 
ihnen zugehörigen Exponenten zu vertheilen, gewährt vor demjenigen, 
welches wir im vorigen Paragraphen auseinandergesetzt haben, mannig- 
faltige Yortheile. Zwar bat man bei dem letzteren nicht so viel zu e*- 
perimentiren , um für die Rechnung eine sichere Grundlage zu gewinnen ; 
dagegen liefert das erstere zu gleicher Zeit die vollständige Restperiode 
für alle Potenzen einer primitiven Wurzel, aus- denen man einmal mit 
leichter Mühe die den übrigen primitiven Wurzeln entsprechenden Rest- 
perioden berechnen kann, dann aber auch diejenigen, welche irgend einer 
andern Zahl entsprechen. Zu dem Zwecke hat man nur nöthig die Zahl 
a, deren Potenzreste man gerade haben will, in der Reihe der Reste 

aufzusuchen: sei die links daneben stehende Zahl a, so ist 

a äs g tt 

m 

und vermittelst dieser Gleichung kann man alle Potenzen ven a sich in 

Potenzen ton g verwandeln, deren Reste man sogleich au9 der Tabelle 

entnimmt. 

Sei z< B. die Periode für 

a = 41 
zu bestimmen, so findet man 

41 ee—20 5=2**3i- 20 

41*=2 ,M =2*8=— 27 

41«=2"+«s2«»5— 9 (med 61) 
41«£2 M +"22 M S— 3 
41» H 2*«+»» =2" 2 - 1 
Wenn man auf — 1 gekommen ist , so müssen sieb alle Reste mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen Wiederholen und man hat daher ohne alle 
Rechnung die letzte Hälfte der Restperiode wie folgt: 

*1» S20 
41 1 5=27 

41» s 9 (md 61), 
41» = 3 
4i*S 1 
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Hierdach ist klar, welchen ausserordentlichen Nutzen eine Tabelle 
solcher auf eine Basis g bezuglicher Restperioden für alte Primzahlen 
von 3 etwa bis 1000 gewähren würde. Die Einrichtung könnte dem 
Schema für 61 analog sein; nur müssta zu jeder Primzahl noch eine 
Tabelle hinzukommen, in welcher die Reste nach ihrer Grösse geordnet 
etwa rechts und links daneben die zugehörigen Exponenten stunden. 
Dies gäbe för p = 61 folgendes Schema: 



Exponen- 


Reste der zugehö- 


' ten »od 


rigen 


Potenzen 


9=2 


(mod 61) 


60 30 


1 


— 1 


1 31 


2 


— 2 


6 36 


3 


.— 3 


2 32 


4 


— 4 


22 52 


5 


— 5 


7 37 


6 


— 6 


49 19 


7 


— 7 


3 33 


8 


— 8 


12 42 


9 


— 9 



Exponen- 
ten von 
j=2 


Reste der zugehö- 
rigen Potenzen 
(mod 61) 


Eiponen- 

■ ten ron 

,=2 


Reste der zugehö- 
rigen Potenzen 
(mod 61) 


15 45 


11 


— 11 , 


55 25 


21 


—21 


8 38 


12 


— 12 


16 46 


22 


_22 


40 10 


13 


— 13 


57 27 


23 


—23 


50 20 


14 


— 14 


9 39 


24- 


—24 


28 58 


15 


— 15 


44 14 


25 


—25 


4 34 


16 


— 16 


41 11 


26 


—26 


47 17 


17 


— 17 


18 48 


27 


— 27 


13 43 


18 


— 18 


51 21 


28 


—28 


26 56 


1» 


— 19 


35 5 


29 


^-29 


24 54 


20 


—20 


29 59 


30 


—30 



Diese Tabellen sind wirklich berechnet worden für alle Primzahlen, 
sowie für alle Potenzen von Primzahlen als Moduls, deren Werth die 
Zahl 1000 nicht übersteigt. Sie sind niedergelegt in dem „Canon arith- 
meticus" Berlin 1839, herausgegeben ton dem beröböaten Jacobi. Um 
eine feste Bezeichnung zu haben, ist daselbst nach Gauss' Vorgange der 
Exponent derjenigen Potenz ron g, welche nach einem Mo- 
dul p die gegebene Zahl a zum Reste hat, der Index dieser 
Zahl genannt. Hiernach sind z.B. die Gleichungen 

3 = ind.8, 40 = tft<U3 - 
identisch mit den Congruenzen 

2 8 = 3,2 40 =18 (mod 61) 
oder auch, wenn, wie in dem angeführten Werke, die Basis der auf den 
Modul 61 bezüglichen Indices nicht die primiüre Wurzel 2, sondern die 

primitive Wurzel 10 ist, 

16 = ind 8, 31 = Aid 13 
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identisch mit 

10 u = 8, 10 al = 13 (mod 61). 

Um eine Idee von dem Vortheil solcher Tabellen zu geben, wollen 

wir an einem Beispiele ihre Anwendung zur Auflösung der Congruenzen 

ersten Grades erörtern. Sei die, aufzulösende Congruenz von der Form 

ax = b (mod 61), 

so bestimmen sich vermöge der zweiten Tabelle die Grössen <x und ß 

derartig, dass 

a = 2 a . & = 2^ 
wird; so hat man 

2"a; = 2' , (mod 61) 
and hieraus unmittelbar 

xE=2ß-« (mod 61); 
indem man den Exponenten ß — a in der ersten Tabelle links sucht, 
findet man den zugehörigen Werth von a?, in dem kleinsten Reste aus- 
gedrückt, rechts daneben/ Sollte ß — a sich negativ ergeben, so kann 

man ein solches Vielfache von 

p — 1=60 

hinzufügen, dass es positiv und kleiner als 60 wird; denn da 2 eine pri- 
mitive Wurzel von 61 ist, so ist die zugehörige Restperiode 60gliedrig, 
mithin*, wenn n eine beliebige ganze positive Zahl bezeichnet: 

2/5— « == 260n-|-/9— « # 

Um ein Beispiel in bestimmten Zahlen zu haben, legen wir die Con- 
gruenz 

43a? =23 (mod 61) 

zur Auflösung vor} die zweite Tabelle giebt 

43=— 18 =2 41 , 

23 = 2" 
also 

a? = 2 M - 4S =2 14 (mod 61); 
aus der ersten Tabelle erfahren wir jetzt, dass 

a?=— 25 (mod 61) 

die Auflösung der gesuchten Congruenz ist und dies Resultat lässt sich 

leicht verificiren. 

Sei ferner 

12&» = 273 (mod 61), 
so ist der Gang der Auflösung folgender: 
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128= — 6 =2 ST 

273= 29 = 2 3Ä 
mitbin 

a = 2-*S2P~ % sV*S— 15 (mod 6|). 
Wir begnügen uns mit diesen Andeutungen und übergehen das man- 
nigfaltige Detail der übrigen Anwendungen, welche diese Tabellen zuliessen. 
Nur die eine Bemerkung, welche schon Gauss gemacht hat, lügen wir 
noch hinzu, dass diese Tafeln in der Zahlentheorie ungefähr dieselbe 
Rolle spielen dürften, wie die Logarithmen in der gemeinen Arithmetik 
und Algebra. Der Hauptvortbeil, den die Logarithmen gewährten, besteht 
darin, dass man die Zahlen als Potenzen einer und derselben Basis er- 
hält; gerade dasselbe wird auch vermöge der primitiven Wurzeln geleistet 
über während dort unendlich viele Basen exisüren, von denen allerdings 
nur eine in Anwendung zu kommen pflegt, sind hier nur wpe &e#$bribttkie 
Anzahl von Basen vorhanden, aus denen man indessen efco#o «n* dort 
nur eine, gleichgiltig welche, sich zum Gebrauehe auswählt Dflch (ritt 
wieder eine unendliche Mannigfaltigkeit dadurch in diese Art des Calculs 
hinein, dass die Base in engster Abhängigkeit mit dem Modul vartfrt, and 

gefade die wechselnde Natur der Aufgabe die Wahl des Moduls bestimmt, 

» • 

auf welchen man die Basis bezieht 

4) Wir wollen jetzt mit Hülfe der aufgestellten Principien den Satz 
von Wilson beweisen. Derselbe lautet wie folgt:' 

Wenn p eine Primzahl ist, so ist das Product 

1.2.3.4 ..... (p — 1 = — 1 (modp). 
Sei g eine primitive Wurzel von p, so werden die Potenzen 

g g* g z .... g p ~ l 

nach dem Modul p alle verschiedenen Reste lassen und dieselben mit dtp 

r 

Zahlen der Reihe 

1 2 S ;....,. f—1 

übereinstimmen. Nun giebt aber nach einem Lehrsatze in der letzten 

Kummer des vorigen Paragraphen unter c) das Product ßämmtlicher eine 

Periode bildenden Potenzreste +_ oder — 1, je nachdem die ^if*Wm W 

ungerade oder gerade ist. Da nun p — 1 immer eine gerade Zehl, .so ist 

in unserm Falle das erwähnte Product — 1, alpo unmittelbar die vorgelegte 

Congruenz^rwiesen. 



— 127 - 

Ei« aqderer, analytischer Beweis desselben Satzes ist folgender: Be- 
trachten wir die Reihe der Potenzen 

1 29-i 3f-i ..... (p-1)*- 1 p*-i , 

so ist bekannt, daas dieselbe eine arithmetische Reihe der — l)ten Ord- 
nung bildet, d, h. wenn man sich die auf einander folgenden Diflerenzreiben 
Mldtt, io werden die Glieder der (p — l)ten alle unter einander und, wie 
man weis«, dcaa Producta 

1.2.3 .... (p — 1) 
gleich sein. Andererseits aber kann man durch Induction leicht die allge- 
meine Form auffinden, unter der die Anfangsglieder einer jeden Differenz- 
rahe stehen und indem man diese Form unserm Producte gleich setzt, 
erhält man 

1.2.3 (p_l)= p j>-!_ PzrJ (p-i^-H^ ^ l2 (p-2)^ 1 

Um hat man nach dem Theoreme yoü Fermat 

2*-*, V~K ...... (p—Df-^l, p'-^O (mod p), 

mithin ergiebt sich aus der vorhergehenden Gleichung die Congruenz 

12 3 4 p_1=_P-Zli + Ezd.P~2_£zil P=*Vz2 + 

i.A.o. ä ± .... p x «— 112 ^ * 2 ä "*" 

— ♦(•- e Wi ä - -¥+>) 

Aber nach einem bekannten Satze ist die auf der rechten Seite eingeklam- 
merte Reihe gleich und es folgt daher die Congruenz, welche den Satz 
von Wilson ausdrückt 

Es möge noch ein dritter Beweis hier Platz finden. 
Wenn wir die Congruenz 

**>-* — 1=0 (modp) 
betrachten, so kann, da p eine Primzahl ist, dieselbe nicht mehr als höch- 
stens p — 1 unter einander verschiedene Wurzeln haben; nun gewgti) ihr 
aber nach dem Satoe von Format die Zahlen 

*=1, 2, 3, 4, (p_2)(p-l), 

deren Anzahl p — 1 und die alle von einander verschieden sind; mithin 
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müssen dies die sämmtlichen Wurzeln unserer Gleichung sein. Hiernach 

muss man 

äP- 1 — 1 s (jt— \)(s— 2) (*-3) .... (x-^p^T) 

haben, indem beide Formen äquivalent sind (et f. 9). Denken wir uns 

nun das Product rechts entwickelt und vergleichen die Coefficienten der 

gleich hohen Potenzen von a?, so ergiebt sich, dass die Snmme der Gom- 

binationen zu 1, 2, 3, 4, (p — 2) Elementen aus. den Zahle» von 1 

bis p — 1 der Congruenz genügt und dass man endlich für das letzte 

Glied 

— 1 = — 1.— 2. — 3, — 4 — (p-1) 

hat, woraus, da die Anzahl der Minuszeichen rechts eine gerade ist, der 

Satz unmittelbar fliesst 

Beispiele. 

1.2.3.4=24 = — 1 (mod5). 

1.2.3.4.5.6=720=— 1 (m©«*7). 
1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 = 3628800=— 1 (mod 11). 
Zum Schlüsse dieses Paragraphen noch eine Notiz über eine nicht 
uninteressante Einzelheit. In der Einleitung haben wir erwähnt, dass 
Euler im Widerspruche zu einem von Fermat aufgeführten, aber nicht be- 
wiesenen Satze dargethan hat, dass die Zahl 

2"+ 1 
keine Primzahl sei. Sein Beweis dafür nimmt folgenden Gang. Ist die 
genannte Zahl keine Primzahl, so muss sie das Vielfache irgend einer 

Primzahl p sein, also 

2 M = — 1 (modp). 
Hieraus ergiebt sich durch Quadrirung 

2 M = 1 (mod p) ; 

mithin muss 64 noth wendig ein aliquoter Tb eil von p — 1 sein, also f von 

der Form 

p = 64n + 1. 

Hat also unsere zu untersuchende Zahl einen Factor, so muss derselbe die 
eben gefundene Form 'haben. Indem Euler nun die Zahlen dieser Form 
durchprobirte, fand er, dass 

2» + 1 =4294967297=641 .6700417 
ist. 
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«. 13. 

Theorie der allgemeinen Congruenz x n = a (mod p). 

1) Wenn wir q als einen Factor von p — 1 annehmen,, so können 
nicht mehr als höchstens q von einander verschiedene Werthe der Con- 
gruenz 

a;« = 1 (mod p) 

genügen. ' Wenn wir nun für x der Reihe nach alle möglichen Zahlen 
von 1 bis p — 1 einsetzen, folgt, dass nur ein Theil der dadurch ent- 
stehenden Potenzen den Rest 1 und die übrigen von 1 verschiedene Reste 
lassen müssen. Ueber die Natur dieser Reste giebt nun folgendes Theo- 
rem Auf8chluss: 

Wenn q ein Factor von p — 1 ist und man setzt für x der 
Reihe nach die Zahlen 

12 3 4 : p— 1 

ein, so erhält man (immer nach dem Modul p) - verschiedene 

Reste der Potenz afl, die zu je q von einander verschiede- 
nen Werthen des a; gehören. 

Ehe wir den Satz beweisen, möge ein Beispiel ihn veranschaulichen, 
in welchem wir die Reste der, Potenz x % nach dem Modul 31 betrachten. 

Werthe der Potenz a? = r (mod 31). 



Rest r 




1 

2 
3 

4 
5 
6 
7 
8 

10 



1 
4 



5 25 

7 20 



16 18 28 



11 
12 
13 
14 
15 

— 15 

— 14 

— 13 

— 12 

— 11 



Werthe der x 




17 22 23 
8 9 14 



Werlhe der « 



— 10 

— 9 

— 8 

— 7 

— 6 

— 5 

— 4 

— 3 

— 2 

— 1 



12 21 29 



I 



3 13 15 

11 24 27 
6 26 30 

30 



Die verschiedenen Reste, welche x* zulässt, vertheilen sich in --«=10 

9 



Sekwtrt, ZtUm'Tktort*. 
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Gruppen zu je 3 von einander nach dem Modul 31 verschiedenen Wer- 
then des x. Da wir, indem wir weiter gehen, keine von den vorigen 
verschiedene Reste bekommen können, so ergiebt sich unmittelbar, dass 
man für m keine Werthe angeben kann, für welche a s = 3, 5, 6, 7, .... 
werden könnt«. 

Zunächst bestimme man sich irgend eine der zu q gehörigen Zahlen 
Ar, was nach dem Vorhergebenden immer möglich ist: dann ^ind die Po- 
tenzen 

aHe von einander verschieden und genügen der Congruenz 

x* = 1 (mod p) ; 
denn sei irgend eine derselben ft a , so ist 

(*«)* = (k*) a = 1 (mod p) ; 
mithin, da wir dadurch q von einander verschiedene Auflösungen bekom- 
men und die Congruenz überhaupt nicht mehr zulässt, sind überhaupt 
keine davon verschiedene Zahlen vorhanden, welche den Rest 1 lassen 
könnten. Nehmen wir also irgend eine von den eben bestimmten ver- 
schiedene Zahl m, so wird dieselbe einen von 1 verschiedenen Rest r 

lassen* so dass 

«t? = r (m§d p). 

Jetzt bilde man sich die Reihe 

f» mk mi* mit* ffiJk*" 4 , 

so A sind diese q Zahlen alle von einander nach dem Modul p verschieden; 

denn wären zwei einander congruent, etwa 

mk 6 = mk* (med p), 

so folgtq durch Division mit ro, die zulässig, weil m und fi relative 

Primzahlen sind, 

fr ^ k* (mod f), 

d.h. 1c* und k* wäpen einander gleich, im Widerspruche damit, dass alle 
Potei^eq von k his zur (f — l)ten hin qiiimder incongruent sind. . Ferner 
genügen sie alle der Congruenz 

jTfl = r (modt p); 
denn setgt man irgend eine, etwa mk* für x, so folgt 

(ml?)*. = mH(k*y = r (mod p). 
Also, da nicht mehr als q Lösungen möglich sind, stellen sie die aimmf- 
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Hebe» to* thiMdtr verschiedene» Zahlen dar, welche den Rest r geben 
können, und alle Zahlen, welche weder in Her Reihe der Zahlen, die den 
Rest 1 geben, noch in dieser letzten Zahlenreihe mit inbegriffen sind, müs- 
sen nothwendig einen von 1 und r verschiedenen Rest r' haben. 

Soi eine dersolbep m', so findet man wieder q verschiedene Zahlen, 
unter denen m' mit inbegriffen, welche dem Reste r' entsprechen, nämlich 

ro' in'* »'** .... m'Jfc«- 1 . 

Indem man so weiter fQrlgeht, erhält man so lange immer neue 
Gruppen zu q Zahlen, die von den früheren verschiedene Reste lassen» 
als überhaupt noch Zahlen für <]ie Untersuchung übrig bleiben. Offenbar 
aber, da q in p — 1 aufgeht, indem 

werden keine von den (p — 1) Zahlen 

1 2 tl 4 p— 1 

mehr übrig sein können, wenn man den g'ten von den früheren ver- 
schiedenen Rest betrachtet hat. Also existiren überhaupt nur q 4 verschie- 
dene Reste, die möglicher Weise bleiben können und jedem Reste ent- 
sprechen q von einander verschiedene Zahlen, durch welche er erzeugt 
werden kann. 

In unserem Zahlenbeispiele bestimme man sich zuerst die dem Reste 
1 entsprechenden Lfeungen. Da 5 zu dem- Eiponenten 8 gehört, so sind 

das die Zahlen der Reihe 

1 5 25. 

Hierauf setze man für x einen beliebigen Zablenwerth , der nicht mit ei- 
nem der genannten zusammenfällt, etwa 2 ein und erhält dadutch 

2 a S 8 (mod 81}; 
mithin geben die Zahlen 

2 10 50 

*" I 10 19 

den Rest 8. Aebnlich findet man für *— 3, 4 die Rette —4 und +2 

tuid denen entsprechend die Zahlen 

3 15 75, 

4 20 100 

oder einfacher 

3 19 13 

4 20 7. 
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Die Zabl 5 ist nun bereits da gewesen; also untersucht man den Rest 

von 6*. Er ist — 1 und die bezüglichen Zahlen sind 

6 30 150 
oder 

6 30 26. 

Weiter erhält man für 8, da 7 schon vorgekommen, den Rest — 15^2« 

und die Zahlen 

8 40 200 
oder 

8 14 

und indem man so weiter fortgeht für die Reste 

— 2 —8 4 15, 
welche den Potenzen 

11« 12* 16* 17« 

entsprechen, bezöglieb die Zahlenreihen: 

11 24 27 

12 21 29 

16 18 28 

17 22 23. 

Indem, wie wir gesehen haben, die Potenz jr* nur . / 

verschiedene Zahlenwerthe bekommen kann, erhellt unmittelbar, dass von 

den Zahlen 

12 3 .... p — 1 

nothwendig eine Anzahl solcher Zahlen übrig bleiben muss, welche für 

keinen speciellen Werth des s der Potenz s* tfongruent werden, so dass, 

wenn b eine solche Zahl ist, die Congruenz 

gfl = b (mod p) 

überhaupt durch keine ganzzahligen Werthe von x befriedigt werden kann* 
Hiermit drängt sich die Frage auf: Wenn für eine gewisse Primzahl p 
als Modul irgend eine Zahl 6<p uns vorgelegt ist, unter welchen Be- 
dingungen ist es möglich solche Zahlenwerthe für x zu bestimmen, welcfie 
die Potenz & der Zahl b congruent machen? oder mit andern Worten: 
wie entscheidet man, ob, unter der Voraussetzung, dass q ein 
Factor von p — 1 ist, eine gegebene Zahl Rest oder Nicht- 
rest zu einer gegebenen Potenz a* ist? 
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Sei also wieder 

so folgt, wenn die Congruenz 

X* = b (mod p) 
bestehen kann, durch Erhebung auf die f'le Potenz 

ajw 1 s b* (mod p), 
mithin, da nach Fermal's Fundamentaltheorem 

jW = «p-i = l ( mo d p) 
ist: 

6«' = 1 (mod p); 

die letztgenannte Congruenz ist mitbin eine notwendige Folge des Be- 
stehens der ersten. Aber man kann auch umgekehrt behaupten, dass, 
wenn dieser Congruenz Genüge geschehen kann, immer ein solcher Zah- 
lenwerth für x sich bestimmen lägst, durch den die erste Congruenz 
gleichfalls befriedigt wird, 

In der That, die Potenz & giebt, wie wir gesehen haben, q $ ver- 
schiedene Reste, die unter allen Umständen genau bestimmt werden kön- 
nen, nämlich: 

•' a" a'" rfOj 

also die Congruenz 

s* = a (mod p) 

ist nur dann nach x auflösbar, wenn a einem dieser q' verschiedenen 
Werthe congruent ist. Diese q' Werthe sind aber auch sämmüich Lö- 
sungen der Congruenz 

a«' = 1 (mo<L pj, 

weil die letztere eine Folge der vorhergehenden ist. Wäre demgemäss zu 

gleicher Zeit 

6«' = 1 (mod p) 

ud ftjucht irgend einem der a congruent, so hatten wir eine (f'+l)te 

Aaflftsung der Congruenz a«* = 1 (mod p), im Widerspruche damit, dass 

i 

duqribe nicht mehr als höchstens q 4 haben kann. Hithin, wenn die g'te 
Potenz irgend einer Zahl b den Rest 1 lässt, so kann b nicht von allen a 
verschieden, sondern muss einem derselben congruent sein, d. h. es befin- 
det sich unter den Resten, weiche die Potenz $* möglicher Weise las- 
se* kann. 

Hiermit ist folgendes Theorem bewiesen: 
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Wenn q ein Factor von p — 1 und 

ist, so können nur solche Zahlen a, welche der Congruenz 

a«' = 1 (mod p) 
genügen und sonst keine anderen Reste der Potenz s* sein 
und alle Zahlen, welche a*' einer von 1 verschiedenen Zahl 
congruent machen, sind Nichtreste der qten Potenz. Wird 
die Bedingungscongruenz eriullt, so hat die Congruenz 

x* = a (mod p) 
q von einander verschiedene Wurzeln, welche, wenn m eine 
derselben und keine der zu q gehörigen Zahlen [st, durch 
die Reihe der Zahlen 

m mk mfc 1 mk 9 ...... mi*"" 1 

dargestellt werden. 

Nehmen wir unser altes Beispiel wieder auf und untersuchen, ob die 
Zahlen 8 und 6 Reste oder Nichtreste von x 1 sind; es ist in die- 
sem Falle 

fl=3, P==31, fl'xrlO 

und man überzeugt sich leicht, dass 

8» = 64* = (+2)»EE i . i 

6" = 36» = 5» = 125.25 = — 61 ' 

Mithin ist nach dem Modul 31 die Zahl 8 ein kubischer Rest, dagegen 
die Zahl 6 ein kubischer Nichtrest. 

2) Gehen wir jetzt zu dem* allgemeinen Falle über, wenn der Expo- 
nent von x eine relative Primzahl zu p — 1 ist. Sei also die aufzulö- 
sende Congruenz 

jr» == a (mod p) ; 

so handelt es sich zunächst darum darzutbun, dass überhaupt eine Wv- 

zel derselben existirt. Nun kann man doch zu jeder beliebigen ZaU 

einen Exponenten auffinden, der ein Divisor von p — 1 ist und zu #•£• 

ehern diese Zahl gehört. Es möge also der Exponent q zu der Zahl« 

gehören, so ist 

a« = 1 (mod p) 

und der Exponent q auf jeden Fall eine relative Primzahl zu m. Dan 

da p — 1 zu n als relative Primzahl gegeben ist, so pusf es auch jeder 
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Factor von p — 1 sein. Hithin ist es immer möglich, sich die Unbestimmten 
% und w so zu bestimmen, däss sie die Gleichung 

nz = qw + l 
erfüllen. Alsdann folgt, indem man die vorhergehende Congruenz auf die 
wte Potenz erhebt, . 

«■* s 1 (mod p), 
und mithin 

aP^aF+i^zaiv.a = a (mod p) 
oder auch 

(a<) n = (mod p), 
d.h. der Werih 

x = a* (mod p) 
ist eine Lösung, oder, wie wir in Analogie zu der bei Gleichungen üb- 
lichen Ausdrucksweise auch sagen, eine Wurzel der Congruenz 

x* = a (mod p) 
▼om nten Grade. 

Wir können aber auch noch weiter geben und behaupten, datt diese 
Congruenz überhaupt keine weiteren Lösungen zulässt, als diese eine. 

Wäre nämlich eine zweite davon verschiedene Lösung 

x = $ (mod p) 
möglich und bestimmte man sich den kleinsten Rest von a*, fco das« 

a? ^ r (mod p\ 
so mAsttai zu gleicher Zeit die beiden Congruenzen * 

)(mod p) 
■ 

befriedigt werden, aus denen die dritte 

r* = s* (mod p) 
fliessen würde. Da nun aber der Annahme zu Folge r und $ verschie- 
dene Lösungen, also einander congruent sind, so wird die Auflösung der 
Gaoggienz 

ein ; von 1 verschiedenes y ergeben. (Diese Congruenz kann immer be- 
stdien; denn, da a als von 1 und verschieden angenommen werden 
muss, kann keine der Grössen r und *, welche Lösungen der gegebenen 
Congruenz sein Sollen, weder gleich 1 noch ein Vielfaches von p sein; 
mithin ist sowohl t wie i eine relative Primzahl zu der Primzahl p.) 
Setzt matt die&en Werth von r in dte vorhergehende Congruenz ein, 46 
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bekommt mau 

(iy) n = s n y n = s n (mod p)> 

« 

woher durch Division mit s* 

y* n 1 (mod p). 
Diese letzte Congruenz kann aber, wie wir wissen, nur dann statthaben, 
wenn n ein Factor von p — 1 ist, im Widerspruche zu der Voraussetzung, 
dass beide relative Primzahlen zu einander sind. 

Wir können die Resultate der eben beendigten Untersuchung in fol- 
gendes Theorem zusammenfassen: 

Wenn n eine relative Primzahl zu p — 1 und ^derjenige 

Exponent ist, zu welchem die gegebene Zahl a gehört und 

man bestimmt % vermöge der Congruenz 

nz = 1 (mod q), 
so ist 

x = a* (mod p) 
eine Wurzel der Congruenz 

x* ■= a (mod p) 
und diese Congruenz hat ausser dieser einen keine davon 
verschiedene Lösung. 

Beispiel. Sei die aufzulösende Congruenz 

x* = 3 (mod 19), 
also, wie man aus der Tabelle des §.11 entnehmen oder auch mit leich- 
ter Muhe durch Bildung der auf einander folgenden Potenzen von 3 fin- 
den kann, 

9 = p — 1 = 18, n = 5: 

so ergiebt sich zunächst die Hulfscongruenz : 

bz = 1 (mod 18). 
Die Auflösung derselben, etwa mit Anwendung von Kettenbrüchen, giebt 

% z= —7 (mod 18) ' 

und mithin ist, wenn man den kleinsten positiven Rest, nämlich 11 ftigt i 

hieraus entnimmt, it 

x ; = 3" = —9 = 10 (mod 19) 

die Lösung der gegebenen Congruenz. 

3) Wir kommen endlich auf den letzten noch möglichen Fall» in wel- 
chem der Exponent von x zwar nicht unmittelbar ein Theiler von p — l 
ist, aber doch auch keine relative. Primzahl zu p — 1 ist. Sei also $ der 
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grösste gemeinschaftliche Factor, welchen er mit p — 1 gemeinschaftlich 
besitzt, und n eine relative Primzahl zu p — 1, so ist die Torgelegte Con- 
gruenz von der Form 

xM = a (mod p). 

Da q ein Factor von p ist, so existiren, in der Voraussetzung, dass 

die gegebene Grösse a der Bedingungscongruenz 

afi' = 1 (mod p) 

Genüge leistet, immer q verschiedene und nach 1) bestimmbare Wurzeln 

der Congruenz 

(**)« = a (mod p). 

Seien dieselben 

& = y' y" y'" ffti (mod p), 

so entspricht, da u und p — 1 relative Primzahlen sind, jed^m y nur ein 

einziger und zwar nach 2) bestimmbarer Werth von x, so dass 

s = g g' §"' £«> (modp) 

folgt* Alle diese q Werthe sind von einander verschieden, weil, wenn 
einige von ihnen einander congruent wären , auch ihre nten . Potenzen, 
d. h. die gleichnamigen y einander congruent wären, im Widerspruche 
damit, dass dieselben alle als von einander verschieden sich bestimmt ha- 
ben. Zugleich geniigen sie sämmllich der vorgelegten Congruenz und 
stellen mithin q verschiedene Wurzeln derselben dar. Mehr können aber 
überhaupt nicht existiren. Denn gäbe es noch eine Wurzel mehr, welche 
ein den früheren incongruerites $ wäre , so könnte man immer ein dazu 

* 

gehöriges y sich bestimmen, welches der Congruenz 

§* = y (mod p) 
Genüge leistete und von den früheren y verschieden wäre. Dieses y gab* 
mithin eine (9 + l)te Wurzel der Congruenz 

a. fc - ' OtfV = jf* = « (mod p\ 

^ia doch höchstens q existiren können. Also sind die vorhergehenden § 
^ äHe nur möglichen von einander verschiedenen Wurzeln, welche unsere 
Congruenz nur haben kann. 

Wenn die Bedingungscongruenz 

a«' ^ 1 (mod p) 
nicht erfüllt wird, so können überhaupt keine Zahlenwerthe von «r ange- 
geben werden, für welche die Potenz *** die Zahl a zum Rest. lassen 
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könnte. Denn sobald für ein bestimmtes x die Cotogrueöz 

&i = a (mod p) 
erfüllt wird, so folgt durch Erhebung auf die Potenz q' 

jpm' = jr*Ci^-i) £ 1 = oft (mod p), 
d.h. also wenn a ein Rest der (n^)ten Potenz sein kann, so findet un- 
sere Bedingungscongruenz statt 

Unsere Entwickelung giebt jetzt folgendes Theorem : 
Wenn n eine relative Primzahl und q ein Theiler ton 
p — 1 ist, so bat, wenn die Bedingungscongruenz 

oft » 1 (mod p) 
stattfindet, die Congruenz jr** = a (mod p), q verschiedene 
Lösungen, nicht mehr und nicht weniger. Um dieselben zu 
finden, hat man die beiden Congruenzen 

2 - a i imod *> 

& = yf 
nach einander aufzulösen. 

Beispiel 1. Sei 

p = 61, n=7, a«— 18, f = 5, «'=«12, 

so ist die aufzulösende Congruenz 

*" == — 13 (mod 61) 

nnd man bat zu Folge der zweiten auf den Modul 61 bezüglichen Tabelle 

des vorigen Paragraphen 

— 13 = 2 10 (mod 61) 
also 

(— 13)< = 2" • '* = 1 (moi 61), 

d.h. die Bedingungscongruenz wird erfüllt. Indem wir nun zunächst die 

Congruenz 

t/* s —13 (mod 61) 

aufzulösen versuchen, finden wir durch Betrachtung der verschiedenes 
Reste, welche g $ für die Zahlen 

y^l 2 3 p— 1 

möglicher Weise lassen kann , eine Wurzel 

y = 4 (mod 61). 
Um alle Wurzeln zu erhalten , nehme man irgend eine der zu dem Ex- 
ponenten 5 gehörigen Zahlen, etwa die kleinste #, bilde sich tdn der 
Reihe der Potenzen 
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1 9 9* 9« 9« 
die Reihe der zugehörigen Reste, nämlich 

1 9 20 —3 —27, 
und multiplicire alle einzelnen Glieder derselben mit der gefundenen 
Wurzel 4 (nach dem unter 1) gelehrten Verfahren). Dadurch erhält man 
die 5 gesuchten Wurzeln wie folgt: 

y S 4 36 80 —12 —108 
oder, in den kleinsten Zahlen ausgedrückt: 

y = 4 —25 19 —12 14 (mod 61). 
Eodlich sind noch die 5 Congruenzen 

x 1 = 4 —25 19 —12 14 (mod 61) 
aufzulösen nach der unter 2) angegebenen Methode. Zu dem Zwecke hat 
man sich zuerst die Exponenten zu bestimmen, zu welchen die Zahlen 

4 _25 19 —12 14 
gehören; dieselben sind respectire 

30 30 30 30 6; 
hierauf müssen die 5 Hilfscongruenzen 

7s = 1 (m*J 30 30 30 30 6), 
die sich indessen hier auf nur 2 von einander verschiedene redueiren, 
aufgelöst werden. Aus ihnen ergiebt sieh: 

x 5 13 13 13 13 1; 

(mod^BoT^d 6) > 

mithin sind die 5 gesuchten Lösungen der vorgelegten Congruenz 

x = 4" (—25)*« (19)«« (—14)" 14* 

oder, in den kleinsten Resten ausgedrückt: 

x = 19 4 —12 —25 14 (mod 61) 

und diese Resultate sind sehr leicht zu verificircn, da man zu Folge der 

Anlag» der Rechnung 

— 13 = 19« *■ (—12)* (—25)* 14* 
■»d 

1 = 19" 4 M (— 12) M (-25)*° 14" 
hat 

Beispiel 2. Sei die aufzulösende Gleichung 

a?* s = — 13 (mod 61); 
abdam bat man 

p«61, *«U, ««*-13, $»5, f'«12. 
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Indem dieselbe Congruenz Sten Grades, wie in dem vorigen Beispiele, 
aufzulösen ist, bleibt alles in der ersten Hälfte der Rechnung'» wie vor- 
her; nur die 5 Hilfscongruenzen in % werden andere, nämlich: 

11s = 1 (mod 30 30 30 30 6) 
und es ergeben sich daraus für % die in den kleinsten positiven Zahlen 

ausgedruckten Werthe: 

*=11 11 11 11 5; 

mitbin sind die 5 Lösungen der vorgelegten Congruenz: 

s = 4" (— 25) 1 * 19" (—12)" 14* 

oder, in den kleinsten Zahlen: 

s = 5 —16 —22 —15 —13 (mod 61). 

Beispiel. 3. Es sei 

p = 31, n=7, a=s8, 9=3, ?'«10; 

so hat die entsprechende Congruenz die Form 

**i = 8 (mod 31). 

Die Auflösung der Congruenz 

y* = 8 (mod 31) 
giebt die Wurzeln 

y=*2 10 19 (mod 31) 

und tun nun die 3 Congruenzen 

x* = 2 10 19 (mod 31) 

aufzulösen, muss man zunächst die zu den Zahlen 2 10 19 gehörigen 

Exponenten suchen. Dieselben sind: 

5 15 1*. 

Alsdann ist s vermöge der Hilfscongruenzen >,. 

7* = 1 (mod 5 15 15) 

zu bestimmen; man findet leicht: 

s«3 13 13 ; 

und die Werthe von s in den 3 gesuchten Congruenzen sind mm #-■• 

V = 2» 10*« 13" (mod 3i) 

oder, in den kleinsten Zahlen: 

s = 8 9 14 (mod 31). 

4) Ein ganz einzelner Fall ordnet sich keinem der betrachteten 

Hauptfalle unter; es kann nämlich vorkommen, dass eine selche Potenz 

von x der gegebenen Zahl a congruent werden soll, deren Exponent die 

Potenz eines Primbeters, von p .-*•!■ wt, ohne jedeqb in f> r- 1 aufzugehen. 
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Die Form der Congruenz ist alsdann: 

s* = ä (mod p) 
und es ist, wenn p — 1 den Primfactor c ymal enthält, 

, V— 1 

Wir müssen diesen Fall unabhängig von 1) behandeln und ganz im 
Allgemeinen die Reste betrachten, welche die Potenz 

*<* 

nach dem Modul p lassen kann, wenn man für x der Reihe nach die 

Zahlen 

12 3 4 p— 1 

einsetzt» 

Suchen wir uns zunächst irgend eine der zu q gehörigen Zahle* k 

und bilden uns die Reihe der Potenzen : 

1 k ** ** .... *«-*, 

so erhalten wir q Zahlen (nämlich die Reste dieser Potenzen), welche 
alle untereinander verschieden sind und sämmtlich auf die (c*)te Potenz 
erhoben der Einheit congruent werden, wie man sogleich einsieht, wenn 
man bemerkt, dass k zu q gehört und 

ist Zu gleicher Zeit sind dieselben auch die einzigen, welche die (c*)te 

Potenz von x gleich 1 machen. Dieses beweist sich wie folgt. Wenn 

•andere von den genannten verschiedene Zahlen existirten, die die gleiche 

Eigenschaft besässen, z.B. I, so würde man haben, wie immer aecb n 

beschaffen sein möge, 

k n incongr. I 

und die Zahl l müsste noth wendig zu irgend einem Exponenten gehören, 
der wegen der Congruepz 

F* = 1 {mod f) 
ein Divisor von c* sein müsste, mithin irgend eine Potenz von der Prim- 
zahl e. Der Exponent X dieser Potenz muss nun entweder grösser oder 
gleich oder kleiner als <? sein. Jede dieser drei Annahmen fuhrt aber, 
wie wir gleich zeigen werden , auf einen Widersprach. Also ist die An- 
nähme falsch, dass eine von Ifl verschiedene Zahl l existiren könne, welche 
unsere Cönghienir befriedigt ' 



— 14$ - 

Der Exponent X kann nicht grösser sejq ?ls j>, we*l sqnfttffc l^^n 
Theiler von p — 1 sein könnte. Er kann aber auch nicht gleich oder 
kleiner als y sein. Denn im ersten Falle wäre, unmittelbar 

1^ = 1 (mod p) 



und im zweiten 



f-M 



r*.iT*. 



so dass immer noch die vorige Congruenz Bestand haben müsste. In 
beiden Fällen mithin wäre l eine Wurzel der Congruenz 

x? ~ 1 (mod p); 
dieselbe hat aber, wie wir wissen, die & dayon verschiedenen Wurzeln 

1 * k* *• lf- 1 , - 

mithin hätte sie eine Wurzel mehr als sie höchstens haben karrt). 

Die Zahlen dieser letzten Reihe sind also die einzigen, Aerfeft (c*)te 
Potenzen den Rest 1 lassen können. Nehmen wir irgend eine davon 
verschiedene Z*bl n\ *Q muw sie mithin einen von 1 veraehiadanan Rest 
r geben t so daes 

ro?* = r (1910^ p) % 
und die sämmtlicben Zahlen, wel$$ qbgn dws^Jbqn Rgft f . g$)WA> md 
alsdann 

i9i mir mk % mk* ...... mk* ' 

qq4 alle davon verschiedenen Zahlen geben eine» von * verschiedene» Hut. 
Um dies LeUte zu »eigen, wollen wir irgend eine Zahl h untatan- 
clwn, welcher der Congruenz 

xf = r (morf p) 
Genüge leistet und lösen uns zu dem Zwecke die Congruenz 

h S mpi (%n*d p) 
nach (i auf: dann wird iolgen-, indem man auf beiden Selten rar (c*)ten 
Potenz erhebt, 

oder, weil sowohl h wie m der vorgelegten Cqngrwn* ßftügg thup, ., 

ä s b. /i ist qjne WqrieJ der Cpngrijep? 

und muss also nach dem, was wir soeben Ipewiffftg ta^Wt &9ÜMfflHyK 
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mit irgend einer Potenz von k zusammenfallen; sei diese k*, so folgt 

p = k* (mod p), 
also durch Multiplication mit m 

fti/u ^ mS* (ino4 p) 
•der endlieh, da A und m/i als congruente Zahlen bestimmt sind, 

h = mk* (mod p), 
d.h. h muss irgend ein Glied der Reibe 

ro iw* mk 1 mir""" 1 

sein. 

Indem man nun irgend eine in der Reihe der Zahlen von 1 bis p — 1 

noch übrig gebliebene Zahl sich auswählt, deren Rest weder 1 noch r 

sein kann, muss derselbe nothwendig irgend eine von 1 und r verschie- 

dene Zahl r* sein und alle Zahlen, welche diesen Rest r 1 haben, sind 

dann in der Reihe 

m' mit m'** m'tf~ l 

enthalten. Geht man in derselben Weise fort, sq siebt qian leicht ein, 
dass man 

Gruppen von je 

Zahlen erhält, *q d^$ vqn Gruppe zu Gruppe die Potenzreste verschie- 
den, dagegen von den verschiedenen Zahlen einer Gruppe einerlei aus- 
feilen* 

#4 mithin di$ (c x )te Potenz aller aufeinander folgenden Zahlen ni\r 
q' v^wcbtedQPf B^Ate liefert, so erbellt wiederum, dass die Congmenz 

jr<* S a (med p). 

nicht möglich ist, ausser wenn a ein Rest der (c*)ten Potenz ist. Die Be- 
dingungsgleichung , welche ausdrückt, dass a ein solcher Rest ist, kann 
leicht gefunden werden. Wenn nämlich eine bestimmte Zahl s exislirt, 
für welche die vorhergehende Congruenz erfüllt wird, so erhält man, in- 
dem mim auf beiden Seiten ajur Potenz, qf erhebt, 

**.!• =•"-*«' = &-*#-* = o«' (m*d p)' f 

nun ist aber 

«*-* s 1, 
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also folgt ■.■■'■'■ * ♦ 

atf s 1 (mod p), 
d.h. die nämliche Bedingungsgleichung wie in 1)» 

Nach dem , was wir in djeser Nummer bewiesen haben , können wir 
folgendes Theorem aufstelle», welches mit dem anter 1) bewiesenen die 
grösste Aehnlichkeit hat: 

a) Wenn c eine Primzahl und & die höchste in p — 1 
enthaltene Potenz dieser Primzahl bedeutet» wenn ferner 

ist und der Kürze halber 

gesetzt wird, so erhält die Potenz 

wenn man für x nach einander die Zahlen 

12 3 ...... p — 1 

einsetzt, 4' verschiedene Werthe und zwar gehören zu je- 
dem solchen Restwerthe immer q verschiedene Zahlen, 
durch welche er erzeugt werden kann. 
6) Die Congruenz 

x c * = a (mod p) 
ist nur dann möglich, wenn der Bedin gungcongruenz 

<fl' =. J (mod p) 
Genüge geschieht, und zwar hat sie, dieses vorausgesetzt, 
q von einander verschiedene Wurzeln, welche, wenn m 
eine beliebige darunter und Je eine zu dem Exponenten q 
gehörige Zahl ist, durch die Reihe der Zahlen 

m tnk mk* ..,;,. mi*~ l 
dargestellt werden. 

Beispiel. Die aufzulösende Congruenz sei 

s u = 25 ($od 61), 
also 

p_l == 60=2 J .3.5,V«?=4, ?'=15, c* = 2«=:32. 

Die Bedingungscongruenz ■ ' - 1 - • 

25" = 1 (mod 61) « 1 : ■ 

wird erfüllt; denn man hat 
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25*=15 f 25 J =9,25 € =~19 t 25 1 =12,25^:-5,25 15 =25 t .25 8 =-60=L 

Eine Wurzel findet sich leicht durch Probiren, nämlich S; in der That 

ist, wie wir oben sahen, 

25» = 5" = —5 (mod 61), 

mithin durch Quadrirung auf beiden Seiten 

5" = 25. 
Sacht man sich jetzt irgend eine der zu dem Exponenten 4 gehörigen 

Zahlen, etwa 11, so sind die sämmllichen 4 Wurzeln unserer Congruenz : 

5 5.11 5.11* 5.11» 

oder, wenn man die kleinsten Reste nimmt: 

5 —6 —5 6, 

(55) (56) 
5) Die sämmllichen Theoreme, welche den Inhalt dieses Paragraphen 
bilden, lassen sich nach ihrem hauptsächlichsten Inhalte in folgende bei- 
den Theoreme zusammenziehen: 

a) Die Congruenz 

x* = a (mod p) 

hat, wenn a ein Rest der nten Potenz sein kann, soviele 
Lösungen als der grösste gemeinsame Theiler q zwischen 
* und p — 1 Einheiten hat, und die Grösse a ist ein Rest 
oder Nichtrest der nten Potenz, je nachdem die Bildung*- 
congruenz 

a? = 1 (modp), ? ' = £^! 

erfüllt oder nicht erfüllt wird. 

b) Die Substitution der Zahlen 

12 3 4 p— 1 

für x in den Ausdruck x n giebt q 4 verschiedene Reste der 
nten Potenz und so zwar, dass zu jedem einzelnen Reste q 
verschiedene Zablenwerthe von x gehören. 

Wenn {==1, d.h. n und p — 1 relative Primzahlen sind, so folgt 
hieraus, dass die Reste der Potenzen o*, welche durch die Substitution 
der Zahlen 1, 2, 3, p — 1 erhalten werden, alle untereinander ver- 
schieden sind. Es entstehen dann nämlich p — 1 Gruppen, jede zu einer 
Zahl, und wir können daher folgendes speciellere, auf diesen Fall bezüg- 
liche Theorem aussprechen: 

Sckmar», Zahlen- Theorie, 10 



e) Wenn * eine relative Primzahl zu p — 1 ist, so Bind 
die Reste der Potenzen 

1 2» 3» 4» (p— 1>* 

alle von einander verschieden und kommen daher, abge- 
sehen von der Reibenfolge, mit der Reihe der Zahlen 

12 3 4 5 .... p — 1 
überein. 

Es wird nicht überflüssig sein zu bemerken, das», wenn in der Con- 

gruenz 

aj» = a (mod p) 

der Exponent n grösser als der Modul p sein sollte, dieselbe durch eine 
Congruenz von geringerem Grade ersetzt werden kann, nämlich durch die 

Gotngruenz 

*v = a (mod p) 

in welcher v den kleinsten positiven Reat von * nach dem Modul p — 1 
bezeichnet. Es ist nämlich alsdann n von der Form 

mitbin 

oder, da nach Fermat's Satze 

rcP- 1 = 1 

x» = <& (mod p), 

so dass jeder Zablenwerth für #, der die Potenz x* gleich a macht, 
auch die niedrigere Potenz s* gleich a machen muss. Reide Coqgruen- 
zen sonach, sowohl die, welche sich auf die nte Potenz, wie die, welche 
sich auf die vte bezieht, haben dieselben Wurzeln. 

Uebrigens lässt sich die eben gemachte Bemerkung verallgemeinern, 
u^d man hat, wenn der Grad einer beliebig zusammenge- 
setzten Congruenz eine höhere Zahl» als der Modal und der 
Modpl eine Primzahl p ist, dieselbe immer als identisch 
mit einqr Congruenz von niedrigerem Grade, welche da- 
durch aus der gegebenen abgeleitet wird.» dass man überall 
die Exponenten der Unbestimmten m durch andere ersetzt, 
.welch* die kleinsten positiven Reste der früheren inBezug 
auf den Modul p — 1 sind. 
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JDles vorausgesetzt erhellt, dass, wie der Exponent n der Congruenz 

x* = a (mod p) 
auch beschaffen sein möge, die Auflösung scliliesslich immer auf die Un- 
tersuchung einer solchen Congruenz 

& = b (mod p) 
zurückführt, in welcher der Exponent q ein Theiler von p — 1 ist. Diese 
letzte Congruenz setzt, wie wir wissen, zu ihrer vollständigen Lösung die 
Kenntniss wenigstens einer Wurzel voraus, vermöge welcher, wenn aus- 
serdem die zu q gehörigen Zahlen bekannt sind, die übrigen ohne Schwie- 
rigkeit ausgedrückt werden können ; aber diese Wurzel kann im Allgemei- 
nen nur durch Probiren bestimmt werden. Demgemäss sind, um leicht 
und ohne ermüdende Rechnungen in jedem einzelnen Falle zum Ziele zu 
gelangen, durchaus Tabellen erforderlich, welche sich auf die verschie- 
denen Theiler einer Primzahl beziehen, die dazu gehörigen Zahlen enthalt 
ten und ausserdem wenigstens eine Wurzel irgend einer auf einen solchen 
Theiler bezüglichen Congruenz. Diese Tabellen indessen, deren Berech- 
nung ein ziemlich weitläufiges Geschäft «ist, werden entbehrlich, wenn 
man die in §. 12 angedeuteten beiden Tabellen besitzt. Vermittelst de* 
letzteren ist man nämlich im Stande, sich die Wurzeln einer beliebigen 
Congruenz mit Leichtigkeit zu bestimmen. Wir begnügen uns, an ein 
paar Beispielen das Verfahren anzudeuten und alles die Theorie über den 
Gebrauch solcher Tafeln betreffende Detail zu übergehen. 

Sei zuerst die Congruenz 

a>» 2 = 9 (mod 61) 

aufzulösen. Dieselbe verwandelt sich zu Folge der Substitutionen 

x = 2 f , 9 = 2 12 (mod 61) 
in 

2 32* = 2 t* (mod 61), 

welche zu Folge der Periodicität, die zwischen den aufeinander folgende^ 

Potenzen einer primitiven Wurzel eintritt, nicht anders bestehen kann, 

als wenn 

32$ s= 12 (mod 60) 

ist Diese letzte Congruenz geht durch Division mit 4 über in die Con- 
gruenz 

8£= S (mod IS), 
welcher durch 

10« 



— 148 — 

£ = 6 (mod 15) 
Genüge geschieht. Bilden wir uns alle Werthe von £, die nach dem Mo- 
dul 61 verschieden sind, so sind es folgende 4: 

£=6 21 36 51 
und man bekommt daher für x die 4 Werthe: 

x = 2« 2" 2" 2" 
oder zu Folge der Tabelle 

x = 3 —28 —3 28 (mod 61). 

Dies sind die 4 Wurzeln , welche überhaupt möglich sind. 

Beispiel 2. Sei die aufzulösende Congruenz 

a?" = —9 (mod 61); 

dieselbe geht durch die Substitutionen 

x = 2*, —9 = 2« 
über in die (olgende 

2"f = 2« (mod 61) 

und damit diese bestehen könne, muss 

32| = 42 (mod 60) 
oder einfacher 

16£ = 21 (mod 30) 

sein. Diese letztere Congruenz ist aber offenbar unmöglich, weil 16 mit 

dem Modul 30 den gemeinschaftlichen Factor 2 besitzt, ohne dass dieser 

auch in die andere Seite der Congruenz ohne Rest aufgehe. Also ist 

auch die vorgelegte Congruenz unmöglich oder mit andern Worten — 9 

ist ein Nichtrest der 9ten Potenz. In der That ist es leicht sich zu 

überzeugen, dass ( — 9) 15 der Congruenz 1 nicht genügt. 

Beispiel 3. Sei die aufzulösende Congruenz 

s* 1 = — 27 (mod 61)} 
vermöge der Werthe 

s = 2 1 , —27 = 2 4 » 
wird 

2«i* ~ 2" (mod 61), 
woher 

37£ = 48 (mod 60). 

Die Anwendung von Kettenbrüchen giebt folgende Rechnung: 

1111114 

°- I A i i i I 

1 1 2 3 5 8 13 
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und man findet leicht, dass 37£ für £=13 congruent 1 wird, mitbin 

wird es für 

£ = 48.13 = 24 (mod 60) 

congruent 48; zugleich siebt man, dass von allen Zahlen zwischen und 

61 24 der einzige mögliche Werth von £ ist, also folgt 

£ = 24 
und hieraus 

2* = jr = 20 imoi 61), 

die einzige Auflösung, deren die vorgelegte Congruenz fähig ist. 

Beispiel 4. Die gegebene Congruenz sei 

»»* =29 (mod 61); 

man transformirt dieselbe ohne Schwierigkeit in die folgende: 

2 a5 * = 2" (mod 61), 
aus der man wieder 

35£ = 35 {mod 60) 
schliesst. Hieraus wird zunichst 

7£ = 7 (mod 12) 
und, da 7 und 12 relative Primzahlen sind, 

£ = 1 (mod 12). 
Diejenigen Werthe von £ zwischen und 61 (die also nach dem Modul 
61 von einander verschieden sind), welche dieser Congruenz genügen, sind 

|=1 13 25 37 49 
und hieraus erhält man für x die Potenzwerlhe 

2t 2 13 2* 5 2 3T 2 49 , 
oder, wenn man die in der Tabelle verzeichneten kleinsten Reste nimmt: 

x = 2 18 —21 —6 7 (mod 61) 
und in der That hat die untersuchte Congruenz, da 5 der grösste ge- 
meinsame Theiler zwischen 35 und 60 ist, nicht mehr als 5 von einan- 
der verschiedene Wurzeln. 

Zum Schlüsse mögen noch, um dem Anfänger ein angemessenes Ma- 
terial zu bieten, aus dem er sich Beispiele zur Uebung entnehmen mag, 

i 

die Perioden der Beste folgen, welche für den Modul 61 entstehen, wenn 
man die Glieder der Zahlenreihe 

12 3 4 p— 1 

auf die 10 ersten und noch einige andere Potenzen erhebt, namentlich 
zu allen solchen, deren Exponenten Theiler von p — 1 = 60 sind. Es 
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möchte dies um so weniger überflüssig sein, als die Betrachtung einzel- 
ner Perioden zu allerlei Inductionen führen kann, welche mit interessan- 
ten Sätzen zusammenhängen. 
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x* == r (mod 61). 
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Von den Tiden Theoremen, aui welche eine Durchsicht der vorigen 
Tabelle fuhrt, wollen wir wenigstens eins anmerken, dass nämlich, wenn 
q der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen p — 1 und dem Expo- 
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nenten n der betrachteten Potenz von x ist, die auf die qle Potenz bezüg- 
liche Periode aus den nämlichen Restzahlen besteht, aus denen die auf die 
nte Potenz bezügliche Periode sich zusammensetzt, sowie dass, wenn man 
im ersten Falle die auf ein specielles r bezüglichen q Zahlenwerthe von x 
betrachtet, im zweiten Falle immer ein specielles und im Allgemeinen von 
jenem verschiedenes r aufgefunden werden kann, welchem genau dieselben 
Zahlenwerthe von x zugehören. Wir werden später Gelegenheit nehmen 
die Betrachtung dieser Restperioden von einem allgemeineren Gesichtspuncte 
aus wieder aufzunehmen. 

§. 14. 

Theorie der Gongruenz x N = r (mod P), wenn der 
Modul P eine irgendwie zusammengesetzte 

Zahl ist. ^. 

1) Bis jetzt haben wir überall die Voraussetzung gemacht, dass der 
Modul p eine Primzahl ist und es entsteht daher die Frage, wie sich, die 
Theorie der Congruenz 

x n = l (modP) 

gestalten werde, wenn P nicht mehr eine Primzahl, sondern irgend welche 
zusammengesetzte Zahl, etwa 

bezeichnet 

Die Untersuchung nimmt ihren Ausgangspunct naturgemäss von Fer- 
mat's Theoreme, dessen Verallgemeinerung wir in einem früheren Para-r 
graphen bewiesen haben und welches also lautet: 

Wenn P eine irgendwie zusammengesetzte Zahl und 

* r =S'"P=a a - 1 &'-V- 1 .... (a — 1) (6-1) (ci— 1) .... 
die Anzahl der Zahlen bedeutet, welche kleiner als P und 
relative Primzahlen zu P sind, so ist die Congruenz 

#*= 1 (mod P) 
für jeden Werth von x gültig, der mit dem Modul P keinen 
gemeinschaftlichen Factor besitzt. 

Wir werden im Nachfolgenden unter x immer eine Zahl von der 
eben bezeichneten Art (und natürlich kleiner als P; denn wäre sie grösser 
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jbJs Pi so mftsste sie irgend einer relativen Primzahl zu P, die kleiner als 
diese Zahl ist, congruent sein und könnte ohne Weiteres mit dieser ver- 
tauscht werden) verstehen und diese Beschränkung rechtfertigt sich ganz 
von selbst, da ohne sie unsere Congruenz überhaupt keinen ordentlichen 
Sinn haL Denn wenn s und P einen gemeinschaftlichein Faotor hätten, so 
könnte man aus ihr folgern 

j?*=l (tnodm), 
welches widersinnig ist, da die linke Seite den Rest giebt 

Wir entnehmen aus dem Vorhergehenden noch unmittelbar folgende 
Sätze und Erklärungen: 

Wenn für irgend ein bestimmtes x die Congruenz 

afl = 1 (mod P) 
erfüllt wird und zu gleicher Zeit x 4 * die niedrigste Potenz 
von x ist, welche der Einheit congruent wird, so sagt man; 
die Zahl x gehört J/lfHßni Exponenten q und dieser Expo- 



nent q ist immerhin ^heiler von 

■ ■■ ■■*£*■■■* ±&S"P, 

sowife von jedem- EipMcfatfcri n, für welchen man 

$=l\modP) 
hat. 

Wenn die Congruenz 

x n = l (modP) 

für irgend ein bestimmtes ± und für keinen niedrigeren 
Exponenten als n besteht, so nennt man die Zahl x eine 
primitive Wurzel des Moduls P. Die primitive Wurzel von 
P ist mithin eine solche Zahl, welche zu dem Exponenten n 
gehört. 

Wenn eine Zahl X existirt, die zu dem Exponenten q ge- 
hört, so sind die Reste der Potenzen 

1 x x* aft~ l 

nach dem Modul p alle von einander verschieden; sie fallen 
mithin für den Fall, dass x eine primitive Wurzel bezeich- 
net, d.h. wenn q = n ist, mit der Reihe der Zahläft zu- 
sammen: 

1 m' ro" »'" ..... *r— 1, 

welche kleiner als P und relative Primzahlen zu P sind* 
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2) Wir gehen jetzt, um mit der Betrachtung des Einfacheren zu be- 
ginnen, zu dem speciellen Falle über, in welchem der Modul P die Potenz 
irgend einer Primzahl, also von der Form 

ist Die Grösse P wird in diesem Falle 

*r=S'V = (p — l)*^; 

die primitiven Wurzeln, wenn es deren giebt, gehören also zu dem Expo- 
senten (p — l)p* -1 und wenn zu den übrigen Zahlen zwischen 1 und P, 
die relative Primzahlen zu P sind, irgend welche Exponenten gehören — 
und das ist unbedingt nothwendig; denn die Trte Potenz einer solchen Zahl 
giebt 1, also, wenn die rcte Potenz nicht die niedrigste ist, welche diesen 
Rest lässt, so muss es irgend eine andere noch niedrigere Potenz geben, 
welche die genannte Eigenschaft gleichfalls besitzt — so müssen dieselben 
Divisoren von n, also, wenn man unter q einen Theiler von p — 1 und 
unter X eine Zahl versteht, die nicht Aber *~l^sein darf, nothwendig 
die Form 

haben. Um nun die Frage zu erledigen, ob wirklich zu jedem solchen 
Divisor ein oder mehrere Zahlen nach dem Modul P gehören, schicken wir 
folgende einleitende Sätze voraus: 
a) Wenn die Differenz 

durch die nte und keine höhere Potenz von p theilbar ist, 
so ist auch die Differenz 

*«>*+*_ 1 

durch die (n-fA)te und keine höhere Potenz von f ohne 
Rest theilbar. 

Wir beweisen den Satz zunächst für den speciellen Fall A= 1. 

Zu Folge der Voraussetzung ist 

*«>*— l+Xp» 

und swar hierin X auf keinen Fall durch p theilbar, weil sonst p n nicht 
die höchste in unsere Differenz aufgehende Potenz wäre; wir erhalten durch 
Erhebung dieser Gleichung auf die pte Potenz 

( Ä ^) p a= l +f Xp» +p p -=lx*p>» + .... 
oder 
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t 

+ XP- 1 p(P- 1 ) ,l + 1 + JPp**. 
Die rechte Saite dieser Gleichung ist eine Reihe mit lauter ganzzahligen 
Coefficienten. Denn der allgemeine Ausdruck für die. Binomialcoefficien- 
ten der pten Potenz 

L f~l P~^ P — * — 1 

1* 2 • 3 h 

ist immer eine ganze Zahl; mithin wenn p eine ungerade Primzahl und 
daher zu allen Factoren des Nenners eine relative Primzahl ist, ist es 
der Ausdruck 

p— 1 p— 2 p~ h— 1 
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gleichfalls, mit einziger Ausnahme des Falles Ä = p, der dem letzten 
Gliede unserer Reihe entspricht und übrigens von uns auch hier nicht in 
Anspruch genommen *u wehlen braucht. Dies vorausgesetzt sieht man 
sogleich ein, dass tlmmtliehe Glieder, die auf das erste folgen, höhere 
Potenzen von p enthalten, als die (n+l)te, die im ersten Gliede vor- 
kommt; ausgenommen ist nur der Fall j» = l, welcher nicht in Betracht 
kommen kann. Mithin ist die ganze rechte Seite und folgeweise auch 
der Ausdruck links durch p n+l theilbar, aber nicht durch irgend eine 
höhere Potenz von p. Denn dies wurde die Theilbarkeit durch p*+* 
voraussetzen, während doch bei der Division mit dieser Grösse, da X 
eine relative Primzahl zu p ist, nothwendig ein Rest bleiben muss. 

Wenn p der geraden Primzahl 2 gleich ist, so reducirt sich die obige 
Reihe auf ihr erstes und letztes Glied und es haben genau die nämlichen 
Schlussfolgerungen statt, wie wenn p ungerade ist, mit einziger Ausnahme 
des Falles n = 1. Denn alsdann erhalten wir 

XW*+ l —l=:p\X+X 2 ) 

und es wird jedes Mal die rechte Seite durch eine höhere Potenz von 

p = 2, als die zweite tÜeilbar sein müssen und in gleicher Weise daher 

auch die linke, d.h. die betrachtete Differenz. * 

Z. B. Es ist 

7 1 = 1 (mod 2) 

und offenbar die Differenz 7 — 1 durch keine höhere Potenz von 2 als 
die erste theilbar. 
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Bildet man sich hieraus die Congruenz 7 1 .2 1 = 1 (mod 2 1+1 ) oder 

7» = 1 (mod 4), 
so wird dieselbe allerdings befriedigt, aber sie wird zu gleicher Zeit auch 
durch den Modul 16 = 2* befriedigt, so dass man 

7* = 1 (mod 16) 
hat, in dem Sinne, dass die 4te Potenz von 2 die höchste ist, welche 
die Differenz 7* — 1 theilt. Wir wollen, um anzudeuten, dass eine Con- 
gruenz in Bezug auf ihren Modul der eben bezeichneten Nebenbedingung 
unterworfen ist, den Modul in Doppelklammern einschliessen und werden 
die vorhergehende Congruenz dann kurz wie folgt schreiben können: 

7* = 1 ((mod 2 4 )). 
Aus ihr folgt also, wie bewiesen, indem wir ebensowohl den Exponenten 
von 2 1 , wie den des Moduls um 1 erhöhen, 

7* = 7* 1 = 1 ((mod 2«)) 
and in der That giebt 7 4 — 1 = 2400 durch 32 = 2 5 dividirt die unge- 
rade Zahl 75 , d. h. es ist durch keine höhere Potenz von 2 theilbar al* 
die 5te. 

Abo abgesehen von dem Ausnahmefalle 

p .= 2, n « 1 
gilt ganz allgemein der Satz, dass aus der Congruenz 

SP* = 1 ((mod f)) 
die Congruenz 

sw* +l = 1 ((mod p** 1 )) 
folgt. Indem man diesen Satz zu wiederholten Malen anwendet, fol- 
gert man allmählig: 

xw* +2 = 1 ((mod p»+*)), 

ay +3 s 1 ((mod p»**)), 



aflP* +l = 1 ((mod p n + 1 )), 

■ ■ * • 

d.h. der Satz gilt in der von uns ausgesprochenen Allgemeinheit. 
Beispiele. 

8» = 64 = 1 (.(mod 3*)), 

8*. »' = 8« = 262144 = 1 ((mod 3*)), 

8*y«=8"=2 M = 1 ((mod 3«;). 
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Um die letzte Congruenz zu verificiren bemerke man, das» nach l&hler's 

logarithmisch - trigonometrischem Handbuche 

2" = 134217728 
und mithin 

2 54 — 1 = 134217729 . 134217727. 
Der zweite Factor dieses Productes ist durch 3 überhaupt nicht theilbar; 
der erste giebt durch 3* = 81 dividirt den Quotienten 

1657009, 
welcher gleichfalls durch 3 sich nicht weiter theilen lässt. 
b) Umkehrung des vorigen Satzes. 
Wenn die Differenz 

jflP*— 1 
durch die nte und keine höhere Potenz der Primzahl p 
theilbar ist, so ist, in der Voraussetzung, dass die Unglei- 
chungen 

bestehen, die Differenz 

xw*~ l — 1 
durch die (n — A)te und keine höhere Potenz von »theilbar. 

Die Ungleichungen, welche in diesem Satze auftreten, haben den Sinn 
zu verhüten, dass der Exponent ton w oder auch der in dem Modul vor- 
kommende negative ausfalle, weil in diesem Falle unsere Congruenzen 
keine ordentliche Bedeutung mehr haben. 

Zunächst ist ersichtlich, dass man 

&p"~ l = 1 (mod p) 
hat; denn wäre 

.aflP~* S a (mod p) 
und hierbei a von 1 verschieden, so würde durch Erhebung auf die Po- 
tenz p* folgen: 

aw>* = a* 1 (mod p). 
Die linke Seite dieser Congruenz giebt zu Folge der Voraussetzung 1, die 
rechte giebt nach Fermat's Satze 

oP^oP-t.a/""" 1 = J~ l = a^"" 2 = = äP s a; 

mithin würde die widersinnige Congruenz 

1 = a (moi p) 
folgen. 
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um jetzt die höchste Potenz von p zu bestimmen, welche in die Differenz 

ay~ x — 1 

aufgeht, setzen wir dieselbe für den Augenblick gleich p*'j es hat als- 
dann die Congruenz 

statt, aus der nach o) sich sogleich die neue 

a&>* = 1 ((mod p*+*')) 
ergiebt. Zu Folge der Voraussetzung ist mithin 

n = A+>f, also A' = n — X, 
worin unser Satz liegt. 

Beispiel. Zu Folge des letzten Beispieles zu o) hat man 

4 38 =4* 7 = (134217728)* == 1 ((mod 3**;); 

nach unserm Satze folgt hieraus 

4 3 = 1 ({mod &)) 
und hieraus 

4* =~= 1 ((mod 3)) 
und beide Gengruenzen lassen sich mit Leichtigkeit verificiren. 

c) Wenn eine Zahl s zu irgend einem Exponenten #u 

nach dem Modul p" gehört, so ist immer, vorausgesetzt, dass X 

ven versthieden, 

x* 1 S 1 ((mod jp*)) 
oder die Differenz 

«4P — 1 

durch keine höhere Potenz von p als die nte theilbar. 

Setzen wir den vorläufig noch unbekannten Exponenten der höchsten 
Potenz von p, welche unserer Congruenz genügt, gleich n+e, so ha- 
ben wir 

jv* = 1 ((mod f+*)) 
wd die Grösse e entweder grösser oder kleiner oder gleich X: Nun 
kann sie weder grösser, noch gleich sein} denn in beiden Fällen würde 

gemäss V) folgen: 

gfl = 1 ((mod p tt +*~')), 

also, da n+e — X für beide Annahmen nicht unter n betragen kann, je- 
denfalls 

*« -s 1 {moi p») 
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und |es müsste* da s nach der Voraussetzung zu dem Exponenten qpl> 
gehört, q ein Multiplum von qpl sein/ was nicht anders angebt, als wenn 
A=0 ist, ein Fall, den wir ausdrucklich ausgeschlossen haben. Mithin 
ist e nothwendig kleiner als X und dieses vorausgesetzt giebt die Anwen- 
dung von b) 

afip l ~ e = 1 ((mod p*)) ; 
es muss also , wiederum wegen der Voraussetzung gp*— *, ein Vielfaches 
von qp* sein und das ist nicht anders möglich, als wenn man e gleich 
annimmt, aber eben diese Annahme drückt den ausgesprochenen Satz aus. 
Beispiele. Zu dem Exponenten 3 gehören nach dem Modul 9 die 
Zahlen 4 und 7 und in der That sind die Congruenzen 

4* = 64 = 1, 7* = 343 = I ((mod 3 2 )) 
leicht zu verificiren. 

Wenn der Exponent, zu welchem x gehört, ein Theiler 
von p — 1, aber eine relative Primzahl zu p ist, so wird dei* 
Satz gewöhnlich auch gelten, bis auf gewisse feststehende Aus- 
nahmefalle von allgemeinerer Natur — aber, wenn auch nur äusserst 
sparsam gestreut, es kommen doch Fälle vor, in denen er 
seine Gültigkeit verliert. 

So zum Beispiel gehört zu dem Exponenten 3 nach dem Modul 49 

die Zahl 18 und zu dem Exponenten 5 nach dem Modul 11 die Zahlen 

3 und 9 und gleichwohl bestehen im Widerspruche zu unserem Satze die 

Congruenzen 

18* = 1 ((mod V», 

3* = 1 



l 5 Z.\\«n>odll*)), 



welche alle 3 leicht zu verificiren sind. Bei dieser Gelegenheit ergiebt 
sich zugleich, dass 18 auch nach dem Modul 7*= 343 zu dem Exponen- 
ten 3, sowie dass 3 und 9 auch nach m dem Modul 11* = 121 zu dem 
Exponenten 5 gehören. 

Man hat endlich 

14 M = 1 ((mod 29* = 84.1)) 

und trotzdem gehört die Zahl 14 zu dem Exponenten 28; nicht allein etwa 
nach dem Modul 841, sondern auch nach dem Modul 29. Um nachzu- 
weisen, dass 841 die höchste Potenz von 29. ist, welche die Differenz 
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14*«— 1 
theilt, bemerken wir, dass 

14' = 105413505 = 125343 . 841 +41 
und mitbin 

14"— 125343* .841» +82 . 125343 .841 

+2.841 — 1 
oder 

14««+1 = 125343* . 841»+1027828 . 841. 

Da nun 29 in 1027828 nicht aufgeht, sondern den Rest 6 lässt, so ist 

841 die höchste Potenz von 29, welche die Summe 

14"+1 
theilt, und zugleich erhellt, dass die Differenz 

14«* — 1 

überhaupt durch keine Potenz von 29 theilbar ist. Daraus folgt die Con- 

grnenz : 

(14" + 1)(14" — l) = 14* s — 1 = 1 ((moi 29*)). 

Mit diesen wenigen Beispielen sind aber auch alle erschöpft, die sich 
für eine unterhalb der Grenze 1000 befindliche Potenz einer ungeraden 
Primzahl als Modul auftreiben lassen, so dass x zu einem Exponenten, 
der grösser als 2 und relative Primzahl zu p ist, nach diesem Modul p* 
gehört und dennoch p" nicht die höchste Potenz ist, welche die Differenz 

afl—l 
theilt. Das letzte ist besonders bemerkenswert als ein Beleg, wie die 
Zahl x eine primitive Wurzel von_p darstellen kann, ohne dass sie es 
gleichzeitig tür die höheren Potenzen von p zu sein brauche — in der 
Regel wird dies freilich eintreffen. 

Der oben erwähnten Ausnahmefälle von allgemeinerer Natur sind zwei; 

der erste ist die Zahl 1 , welche für jeden Modul zu dem Exponenten 1 

gehört, un4 der zweite ist die Zahl 

-^1 =5 p* — 1 (moi p n ) y 

welche gleichfalls für jeden Modul zu dem Exponenten 2 gehört; denn 

es ist 

(— 1)* = 1 (moi p n ) 

and offenbar die zweite Potenz von — 1 die niedrigste gleich 1. 

Betrachten wir jetzt den Fall 

P = 2, 
in welchem immer 

Schwan, Zahlen -Theorie. Jj 
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gesetzt werden muss, so ist der Ausnahmefall 7,=±=Ö ohne alle wesent- 3 
liehe Bedeutung. Dagegen, and man sieht den Grund bei einer genauen * 
Durchsicht des Beweises, der sich auf die Sätze b) und mittelbar ä) stützt, 
ohne Mühe ein, muss n die Zahl 2 übersteigen und der Salz spricht sich * 
daher, wie folgt, aus: ai 

Wenn n eine Zahl grösser als 2 bezeichnet und die Zahl •* 
x gehört zu dem Exponenten 2 l nach dem Modul 2*, so ist * 
immer 

jt 1 * = 1 ((mod 2»)). 

Nimmt man n = 2, so gehört die Zahl 3 in der That zu dem Expo- i 
nenten 2 ebensowohl nach dem Modul 4, wie nach dem Modul 8: aber 

nur im letzteren Falle ist i, 

3 1 = 1 ((mod 2 8 )). 
Ebenso hat Alan 

5«21 ((mod 2»)), a 

7* = 1 ((mod 2*)), i 

wo die Zahlen $ und 7 zu dem Exponenten 2 gehören respective nach 

dem Modul 8 oder 16. i 

Der Vollständigkeit halber müssen wir noch erörtern, wag eintritt, j 

wenn x zu q gehört, ohne dass p* die höchste Potenz sei, welche die 

Differenz > 

jt«— 1 

theilt. Sei dieser höchste Tbeiler p w + w , so ist { 

s« = 1 ((mod p n +<»)) 

Und es läset sich nachweisen, dass x zu q gehört nach der Reibe der 

Modul: 

p» p*+l p*+2 pH- to 9 

Bezeichnen wir zu dem Zwecke den Divisor von q, zu dem x nach ir- 
gend einem derselben, etwa i> n + v , gehört, vorläufig mit x, so hat man 

s* = 1 (mod p n + v ) 
und hieraus 

x* = 1 {mod f n ). 

Mithin muss, zu Folge der Voraussetzung, x ein Multiplum von q sein; 

nach der Annahme ist es aber zugleich ein Divisor von q. Dies beides 

ist nur so möglich, dass man x=j annimmt. 
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d) Umkehrung des vorigen Satzes. 

Wenn die nie Potenz tod q die höchste ist, welche die 
Differenz 

aew 1 — 1 
theilt, so gehört die Zahl x z-u dem Exponenten^ gp* nach 
dem Modul p\ 

Wir setzen den Exponenten, zu welchem s gehört, gleich xp w , so 

darf man 

xx 4 = q, is) <^ X 

annehmen, weil der Exponent jp* offenbar ein Multiplum des letztgenann- 
ten sein muss. Indem dann gemäss dem vorigen Satze die Congruenz 

s*P w = 1 ((mod p")) 
bestdien muss, kann man nach o) weiter schliessen auf die Congruenz 

x*v k = 1 ((mod p n + l -*>)) 
und hieraus folgt durch Erhebung auf die x'le Potenz und Einsetzung des 
Werthes q für xx' 

&p 1 = 1 (mod p n + 1 —»). 

Damit diese Congruenz nicht im Widerspruche zu der Voraussetzung stehe, 

muss man 

n=n+A — co, d.h. A=a> 

annehmen und unser Satz ist bewiesen. 

Der Beweis passt nicht auf den Fall A=0. Um ihn auch auf diesen 

auszudehnen bemerke man, dass, wenn irgend ein Exponent x 

der Congruenz 

a* = 1 (mod p n ) 

genügt, nothwendig die Congruenz 

a?*P = 1 (mod p"* 1 ) 

bestehen muss. Denn aus der ersten folgt 

<c* = l+Xp», 
also 

x*P— l= - p 1 Xp»+p,X 2 p 2w +.....+XPpP» 

und da die rechte Seite dieser Gleichung durch p ft +* getheilt werden kann, 
so muss dasselbe auch mit der linken Seite statt haben. 

Sei also 

j* == 1 ((mod p")), 

11* 
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so folgt nach a) 

*w = 1 ((mod p»+ ! )) 

und mithin muss nach c) sc zu dem Exponenten qp gehören nach dem 

Modul p** 1 . Wir wollen nun darthun , dass s nach dem Modul p» zu q 

gehört. Wenn es nicht zu q gehört, so muss es zu irgend einem Factor 

x von q gehören, also: 

-. . . x* = 1 (mod p*). 

Hieraus schliesst man zu Folge der eben gemachten Bemerkung: 

x** = 1 (mod p»* 1 ) 

und es musste demgemäss xp ein Multiplum von qp sein, was nicht an- 
geht, da x ein Factor von q sein soll, es sei denn, dass man x=j habe. 

3) Die erörterten Principien enthalten die Fundamente einer Theorie, 
vermöge derer man in den Stand gesetzt wird, die zu den Theilern von 

n=(p — Dp* 
gehörigen Zahlen zu bestimmen vermöge derjenigen Zahlen, welche zu 
den Theilern von p — 1 nach dem Modul p gehören. Indessen ist es 
kurzer sich zuerst eine primitive Wurzel von p % zu berechnen und auf 
deren Betrachtung dann alles Uebrige zurückzuführen, wie es nach Ana- 
logie des Falles n=l möglich sein muss. Dies Geschäft wird ungemein 
vereinfacht, nämlich auf die Bestimmung einer primitiven Wurzel von p* 
zurückgebracht, durch das folgende Theorem: 

Jede primitive Wurzel des Moduls p 2 ist auch eine pri- 
mitive Wurzel des Moduls p n und umgekehrt, jede primitive 
Wurzel des Moduls p* ist eine primitive Wurzel des Moduls 
p 1 (die Zahl p als ungerade vorausgesetzt). 

Der Beweis ist äusserst einfach. Wenn wir unter g eine primitive 
Wurzel von p* verstehen, so ist der zugehörige Exponent 

7T=(P — 1)P 

und es besteht nach c) die Cohgruenz 

g(P-»P ~ i ({ m od p*)). 
Mithin folgt nach o) 

gip-DP*- 1 == l ((mod p«)) 

und es muss daher nach d) g nach dem Modul p* zu dem Exponenten 
(P — l)?"' 1 gehören , d. h. eine primitive Wurzel von p» sein. 
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Der Beweis für die Umkehrung ist eben so leicht. Aus der Congruenz 

folgt vermöge des Satzes b unter voriger Nummer 

/FT**« 1 «modp*)) 
und hieraus, wieder durch Anwendung von d), dass g eine primitive Wur- 
zel von p* ist. 

Es ist jetzt zu zeigen, wie man unter allen Umständen mindestens 
eine primitive Wurzel des Moduls p a finden kann. - 

Sei irgend eine der zup gehörigen primitiven Wurzeln j; dann wird 
in der Regel die Differenz 

nicht durch p s theilbar sein; es ist mithin 

gP-i = 1 ((mod p)), 
daraus folgt aber nach dein Satze a) der vorigen Nummer, dass 

g(p-»P = l ((mod p*)) 
und mithin muss g auch eine primitive Wurzel von p* sein, gemäss dem, 
Theoreme d). 

Sollte aber, was nur selten eintritt, die erwähnte Differenz durch 
p* theilbar sein, so setze man ; 

g' = g+hp, 

wo A irgend eine durch p nicht theilbare Zahl bezeichnet und bilde die 
Potenzgleichung 

+ + (P — l^-iA^P'- 1 , 

so erhellt durch Betrachtung der rechten Seite , dass die linke Seite ein- 
mal durch p theilbar ist und dann, dass sie durch keine höhere Potenz 
?on p als die erste getheilt werden kann. Das Erste ist unmittelbar klar, 
da 0*~ l — 1 nach der Voraussetzung sogar durch p* theilbar ist, alle an- 
deren Glieder der Reihe aber p als Factor enthalten. Das zweite findet 
statt, weil alle Glieder der Reihe ersichtlich p* oder noch höhere Poten- 
zeo von p als Theiler haben mit einziger Ausnahme des zweiten Gliedes 

(P— l)iS p -*ÄP, 
welches, da g und h relative Primzahlen zu p sind, nur durch die erste 

Potenz von p aufgeht. Mithin bleibt wegen desselben bei der Division 

mit p s ein Rest. 
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Da hiernach die Cengruenz 

j'p-i = 1 ((mod p)) 
besieht, so folgt nach dem Satze a) der vorigen Nummer 

9 '(r-i)P s 1 ((mod p*)) 
und es muss nach d) die Zahl 

9 4 = g+hp 
eine primitive Würze] des Moduls p* sein. 

Fassen wir die Resultate unserer Entwicklung zusammen, so haben 
wir das folgende Theorem: 

Wenn g irgend eine primitive Wurzel von p ist, so ist 
es im Allgemeinen auch eine primitive Wurzel von p 1 , näm- 
lich wenn man gleichzeitig ' 

f-*Sl ((med p)) 
hat; wird dagegen diese Congruenz in dem angedeuteten 
Nebensinne nicht befriedigt, so ist, wenn h irgend eine 

der Zahlen 

12 3 4 p — 1 

bezeichnet, die primitive Wurzel von p s irgend eine Zahl 

von der Form 

g'—g+hp. 

Beispiel 1. Es sei 

p = 13, p»=I69. 
Die primitiven Wurzeln von 13 sind bekanntlich 

2 6 7 11 

und man hat: 

2 1 *— 1= (2 6 — 1) (2*+l) -63.65. 
6»*— 1=: (6*— 1) (6 6 +l)=46655. 13.3589, 
7 1J — 1= (7*— 1) (7 6 +l) = 117648. 13.9050 
11«— l»(ll«-r-l)(ll«+l) = 1771560.13.136274; 
mitbin geht. in keine der genannten Differenzen 13* auf und es sind da- 
her die untersuchten Zahlen sämmtlich primitive Wurzeln von 169« 

Beispiel 2. Eine primitive Wurzel von 29 ist +14 und es ist, 
wie wir früher erkannt haben, 

14* 8 = 1 ((md 29 2 )) } 
mithin gehört +14 nach dem Modul 

p* = 841 
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zu dem Exponenten 28 und ist keine primitive Würze) von 841. Um 
eine solche zu finden, setze man 

N $'«+14+29/1. 
und gebe dem h nach und nach alle Werthe von 1 bis p — 1=28. Da* 
durch findet man folgende beiden Reihen primitiver Wurzeln: 

48 72 101 826, 

15 44 73 798. 

Um z.B. den Nachweis zu fähren, dass 15 eine primitive Wurzel von 

842 ist, bemerke man» dass nach dem Canon frithmeticus 

15 ?= 2" (mod 841) 
und mithin die Potenz 

15* _- i5«ss = 2 ,7,m = 2 ,0f61 
ist Sondert man hier die Vielfachen von , 

*r=;812 
ab, so bleibt 

n 

15» == 2 m 
und dies ist, wie aus der angezeigten Tabelle folgt, 

= — 1 (mod 841). 

« 

Wenn nun eine kleinere Zahl x als n zu 15 gehört, so ist klar, dass 

- 
eine der Potenzen , 

1 15 1 15* 15* 15*- 1 

nothwendig den Rest — 1 lassen muss, denn die Fortsetzung der Reihe 

giebt keine neuen Reste und einmal, wie wir gesehen haben, kommt man 

auf eine solche Potenz, nämlich 

n 
15» =—1 (mod 841). 

Offenbar kann diese Potenz keine andere ?ein als 15» und es ist daher 

15* s — 1 (mod «41). 
Da nun x ein Divisor von n sein muss, so folgt, wenn die beiden letzt- 

genannten Gongruenzen einander nicht widerstreiten sollen, dass der 

Quotient 

•=* 

x 
ungerade ist; denn wäre er gerade, so gäbe die letzte Congmen^ djircb 
Erhebung auf die x'te Potenz 
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15» = +1 (mod 841). 

Also wird umgekehrt x unter den Quotienten sich befinden, welche ent- 
stehen, wenn man n durch alle möglichen ufigeraden Divisoren, die es 
hat, dividirt. Deren sind nun nicht mehr als folgende vier: 

7.29 =±203, 29, 7, 1, 
und ihi^en entsprechen die Quotienten: 

4 28 11« 812. 
Der letzte giebt offenbar 1 nach dem verallgemcSnehen Lehrsatze von 
Fermat, die drei andern geben zu Folge der Tabelle bezüglich 

15* = 2* - 2 * =2*°» = 165, 
15J8 ~2**'M =2 1 « § = 784, 
15ü6 = 2 i16 * 21 =2 3 * 8IX+ * 16 = 2 §li = 571. ' 

Andere Exponenten, welche eine Potenz von 15 gleich 1 machen könn- 
ten und zugleich kleiner als n wären, existiren nicht, also ist 15 eine 
primitive Wurzel von 841. 

Auf die beschriebene Art ist man immer in den Stand gesetzt we- 
nigstens eine primitive Wurzel von p* und dem zu Folge auch von p* mit 
leichter Mühe zu erhalten. Ist aber eine solche, die wir, wie gewöhnlich 
mit g bezeichnen, bekannt und man bildet. sich die auf die Reihe der 
Pptenzen 

1 9 g* g* g n ~ l 

bezügliche Restperiode, so kommen, in vollkommener Analogie mit dem 
Falle, wo der Modul die erste Potenz von p war, die sämmtlichen 
zu einem Exponenten 

gehörigen Zahlen mit den Resten aller solchen Potenzen 
von g überein, deren Exponenten' kleiner als die Anzahl n 
und mit ihr zum grösstetf gemeinschaftlichen Theiler die 
Zahl 

. Q i p 

haben. Es gehören mithin soviele Zahlen x zu dem Expo- 
nenten Q, als relative Primzahlen, die kleiner als er sind, 
existiren. 
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Sei m irgend eine relative Primzahl zu Q und kleiner als Q , so ist 
mQf der entsprechende Exponent, der mit st den grössten gemeinsohaft- 
Hchen Theiler Qf besitzt und wir sollen dafthun, dass der Rest der Potenz 

zu dem Exponenten Q gehört In der That ist zunächst 

(g m Q')Q = (f*W = gi* 7 * = 1 (mod p n ) 
und es muss nur noch gezeigt werden, dass keine niedrigere Potenz, von' 
g*V der Einheit gleich wird. Ware * der zu g mQ - gehörige Exponent, 

so folgte 

(pWy=sf»(r = 1 (mod tf) 

und es ergäbe sich, da g zu n gehört, dass mtQf ein Vielfaches von 

n = QQ* sein müsste. Dies setzte voraus , dass wx durch Q theilbar 

wäre, welches, da x ein Factor von Q und m relative Primzahl zu Q ist 

nicht anders möglich ist, als indem man x = annimmt. Also gehört 

die Potenz g mQ$ zu dem Exponenten Q. 

Um den zweiten Theil unseres Satzes zu beweisen, bemerke man zu- 
nächst, dass alle solche Potenzen g mQ ' von einander verschieden ausfallen 
— denn sie sind unter den (n — 1) ersten Potenzen von g enthalten, 
welche einander alle incongrufent sind — und dann , dass jede Zahl, 
welche zu Q gehört, nothwendig eine Potenz von der Form g m ®' sein 
muss. Denn könnte z. B. gt 1 zu Q gehören und dennoch Q* nicht der 
grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen fi und n sein, so wäre fi 
kein Multiplum von <?'. Dieses muss es aber nothwendig sein , denn 
wenn die Congruenz 

(g^ß°^gf*Q = 1 (mod f) 
besteht, so folgt, dass fxQ ein Vielfaches von 

* = (?<?' 
ist, und dieses setzt fi als ein Vielfaches von Q' voraus. Also können 
nur soviele und nicht mehr zu Q gehörige Zahlen existiren, als es Zahlen 
w<0 und relative Primzahlen zu Q giebt. 

Um ein geeignetes Uebungsmaterial zu bieten, mögen die Resultate 
für die ersten Potenzen der Zahl 3 , sowie für die zweite Potenz von 5 

9 * 

und 7 folgen: 
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p» = 9 


1 


1 


2 


— 1 


3 


4 —2 


6 


2—4 
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p» = 27 




1 


1 




2 


—1 




3 


10 —8 




6 


8 —10 
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4 7 13 


—11 — 


18 


2 5 11 


—13 — 



q | p* = 3« = 81 



1 
2 
3 
6 
9 
18 

27 
54 



1 
— 1 

28 -26 
26 —28 
10 19 37 —35 —17 —8 

8 17 35 —37 —19 —10 

4 7 13 16 22 25 
—38 —32 —29 —23 —20 —14 

2 5 11 14 20 23 
-40 —34 —31 —25 —22 —16 

q | p* = 25 



31 
-11 

29 
13 



34 

—5 

32 

—7 



40 
—2 

38 
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1 




2 


—1 




4 


7 —7 




5 


6 11 


—9 —4 


10 


4 9 


—11 —6 


20 


2 3 


8 12 —12 —8 —3 —2 



Mr a= 



49 



1 
2 
3 
6 
7 

14 
21 
42 



1 
— 1 

18 —19 

19 —18 

8 15 22 —20 —13 —6 
6 13 20 —22 —15 —8 

2 4 9 11 16 23 —24 - 

3 5 10 12 17 24 —23 - 



17 —12 —10 —5 —3 
16 —11 —9 —4 —2 
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Die gewonnen*!» Resultate können noch tuf den Fell übertragen wer. 
den, wo der Modul die doppelte Potenz irgend einer unge- 
raden Primzahl wird, also 

Man erhält für diese Annahme 

*r = S'"P = (p— l)p-i, 
also dieselben Exponenten za betrachten, wie wenn der Modul nur p 
enthielte* 

Die Uebertragung vermittelt sich vermöge des Theoremes: 
Jede ungerad-e Zahl, die zu dem Exponenten 

< Q = qp l 
nach dem Modul p» gehört, gehört zu dem nämlichen Expo- 
nenten auch nach dem Modul 2p*, und die Summe einer ge- 
raden Zahl, die zu dem Exponenten 

<? = »* 
nach dem Modul p* gehört, mit diesem Modul +p» liefert 

eine Zahl, die zu dem nämlichen Exponenten nach dem Mo- 
dul 2p» gehört. • 

Sei zunächst x eine ungerade Zahl, so ist 

afi = 1 (mod p») 
und gleichzeitig 

*Q = 1 (mod 2), 

mithin, da die Modul 2 und p» relative Primzahlen zu einander sind, zu 

Folge des 5ten Satzes in §. 4 

x<* = 1 (mod 2p»). 

Wenn also x Q erweislich die niedrigste Potenz von x ist, die zum Reste 

1 lässt, so gehört x zu Q. Dies muss nun mit Notwendigkeit statt ha* 

ben; denn wäre die niedrigste Potenz die xte, so dass 

x* = 1 (mod 2p»), x<<? 
wäre, so folgte 

xx = 1 (mod p*), 

d.h. es gäbe eine niedrigere Potenz ü* als die niedrigste wß, welche 
nach dem Modul p* der Einheit gleich würde. 

Sei ferner Jt eine gerade Zahl, so ist 

x Hhp* = x (mod p») 

ä 
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und es gehört mitbin auch #Hh p» zu dem Exponenten Q 9 mithin ist 

und gleichzeitig, weil *+_?* eine ungerade Zahl ist, 

(*±P";° = 1 (»od 2); 
aus diesen beiden Congruenzen ergiebt sich 

(jr + p» ; = 1 (nod 2p») 

und es lässt sich nun ähnlich, wie vorher, darthun, dass (a?Hhp»)ö die 
niedrigste der Einheit congruente Potenz von JT jfp n ist. Also gehört 
jr + p* zu dem Exponenten Q nach dem Modul 2p*. 

Dieses vorausgesetzt lässt sich, mag nun P die Form p* oder 2p» 
haben, der nämliche Satz beweisen, der für die erste Potenz von p als 
Modul bereits bewiesen ist, nämlich: 

Wenn x zu dem Exponenten Q nach dem Modul 

P = p», 2p» 

gehört und man bildet sich die Zahlenreihe 

1 m' m" m'" Q— 1, 

welche alle relativen Primzahlen zu Q unterhalb dieser 
Zahl enthält, so sind die sämmtlichen diesem Exponenten 
zugehörigen Zahlen den Potenzen 

x s* x m " x*'" aß- 1 

nach dem Modul P congruent. 

Es besteht ferner in beiden Fällen das schöne Theorem, dass, 
wenn g eine primitive Wurzel des Moduls Pbezeichnet, d;ie 
Reste der Potenzen 

1 9 9* 9* 9* 9 n ~~ l 

alle unter einander verschieden sind und mit den re- 
lativen Primzahlen zu P, die kleiner als P sind, überein- 
kommen. 

Die Beweise können wir, da sie keine neuen Gesichtspuncte dar- 
bieten, fuglich übergehen. Dagegen durfte es nicht unzweckmässig sein, 
einige auf den Modul 2p» bezugliche durchgeführte Beispiele folgen zu 
lassen: 
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1 


2p» =18 


1 


1 


2 


—1 


3 


7 —5 


6 


5 —7 



fj 2p*- 54 




1 


1 




2 


—1 


• 


3 


19 —17 




6 


17 —19 




» 9 


7 13 25 


—23 — 


18 


5 11 23 


—25 — 



5 

-7 



4 | 


2p* = 50 








1 


• 

1 








2 


—1 









4 


7 —7 . 

• 








5 


11 21 —19 


—9 






10 


9 19 —21 


—11 






20 


3 13 17 


23 —23 


—17 - 


-13 



—3 

Schliesslich müssen wir Doch den speciellen Fall 

P = 2» 
erörtern. Hier tritt nun der bemerkenswerte Umstand ein, dass das 
Fermat'sche Theorem eine wesentliche Modification erfährt. Ehe wir die- 
selbe herleiten, schicken wir die Bemerkung voraus, dass wir von den 

beiden Fällen 

P = 2,2* 

gänzlich absehen und mithin n immer grösser als 2 aonehmen. Dadurch 

gewinnen wir den Vorthcii, dass wir alle einleitenden Sätze der vorigen 

Nummer ohne Einschränkung anwenden können und also der speciellen 

Erwähnung bedeutungsloser Ausnahmefälle überhoben bleiben. 

Indem wir unter x eine beliebige ungerade Zahl verstehen, muss es 

nothwendig entweder von der Form 

4Ä+1 
oder von der Form 

4h— 1 
sein; wir erhalten demgemäss 

jr*= 16Ä* + 8A+1 
und erkennen, dass das Quadrat jeder ungeraden Zahl mindestens durch 
2* theilbar sei. Daher ist allgemein 

x 1 = 1 (mod V). 
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Nun folgt nach der Schlassbemerimng , die wir in ^er vorigen Num 
mer gemacht haben, dass, wenn 

x* = \ (mod !>*), 
hieraus nothwendig 

x** = 1 (mod p"+ ! ) 
folge. Indem wir diesen Satz auf die soeben erhaltene Congruenz an- 
wenden, folgt aHmählig 

x* 2 = 1 (mod 2*), 

x* z 5= 1 (mod 2 5 ), 



x 1 *-* S 1 (mod 2») 
und das Theorem von Fermat heisst daher für P=2*, wie folgt: 

Wenn der Modul irgend eine beliebige die zweite über- 
steigende Potenz von 2 und x eine beliebige ungerade Zahl 
ist, so besteht immer die Congruenz: 

s*~* s 1 (mod 2»). , 
Wir werden daher jetzt, der Analogie halber, wenn keine niedrigere 
Polens von x der Einheit gleich wird, dieselbe eine primitive Wurzel 
von 2* nennen, und können auch, wie man sich ohne Muhe überzeugt, 
alle solche Exponenten, zu denen irgend welche x gehören, als Divisoren 
von 2" p ~* 2 ansehen. 

Betrachten wir x unter einer der beiden Formen: 

4Ä+1, 4Ä— 1, 
so dass wir darin Ä als eine ungerade Zahl voraussetzen, so ist offenbar 

a>* 3 1 ((mod 2 1 )); , 
mithin nach dem Satze ä) der vorigen Nummer 

0*-'=! 1 ((mod 2")), 
also, zu Folge des Satzes d) in derselben Nummer, gehört ü tu dem 
Exponenten 2*~~ 2 . Bedenken wir jetzt, dass, wenn man in 4A+1 für h 
die allgemeine Zahlform 2k +1 einsetzt, unter der alle ungeraden Zahlen 

stehen, man respective 

8fc+* = 8*+8 — 3, 8*— 3 

erbttt, so kann man jetzt das Theorem aussprechen: 

Alle Zahlen von. der Fo?m 8Jt + 3 sind primitive Wurzeln 

von 2". ' i ' ■ ■ 
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Indem man die noch übrigen .bleibenden Zahlen, die notbwendig eine der 

beiden Formen 

84+1, 9*-l 

baben müssen, betrachtet, kommt man durch Induction leicht auf fol- 
gendes allgemeinere Theorem: All 6 Zahlen der Form 

2*A±1 
gehören, unter der Voraussetzung, dass k nur ungerade 
Zahlenwer^he anzeigt, nach dem Modul 2" zu dem Exponen- 
ten 2 n - A . 

Es ist nämlich, wenn man 

** = (2*A+1)* = 2* x h*+2 x + l h+l 
setzt, unter der Voraussetzung ungerader Zatilenwerthe h ersichtlich 

** = 1 ((mod 2 l + 1 )), t 

mithin folgt nach a) 

oder einfacher 

und es muss also x zu dem Exponenten 2»—* gehören. 

Wenn g eine beliebige primitive Wurzel von 2* ist und man bildet 
sich die Reihe der Potenzen 

1 9 g 1 9' g*~\ 

so weiss man, dass die Reste alle verschieden ausfallen; aber sie kom- 
men nicht mehr, wie in den früheren Fällen, mit der Heilte 
der sämmtlichen Zahlen überein, welche relative Primzah- 
len zu 2* und kleiner als 2". sind: dazu reicht ihre Anzahl nicht 
aus , denn dieselbe ist 

2*-* = 1 S'"2\ 

Man kann aber die Zahlform, unter der diese Reste stehen, zum Voraus 
bcstkunen. Die primitive WuneJ g nämlich ist notbwendig Ton der Form 

hieraus folgt: 

«*• =t (SA)*; + (2n), (8*)*»-» . 3 + + (2n), 8A . 3*»-» + 8»«, 

g*+i = (8A)*+» + (2n+l),(8A)*.3 + +(2»+l) 1 8A.3*+3*»+» 

oder da alle geraden Potenzen Ton 3 durch 8 getheHt die Zähl 1 tütn Rest 
lasse* und folgeweise alle ungeraden Potenzen die Zahl 3 zum Reste haben ; 
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. 0*=8ff+l, 
a*H-»=8ff+3. 
Demgemäss, wenn die primitive Wurzel g die Form 8A+3 hat, so sind 
die Glieder der Restperiode die sämmllichen ungeraden Zahlen , bis zur 
Grenze 2*, welche von der Form 

i 

8ff+l, 8JJ+3 

sind; dagegen wenn die primitive Wurzel von der Form 8A — 3 ist, so 

sind die Glieder der Restperiode aller ungeraden Zahlen von der Form 

. 8H+1, 8JT-3; 
die Form 

8JT— 1 

mithin kann unter den Resten keinesfalls vorkommen. 

' B eispiele: 



8 



9| 16 



vi 



32 



1 

2 



1 
— 1 3 



1 

3 2 

4 

64 



— 1 7 —7 
3 5-5-3 



1 


1 




2 


—1 15 —15 


• 


3 


7 9 -9 ^7 


■ j 




3 5 11 13 —13 - 


-11 —5 -3 



1 


1 


2 


— 1 31 —31 


4 


15 17 —17 —15 


8 


7 9 23 25 -25 —23 -9 —7 


16 


3 5 11 13 19 21 27 29 —29- 



—27 —21 —19 —13 —11—5—3 

4) Was nun die Auflösung der allgemeinen Congruenz 

x N = r (mod P= p», 2p n ), 
wo r natürlich eine relative Primzahl zu P bezeichnet, anbetrifft, so gel- 
ten hier, bis auf das Detail der Beweise selbst, genau die n&mJicben 
Principien, wie in dem besonderen Falle, den wir im vorhergehenden Fa- 
ragraphen weitläufig erörtert haben. Wir begnügen uns daher um so 
mehr mit einer Recapitulation, da einzelne Puncte demungeachtet auch in 
den nachfolgenden Entwidmungen ihre Begründung finden. 

Wenn N eine relative Primzahl zu 7t ist, so hat die Gon- 
gruenz eine reelle Wurzel und sonatkeine anderen, cimlich 
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'.« = r» (niod P), 
wo %, indem q den zu r nach dem Modul gehörigen Expo- 
nenten bezeichnet, durch die Congruenz 

..> * ■ '. • ■ NxS 1 (mod q) '- ' : ' 

sich bestimmt. 

Wenn dagegen N und n keine relativen Primzahlen zu 
einander sind, sondern die Zahl Q zum grössten gemein- 
schaftlichen Theiler haben, so existirep, wenn die Gönn 
gruenz anderp möglich ist, Q von einander verschiedene * 
Lösungen und sonst keine anderen. Die Möglichkeit der 
Congruenz hängt davon ab,. ob a einliest oder Nichlrest der 
Qten Potenz sein kann; sie ist demgemäss möglich, wenn 
die Bedipguugscongruenz ../>.; 
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■■«ftl 



r m Q'—iQ'= 1 (mofi P) 
erfüllt wird und unmöglich, wenn dieselbe nicht erfüllt wird. 

Ihre Möglichkeit vorausgesetzt lässt sich die vorge- 
legte Congruenz immer auf eine solche Congruenz 

yQ = r (mod P) 

•■ . . . ■ • • 

zurückführen, in welcher Q ein Factor von n ist; denn die Q 
Lösungen der letzteren nach y liefern uns die Q Congruenizen 

. • ■ • afi' = X Q S y (Mod P), ■ . ■■ - - ■■■■:: : " 
deren Auflösung nach x die sfimmtlichen möglichen Wureela unserer ver- 
gegebenen Congruenz giebt. m ;.>/ 
. Betrachten wir mithin jetzt die speoielle Congruenz 

:,: j:0"=r (mod P); ; ' ;I '- : " ■■ ■ •■ "' 3 

aufweiche wir in jedem einzelnen Falle schliesslich zur öckkoiömeri * sei 
beruh! ihre Lösung auf dem Theoreme, dass, wenn man sich die' 
Reihe der Potenzen » 

• ' 1 **<* m"9 m"' Q (P— 1)° • 

bildet (wo die Zahlen < > ; : > 

1 ml m" ..... P—h 
wie gewöhnlich alle unterhalb der Grenze P liegenden relativen Primzahl 
lea zu P bezeichnen)/ sich deren Reste in Q' Gruppen iu je Q 
Zahlqn vertheilen, so dass die Repte r einer je^en Gruppe 

Schwärt, Zahlen» Theorie. 12 
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gleich, die ihnen entsprechenden Zahlen m dagegen ver- 
schieden sind. • , im . 

Die Art der Verknüpfung, Welche Zwischen deri Zahlen 
und deri bezüglichen Resten eintritt», wird durch das Zusam- 
menbestehen der beiden Congruenzen :^< 

rO* ^ lf ■ i: * : '' 

aus gesprochen, in defr Tbat geben die Q' von einafmler verschiedenen 
Lösubgen der letzteren hach r die Q 1 von einander ver*diietfeneä ' "Con- 
gruencen » • 

£0 3 r' r w f /rf/ .; W> (md P) 

und diese nach x aufgelöst liefern Q.Qf ton einander terselriM^ie 'Zah~ 
lenwerthe von x, die offenbar mit der Reibe der relative* Pritttefalen zu 
P bis zu dieser Grenze hin zusammenfallen. 

\ m \ • ' \ 

Da die beiden eben erwähnten Congruenzen wohl nothweqdig zusam- 
men bestehen, aber nicht die eine aus der andern ihre Ablei- 
tuftg findet, so liegt hierin die Unmöglichkeit, dass die Auflösung der 
einen ein reeller Gewinn für die Auflösung der anderen ist. Also kann 
die Auflösung der Congruenz 

xO = r (mod P) 

« .■■*.• ** 

, . . -. . . ■ . . . .* » » 

nicht mit strenger Notwendigkeit auf den speciellen Fall 
r = 1 zurückgeführt werden und tue Berechnung der diesem Falle 
entsprechend Tatette» oreicht noch nibbt für dib Lösung ckr ^allgemeineö 
Aufgabe aus. 

Um aller Versnobe überhebe*» au 9ein (immer vorausgesetzt dae* der 
Canon arithmeticus nicht zur Verfügung steht), müssen hiernach noch Ta- 
bellen Einzutreten, die eich auf die verschiedenen: ($ möglichen Wcrlhe 
'der Grösse r beziehen und. aus denen man. in jedem enttetaen -.falle- die 
dem betrachteten r entsprechenden Werlhe von a? entnehtneto kaeo:^: 

Diese Tabellen gestatten eine doppelte Abkürzung, einmal nach der Seite 
der x hin, die sie enthalten müssen und dann nach der Seite der fflheiler'von 

atf welche sie üch g» fegriehen höben. ! 

Rteksicbtljdi der y brauchen Dicht alle Wefthe dter Gtoi», St 
niqh aorf Hein e^ttieN** w bea4be*>, atlflgeföfcrt m wrtfläi, %6üMvf to ^ 

. ■ . ■■ " 1 _• .V - « - • ■ 
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nfigt ein einziger» Wevth. Ist nämlich ein solcher Wert|i B, so ist / 

: '" ' ' '* = Ä (roitf *)■•• 

eine Wurzel der Congruenz 

*Q ^trUfnod P)' 

und, wenn h eine zu nach dem Modul P gehörige Zahl bezeichnet, so 

werden die sämmtllcfien ; Wurzeln dargestellt durch die Reihe der Con- 

gfüenzen : * J,/! ' ' ' "' - ': ' ''■ - ; -''" •"" ; ' " ." 

» " : ' * s « JtA Äfc* ...;... ää^ 1 {mod P>. '* 

Rücksichtlich der brMJrebäi nur strich* TheHftr 1 ton rt berfttteich«- 
tigt zu werden, welche absolute Primzahlen sind., 

Denti sei ö'eifle zusammengesetzte Zähl, etwa 

* . Q*=a a b? & .... 

so können die Reste, Welche die (?te Potenz möglicher 
Weise lassen kann, immer aus den Rädted berechnet wer- 
den, welche* respectiVe die äte", ftte, cte .... Potenz lassen. 
¥Rt Verden diese Behauptung beweisen, indem wir von' den einfacheren 
Fällen zu den Zusammengesetzten aafstfeigefn und dabei noch einige ' nütz- 
liche Bemerkungen, welche frühere Entwidmungen ergänzen, zu machen 
Gelegenheit findefn. 

a) Vermöge der Tabellen, ttefcftie am Schlüsse des torige* Paragrt- ; 
pheb fflr die Refikef ! fehiiger Potenzen nach -dem Modul 61 irafgestettt *ind, 
kommt man zu dem Schlüsse, das*, wenn wir die Reste zweier Poten- 
zen, von denen der Exponent der «raten «in TheHer ist von dem- Expo- 
nenten der zweiten, mit einander vergleichen, die Resle der zweiten Po- 
tenz sich sämmtlich unter den Resten der ersten Potenz, vorfinden". 

So z.B. erhält man für die Exponenten 2, 4, 6, 9, 10, 12 fragende 
Restperioden : 

;. : .V.^r.GMMJ,., . ;,. ' ■ 



» = 2 r,:= +1 +3 +4 +5 ±9 +12+13 +14 +15 +16 +19 +20 +22 fto +«7 



n=4 r = +1 —3 —4 —5 +9 +12+14 —14 +r5 +16 —19 +20 +22 +25 —27 



n=6 r =+1 +3 : +9 


■' 4-ib - ,!V +2? 


•=8 r = +1 —3—4 -5 +0 +12 +13 —14 +15 +16 - 


-1» +80 +22 +26 —27 


«f*l*.| T-«jtf . ■...'.d l ?.± 1 4. . 


. ■ : "■ ..... , ' "i 



12* 
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Seien. die Exponenten der beided betrachte ten'Pottimp^mpective a 
und am und die ihnen zugehörigen Reste respective r und (>> so sind die 
beiden Congruenzen .-<.;.• 

^ = j (rootf P) 

immer möglich^ welche speciellen Restzahlen f /Unter r und () auch ver- 
standen werden mögen. Bemerken wir nun, dass die Potenz x* noth- 
rfendig irgend einer der Zahlen von 1 bi» jP* — l. copgruent sein muss und 

sei dijpe Zahl £, sofol&t die dritte, (Coagruen^ .-...« ( ; ., . ■ : 

welche auf die ate Potenz erhoben und , dann, mit dpjr dritten ver- 
glichen uns 

i lii : • ■ ■».■». \ p ' i ^ \ . . 'i ::' . . . ■./«.•'!» 

liefert, d.h. der, Rest g.ist auch ein Rest der aten Potenz, wie zu he- 
weisen >var. Zugleich erhellt, dass. dieser ^ Satz; unabhängigen der |\a- 
Sffi^.;*8 d |*!,'* « at /;. w ^.i^ r . iD1 Beweise ^odt f gei|(kt)|itt r ifara% 

u-^-th ;Wenn QAß1i&T&ß*lß gemfti,njsha3f,tU€hp i;ftc|ii^r;jzwi- 
schen den beiden Exponenten N und n ist, so kat ,(Jjö #*£ 
PojteMjtJiestfibejft gjsstp, wie di* <?t,<fc :: .„;• . , .'.... ■...•■• » 
( ^Z.ß,(ür 4iei5, 35, 3 und :9t* Pojtgnz erbfttt uian folgende Ifaet*: 

a* = r (morf &I). 



:••'* '; •: •■■•■ •- r. ■ ;■■ ,»* =£•-«»• /Wn*!- fllN • ■'• ;»:■■■. * »■■;. in. 



4**P«I 



B|^tiPMMB^pMH4fn*|««MM«^M«pM«a<»MpiM|l 



n = 5 



■ H l 



n = 35 



r = l 11 13 14 21 29 ; ^-29 ~21 —14 — 1* ^11 ^1 



*"..»/■ ,\u-i. t v „ .') ;.'-.> , .;>:. '■ '■■;! ■; lltfi.. ' ii . : -. ;. ■ > 



*nr<>, ■ I . \ r ^ ^ ^ *8 l " : +"tf" - "+" P ll "4-2W" : +S» l! +rf4 ■+*7" >28. 

n=9 I — — — — — — — — ... . _ 

Der Satz folgt unmittelbar ^aus dfer v vorangehenden Bemerkung, dass 
ctoe Congruenz t , , i . , 

..." ; -^ ■•:. . . .«^.= *• («off)..- 
nur dann möglich ist, wenn gleichzeitig die Bedingungscongruenz 

TT 

.'-:-:-: fr ' =* r* = 1 (w& 1») ■ * l 

besteht, d.h. jeder Rest r der Men Potenz muss eine Wurzel dieser 

■ • 

ltiteten CongrueM sein. Dieselbe Bedingungseougruenz Ott aber auch «r- 
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forderlich v damit die Congruenz 

' x° = r (mod P) 

Bestand habe: mithin bekommen wir dieselben Zahlen, die wir als Rest 

■ • • i 

der IVten Potenz' bekommen haben, auch als Rest der (Heri Potenz.' 



Zugleich ist in dem Vorhergehenden die Methode angegeben, vermöge 
deren man von den Lösungen der zuletzt genannten Congruenz zu den 
Lösungen unserer Ausgangscongruenz gelangen kann, d.h. vermöge deren 
man von dem Zahlenwerthe für x, Welche r als Rest der Qien Potenz 
geben, man zu denjenigen Zahlenwertberi von x kommt, welche eben 
dieses r als Rest der iVten Potenz geben. 

c) Wenn a* irgend einen beliebigen Theiler von tc be- 
zeichnet, so lässt sich die Congruenz 

x a "=r (n>odP) 
vom* (a")ten ;Grade auf # Congruenzen vom aten Grade zu- 
rückführen. ; : : J H....: 

Man setze der Reihe nach die Congruenzen vom aten Grade 

Ä («-l)=£(«-2)* -. ■ 
Ä («-2)= Ä («-3)« 



r* 
• • • • • • ■ 



(mod P) 



R'" = R" a 

R" =«"» 

R' =R a 
Dies giebt zusammen a verschiedene Congruenzen und wenn sie sämmt* 
lieh möglich sind, so folgt durch allmählige Substitution 

(mod P) 



""•i 



* . .. .!• . — " : 



■i- i .; 



i. • > n -fc r •; 



• . ■ * 



unde* springt in die Augpa, 4»p r. ; . :i , ( i:- . >•, 
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a? = Ä (modF) :il . r . ■ . 
eine Lösung der vorgelegten Congruenz sein muss. 

Diese Folgerung ist indessen nur dann zwingend, wenn die obigen 

Congruenzen alle möglich sind, d.h. wenn die a Bedindungscongruenzen 



' . ■ 



»■■ 



»•• =1 .- . .'.. 


" f ' 


n 


• 

. !■ r.i.; i-:*; 


3» * 


• i 

i' ■ • 


* ' ' ' • (MOdf)': 


\% v '-. . 



1 • » 



jr« =1 • ' . 

■K 

i 

aBe ziigteith eriüllt werden. Dieselben sind zu Folge der urtprfingfich ge- 
setzten Congruenzen identisch mit den folgenden: 






tfia— 2) a a» = r^ = 1 



(mod F) 



a a~- 3 ** * 



jßw •*"""* 


' = tf" ' = i 


Ä a-r2 » 


n 


a ■ 


s r° s.l. 


««e-iji 


n 


ß' 


_ a a | 



und diesen geschieht sämmtlich Genüge, sobald die letzte erfüllt wird; 
denn aus dieser lassen sich alle vorhergehenden durch angemessene Po- 
tenzirungen ableiten. Nun geschieht .der letzten wirklich Genüge; denn 
wir haben die Grösse r als einen Rest der a*ten Potenz angenommen, also 
ist das Nämliche mit allen vorhergehenden der Fall, d. h. die obigen a Hülfc- 
congruenzen sind ohne Ausnahme möglich. ' 

Das System der a Hülfscongruenzen vom oten Grade ist der Ausgangs- 
congruenz vom a'ten Grajje vollkommen ttütMh; darum feiOM m stmmt* 
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bebe «** Wur^lUffer letzteren liefern. In der That bekommen wir afl- 

mählig a Werthe für jede der Grössen 

4- jt(«-l) Ä («-2) Ä («-3) _ Ä " Ä < j, 

und -es erbellt, cfass, wenn diese Werthe alle für die je^es Mal qachfyjgen- 
den Congruenzen' i&Anspru€b gei^ommea wer^n, sie schliesslich a* Werthe 
4er Gixjsse j£ zusapuneppetzen. 

Beispiel. Man soll di$ Restperiode der 8ten Potenz be- 
stimmen in Bezug auf den Modul 73. 

Die quadratischen Reste vertheilen sich wie folgt: 



r 




X 


1 

r 


■x | 


r 1 




X 


r 1 


X 


1 


1 


.,_ l 


18 


23 —23 


—36 


'16 


-lö 


— 16 


35 -35 


2 


32 


—32 


19 


26 —26 


—35 


29 


—29 


—12 


34 -34 


3 


21 


—21 


23 


,13 ^-18 


—32 


25 


-25 


— 9 


8—8 


4 


2 


— 2 


24 


30 —30 


—27 


22 


-22 


— 8 


24 —24 





M 


—15 


25 


5—5 


-25 


11 


—11 


— 6 


33 —33 


8 


9 


— 9 


27 


10 —10 


—24 


7 


- 7 


— 4 


19 —19 


9 


3 


^3 


32 


18 —18 


—23 


14 


-14 


— 3 


17 —17 


12 


31 


—31 


35 


20 —20 


-10 


28 


-28 


— 2 


12 — l&t 


16 


4 


— 4 


36 


6—6 


-18 


36 


—36 


— 1 


27 —27 



' Um nun dfe.sfcmntfieltfp freien zu erhalten, welche Regfe d«r 8t*ü> 
Potenz sein können, muss man die Bedingungscongruenz { 

P~! - 



i« 



r - ^r«.=i 1 (toorf 73) 
sieb auflösen. Die kleinste der zu dem Exponenten 9 gehörigen Zahl** ist 
3; jnitfwn sind dio tfmmUicben Lösungen der letzten Congruenz oder, wa* 
dasselbe ißt, die Reste, der. 8ten Potenz den Potenzen 

1 2 2 2 8 8 2 4 2* 2* 2 1 2 8 
Ctmept; sie bilden also djer Reihe der Zahlen 
' ! r = 1 2 4 8 16 32 —9 —18 —36. 

Um nun die Zahtenwerthe von * zu finden,, welche, einen speciellen 
Rest r geben,' bat man nach einander die 3 Congruenzen 



R 



m 



Ä" £= Ä'» (m4 73) 

Ar die verschiedenen Zahlenyyerthe von r aufzulösen. M[au übersieht bald, 
a&fr die Auflösung sieh jedes Mal geradezu aus der verstehenden Tabelle 






— Iftt — 

ablesen lasst .und kann das Geschäft der Auflösung in folgender Ueberskht 
sich zusammenstellen: , ■ . . . * ».■'.' 






' T 






i_ 



a 



!' 



A I .-—1 I 



JI— .11 271-27 

+r _ 



■■rri't 



-i 



^7 
—27 



10 
—10 

8 



-22 



— 3 ? , ] t , .$ : :i,l:-, —2- 



181—18 25—25 , 321—32 



23 
—23 



36 
—36 



3 



IT 



-4Ü-^1I— I 



tsTSs 



is)*^ 



25 



12|H12 



31 
—31 



34 
—34 



I 



Ä" 



9 



—9 



Ä' 



x=R = 



| 3| — 3 j ,;.8|-^8 

21i 17 



■*' i 



—211—17 
—9 



9 
—9 



24 
—24 



16 | . 32 



'-^-4 



2| -r-2j< l» p-19 
321, 12| 26 



W 



"=38~~ 



!■ ;B3H28(':' 361—36 



—32 



a t- 



10. 



-12-26 
-18 



28 13! 14 



6 



16 



—28-13—141 — 6—16 
... I ' i-36 



a^fial _ 



■8 —8 

9 —9 24|—24 

~1 



—8 



30 
-^30 



36 | — 36 



6| — 6 | 16 | —16 

35 



i ■ ■:«-*• 



, 16 : | —16 

?lj-j.4c 3S|-35 

*^ "'-■" 2? 

—29 



2 
—2 



19 
-19 



2,0, 
—20 



• l -• 



15' 33J 4 
—7 — 151 — 83J —4 -f 35 

-, d) Aus ^ dem Sajze a) ergiebt sich sogleich»; da$s, .wenn ein Expo- 

lieht sich irgtadwie zusammensetzt, also 

"" "- ■ ' Q = a a i>P & .... l l 

die fteste tter (Heh Poteöfc nothwendig mit denjenigen Resten der auf die 

» 

Exponenten 



.« 



b? & 



bezüglichen Potenzen zusammenfallen müssen, welche allen diesen ver- 
£Hchi$dftaeD Restirfeiben gemeinschaftlich sind. AI* Beispiele wollen wir 
\?ied er einige auf den Modul 61 bezügliche Restperioden betrachten und 
zwar wählen wir die Potenzeti x\ d?*, jr*y #*, jt 6 , x i$ , « t2 , » u . 

• # n = r (mod 61). 



n 



= 2 



r= +r +3 +4 +5 



+9 



+12 +13 +14+15 



-*4_ 



■n-f 



n=== 3 



r= +1 +3 

il ... i ■ --HZ ÜL 



+8 +9 +11 



JU. 



n = 5 



r= +1 



+11 ±13 ±14 



n = 6 



r=. +1 +3 



+9 



» = 4 



r= +1 -3 -4 -9 



+9 



+12 +13 -14 +15 



TTT" 



n = 10 



r= +1 



SÄT 



^*- 






.» ■»' 



T* 



■ t i ■■ h. 



"r= +1 --3 



+o 



+13 +14 



r=s +1 



+11 



4*a«riMflM(M«*« 



■•«•^■«B 
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w = 2 



n=3 



»=5 



N=6 



n=4 



n = 10 



»=12 



m**»—> 



r= +16^-19" +20 



+22 



*** 



+25+27 



+rr 



. t. 



r = 



+20 



»j 1 1 



i > i ii 



+23 ±24, +27 ±28 , 



r= 



±21 



• i ±2» 



r = 



+20 



+27 



r= +16 -19 +20 



+22 • 



+25 -27 



4bi 



r= +20 , -27 

Schon hieraus lässt sich rermiithen, dass jede Congruenz vom 
Qten Grade (Q ist natürlich ein. Factor von n) sich auf so viele 
Hülfscongruenzen, deren Gradexponenten respective 

a a i? <? ...... l l 

sind, zurückführen lasse, als überhaupt von einander ver- 
schiedötie Primfactoren in ß hineingehen. 

:■.'■'•■■:.■■!■■■■.; : ; -\ >* ■ ! ' ! : •*• ■ •■' : .. ■■■ . ! 1; -''i ' ." 

Bilden wir uns, um diese Vermuthung zu rechtfertigen, das System 
der Hülfscongruenzen: 

A a " = r 

2^5=4 



>. 



C« y = B 



(*d<* - P), 



• . . . • 



I ,A '=** 






so lässt sich darthun, dass dasselbe der gegebenen Gongruenz ' 

r iQs^^ST'tilioii P) "i\ 
als v^ommen gleic^Uend lietraiBUe(/^eir.;.^rr v ..b ^r JTJia^ Wgf^ 
durch aUfPihüge Substitution jeder Hül(s<\Qfigfu^nz in i .^ie > nacfefol|gen^e: ir 

ßa*bß ' ssä r ; 

■ ./.■ ' ■:..-.■, ■■•.«»; • («mi f) • 



i 



■' \ 



>. • 



',!■» i : .: 



t • r • 

': ;> i > i • • • '*'» v 



•! - . .. j. 



;• ^ •- ^ 



■.. • •» 



« i-i; üf i/-.'. 
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ablesen lässt und kann das Geschäft de- 
sich zusammenstellen: 



'd, so ist 



R" 



R' 



x = R = 



— 1 



+ 1 
-1 



1|- l|__27|-27 



3 



ung ist erfüllt, 



27 
—27 



10 
—10 

8 



22 
—22 



1 



fi" 
"Ä*~ 



9 



—9 



x~R = 



3| -3 [ 8| : 
17 



21 

—21;— 17 



9 
—9 



I 



—9 



R" | 



R' 



»Sfi = 



9! —9| 



3 
—3 



8! 
— f> 



.•ii dasselbe listt sich vermöge der 



d) Aus dem 
nent sich irgend« 

die Reste der ' 
Exponenten 

bezüglichen 
schiedenei 
wieder r 
zwar w 



Mtlgt umschreiben: 



n 



= 1 



3 1** hß = 1 



üa 



bf- 



n 



B 



V* 



^r 



o^iV 



s 1 



K 






. • ■ 1 * ■ 

~ <! in dieser Form erkennt man die einielnen Congruenzen sämmtlich 



n - 



-als Potenten der letzten Gongriienz , die man auch schreiben kann 



v 



r<> = 1 (md P), 

und diese muss Gültigkeit haben , weil sonst r kein Rest der 0ten Po- 
tenz und die vorgelegte Coogroew widersprechend wäre. 

Die Rechnung ist ohne alle Schwierigkeit und ihr Gang, beispiels- 
weise für die 12te und 30te Potenz durchgeführt, wird aus folgender 
schematischer Darstellung erhellen , frei welcher , die den verschiedenen 
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<» zweite», drittes, vierten und fünften Pot^z sugebörigen Msti 

*stabelle von §. 13 entnommen sind: 

- +1 —3 +9 +20 —27 (mod 61). 



■ ■in 



+i 



—ii — i 



11 21 
29 



- i || ■! . H l * 

14 —13 
—1 



—3 



1 ■ ' - ■ ■ ■ • - - 



L 20 
-27 



24 | .-24. 
8 1018—10 



—18 



•&■ 



+9 



_/ 



—27 



-8 



i 19 22 —19 
—22 



28 —26 



+20 



—20 

J2T^T$ 

— 12 : 

t ■ 



3 | 28 



4 5 

—9 



23 —17 
—6 



-28 I — f 



617 
-23 



9^5 
—4 



r 




—27 




A 


9 | 23 |—23| —9 


x = B 


16 20 
25 


-30 —24 

—7 


.7 24 
30 


[—25 —20 
-16 



s 30 3 : 1 (mod 61). 



A 



B 



xZZC 



. i. 



+ 1 



+ 1 



*ki»J 



1 9 20 
—27—3 



n i m it i ■ i« iiii ii» ■» ■ ■ i 

12 25—1913 1516 



— I 



■ i ii ■ ■ T i fl lt ! ■ 



5—22—16 
—15—13 



—13 

414 fo 
—25 —12 



-W 



—1 

3 27 -ä& 



—14—4 22—5 
«) Auf den vorhergehenden Erftrterangeft beruht eine Methode, die 

1,1» . , m v i # 

primitiven Wurzeln eines Moduls und überhaupt die irgend einem Expo- 
nenten zugehörigen Zahlen zu finden , welche dadurch bemetfkenswerth 
ist, dass sie gletchmäasig die Fälle 

,P==p, fr 2j>» • ■:■•■/ 

umfasst. 

; ; Bezeichnen wir irgendeinen Theüer von it mit Q* sbtzfttr, rnä gewöhnlich. 



■/;:;. ■.■■ '■ 



nmQV 



und bilden uns alle diejenigen Vielfachen von Q' , welche in ti aufgeben, 

• »■■.-• * 

sowie die Reste der Potenzen, welche diesen Vielfachen entsprechend 

dann geböten alle diejenigen Zahlen der ersten Restreihe, 

wtfleft* fn ifen folgenden nicht torkon>raen, nach dein Mirdul 

P zu dem Exponenten Q. .::'?> 

Der Reweis ist -sehr einfach. Da ein Boldher übrig gebliebener Rest 

r. in der ersten Reifcf* enthalten tet und in dön übrigen fehlt, 'so fet ey 

ein Rest der O'ten Potenz und keidbkr bohren, deren Exponent ein Viel- 



ftctas von Q' Ast. Itarius folgt, !dass er ; nothwöndig äet Bediigkngecoit 
gruenz ..•'... ::"itv: • :'•• . ' » ■' ' : ivn. !—:■... .-i j,!« -.■> 



* „■ .. 



»r- »•■■■.■•>.■ .1-- *■ . . . » * . *«- . _ 1 1 ■■■ ■ T. "■ f ■ ■ 

? < l ' ^ 

Genüge leistet und gleichzeitig* kein Exponent existirt, der, ein Thfciler 
von Q uqd Heiner als dies? Zahl, die zugehörige Polen» von r der Ein- 
hei| congruent machen könnte. Denn wäre ein solcher EgponenR, -etwa 

— möglich, se wurde folgen, dass r ein Rest -de* j m- )=(m(^)ten Po- 

ienz.wäre, was nach der Voraussetzung qpztriäasig. bt. , 

Sachen wir 2. B. die dem Exponenten 20 nach Sem i Modul 2$ ztige^ 
hörigen Zahlen, d.h. die primitiven Wurzeln von 25, se ist 

P=5«, TT = 20, <?' = 1, 0*=2O'. 
und die Vielfachen . von Q\ die in Betracht lomtAf», sind zunächst die 
sämmtlichen Theiler von 20 , also : 

12 4 5 ! 10 20; 
da aber die Reste der 4ten, lOten und 20ten Potenz auf jeden Fall in 
denen der zweiten Potenz mit vorkommen, so brauchen wir nur die Bieste 
der ersten; zweiten und fünften Potenz zu untersuchen. »Diese Reste und 
folgende: . ; . V.: ,-; 

,,, • f*.s.±l +2 ±$ .+4 ; ±e,±7 ±8-.±9 ±11 ±J# ... 
..-•' .r\=>.±l ■■ • .,..±A ti ±t- ■ ■■■■■ • ±»-;±li .,.?.- ,, ■:,, 

Die Reste der ersten Reihe, die in der zweiten und, dr^ten .Reite nicht 

±2 Ü'+7 is . .i . tl . f 

ubd man bekommt also, wenn man die 'kleinsten' positiven (Zahlen niinmt, 

in Uebereinstimmurig mit den früheren Resultaten, folgende primitiven 

Wurzeln:. • > ■■ 

2 3, 7., 8 17 18 22 : g3, M .. 

Um auch; ein Beispiel für den Modql 2p n 291 haben,, v^len . wir , ,dje 
zir dem Exponenten 10 nach dem Modul 50 gehörigen Zihlien u*a he- 
rechnen« Man hat alsdann <■ <:;>v.<;. 1 .■;•■!' ;- 

und die Vielfachen von ■ •#; die in 20 aufgehen, sind: M ■■ :> ni . 

2, 4, 10* 20fr , -o-i -i' % \\) ■•,.. im ; ; ,.;. 



vorkommen, sind:« / . ,<, 



. . . •* r i 



• all 



• ' ! 



IM , 



— 18» — 

da indessen .dife Rest« der 20ten Potenz zugleich ResA der MUei Potent 
sind und also; wegen derselben in der ersten Reihe keine Reste atuxu^ 
»chliessen sind y. die nicht bereits ausgeschlossen wären, so brauchen itit 
Hes di* zweite, vierte und xehntfe Polens su betrachten«. Die Reihe den 
Zahlen;. Ton denen wir die genannten Potenzen aus su. bilden haben-, ist* 

±1 ±3 ±7 +9 +11 ±18 +17+J9 ±21 ±2S »■■: 

und wir bekommen durch allmählige Potenzirung leicht folgende Reste : 

""■ ''* = ±i'±a +11 ±19+21 ' ' •■"; 

r* = +1 —9 +11 —19 +21 . 

• ■ 

' r»= +1 . i 

Die gesuchten Zahlen, die zu dem Exponenten 10 nach dem Modul 50 

gehören, sind mkhip: 

9 19 —21 —11. 

Mit den vorstehenden Erörterungen ist der Beweis geliefert, dass 

jede Congruehz von der Form 

xQ = r {mod P), 

derep Exponent ein zusammengesetzter Theiler von n ist, sich immer 

auf eine beschränkte Anzahl solcher Congruenzen zurückführen lässt* der 

ren Exponenten einfache Primfactoren von n sind. Wie wir wissen kommt 

man immer auf eine Congruenz solcher Art zurück , wenn man die allge- 

meinere Congruenz 

af* = r (mod P), ir ' ! l; 

wo P eine der drei Formen . ' 

jp, p* 1 , 2p* 

hat, auflösen soll. Mithin erhellt, dass unser allgemeines Problem, wenn 

es 1 in jedem einzelnen Falle ohne Probiren und vermittelst strenger Me- f 

thode gelöst werden soll, im Allgemeinen folgende Daten als aus irgend 

welchen Tabellen entnehmbar. voraussetzt: 

A) Wenigstens eine, am passendsten die. kleinste, pri- 
mitive Wurzel des Moduls P> sowie z« jedem Theiler von 
n wenig/Mens ßine ihm zugehörige Zahl. i:) ... , ,. .,.;,. - 

B) Die Reste rjeder solchen Po^eju,; deren Exponent 
ein Primfactor von n ist, und zu jedem Reste wenigstens 
einen Zahlenwerth der Crosse x, durch welche er er- 
zeugt wi*'d. •■■■- J -' :[i '' : -'■'■' '' ■" : - : ' :! ■•■ ? ■■ " : - ?u 



m . ; I* Crelfe'» ttlta tttaal aagefthrter eh^clopÄdi&cWröfersttlkmg.der 
Zftbientheorie befindet sich eine sokhe Tabelle für «He Priraablen yoa 
3 bis 101 und zwar geht dieselbe über die angegebene 'Beschränkung 
hiwaä*, ifadet* zu jedem Exponenten salte zagehftrigen Zabten und Hu je* 
dfcm .Restex alle zugehörigen Wettbe Von dr veraeichntt si#d- Aber Jta* 
gegen haben die Modul von der Form : ; 

keine Berücksichtigung gefunden, während doch wenigstens für die erstere 
Form dies sehr wünschenswerth sein dürfte* 

! ■ ■ ■ l 

5) Wir müssen, um alle möglichen Fälle zu erschöpfen, noch einen 
Fall der Congruenz 

besonders betrachten, dies ist der Fall 

und diese Untersuchung wird nicht schwer fallen , wjenn wir auf die am 
Schlüsse von Nr. 3 befindlichen diesen Fall betreffenden Erörterungen 
Bezug nehmen. 

Zunächst können wir unmittelbar der allgemeinen Betrachtung folgen- 
den Satz entnehmen, dessen Beweis durch die Natur des jetzigen Moduls 
nicht wesentlich modificirt wird: 

a) Wenn N eine ungerade Zahl ist, so hat die Con- 

gruenz 

>'=> (mod 2»)' 

nur eine einzige Auflösung, welche, indem 

den zu r gehörigen Exponenten bezeichnet, vermöge d$r 

beiden Congruenzen 

N % = 1 (mod q) 

x = r* (mod SP*) 
sich bestimmt. 

Wenn Htogegtin tf eine gerade Zahl und die Zahl q**H* der grösate 
gemeinschaftliche Theiler zwischen n und N tot, so 'bring* ttrta die ge- 
gebene Gengrütinfc auf« die Fertti 



4 1 - ' 



I . ■• . 



• *r 



,■ i 



,(*«)* = r (»wä 2») 
und es erhellt, da - nach der Voraussetzung ungerade sein.mvss, dass 



■-■ M - 

dietfclbe ^ada-MDiper naoh afi «infe, *te %ir : gtfeefgt IMbett, tefetltnmbafti 
Auflösung und sonst keine ftöhr bat; möge 4ie&ibe ■ l,,,: 3 

x«^f (mod 2*.) , 
sein, so ist diese letzte Congruenz mit de* gegebenen vollkommen identisch. 

Beginnen wir mit dem einfachsten Falte '"- ,; '• - ; il :i J « *»' :! ' 

afl = 1 (iHtod 2 n ),' 
in welchem $»l j^fcotmwen w*rd> so isft evident, dfftfs d'itsfcf Ctttf^ 
graenz alle Zahlenwertbe jr genügen, müssen, welche zu 
dem Exponenten q oder zu einem nie'dfi'ge.rch E'fc'pöriferiVäti 
gehören und sonst kein* fiü*br. Die übrig bleibenden ungeraden 
Zahlen von 1 bis 2* $iq4 dadurch ausgeschlossen y dösa sie ör«t w hö^ 
heren Potenzen der Einheit gleich wrdeö., 

llpa al$o,[<üft tomW säpamdicber Wursefa au finden*: missen *k, wi« 
vor diej 4?zity *WT;W irgeiad einti* Eipaaenten gehörigen Zahlen kentert* 
Nun wissen wpn, z# deip foponäntefi 2P"~* »gehören. aüe.ZaWen toi* iM 



Vi 



,.....,;.., ■■;!•.■■!"....:. :2fÄ+l;^ t • :jü.:'. /. i\ 

mithin haben die s?u d^m JEJxponjBpten ,2* gelririgea.Zabfeq.dift Form 

wo für h .«Jpf .tyeiba nach . djjö ungeraden Zahlen • . . : , i ;,•»!, i 

13 5 7 9 ..... 2* — 1 
einzusetzen sind; weiter darf man flicht gfc&eoj denq schon für 

erhielte man eine ungerade Zahl, die grösser. ! ab i2*i und itgtnd «iner 
früheren congruent wäre. Hierdurch^ bekommen wir 2*~~ 1 Paare von 
Zahlen, also überhaupt %* fahleu, die dem Exp^efHen 2* jzagphöreito 
Dies Raisonaement ist nur für die beiden Eälle . ,;. s ; ■ ,,. , . ^ 

• J , • ■ 'tili» .•.!•■ ■ . -i~ :^r^ •• . : . ' >-. '• • r - 

ungültig. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass, wenn x=0, 1 die 
einzige Zahl ist, welche zu dem "Exponenten 1 gehört, dagegen, . wenn 
x = l, 3 Zahlen, namhch: 

-l, 2»-m-i,2^-1. ' :> J ' |r " : 

Hiernach ist die Anzahl der sämmtlichen Wurzeln der Congruenz, 
welche uns zuletzt beschäftigte, 

l+3+2H2H2M^.....i+2 A Ä l-fU+2+2 l + +2*) 



I ■ 



; «• • 

« ■ • ■ . 



- w -- 

o,der, T»eno wir. :dje J>ek»nnt* ; .Sumnenformei für. eine geometsiscbe Pro- 
gression anwenden, deren Anfapgftglied und i Endglied gegeben sind, 

2^+1 — 1 i,. 
= 1+ «_ T =2* +1 . 

Seien dieselben alle in der fteaba •. ..•<!; »...i •- i> 

$tytha)teq» ^pj.siad, die Wurzeln der allgemeiMcea Csttgäieni 
„ . # = ? M>), -.!■ 

ywn eine demselben, Qtvva 

ac ■. s £T (mo<f 2^) < . . 

bekamt ist, jsammtlich in der (2^+ l )gliedrigen Reihe 

ff ff*' HA" ff*'" — J5T 

inbegriffen» Denn es kann ohne Schwierigkeit gezeigt werden, eben so- 
wtyt* daas jedes Glied der vorgelegte» Gongratena genügt; als ancb, dass 
k«ip*><*on ibinfen allen' Terschiedöne Zähl exisifre, Vob der dös Gleiche 
gilt« Mithin können wir jetzt folgendes Theorem aussprechen : 

6) Wenn 2* der grösste gemeinschaftliche Theiler zwi- 
schen N nnd^ = 2^ ijtj-so^ft't di ! e Ctfnfci'tteüi : * 

x N £ r (mod 2 n ) 
identisch mit dem System der beiden Ccrtgruenzett: ' 

JL . .' ■■" 

/ ■ _ ^ ^^ 

c) Die Gong:ruenz 

**i=r £ (M0J 2 Ä ), • 

wofern sie überhaupt möglich ist, hat 2^+' 1 tfisungen, welche 

■ ■ ■ ■ ■ ' t ■ ■ ■ 

sämmtlich erhalten Werden, Weh n man' eine willkürliche 

darunter mit den 2 x ^~ l Lösungen der Congruenz 

'-' " ■ >* = 1 (mod 2») ' " 

durch Mnltiplication zusammensetzt. • 

Beispiel« Es sei die Congruenz 

[x t2 = — i5 {mod 32)., . : ;i 

gegeben^ Man schreibe dieselbe sich um, wie folgt. . : ». i; .\ ■ 

, (*«)* = — 15 " ...._...* . t . ■ 
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und löse sie nach x* vermittelst der Hülfscongruenzen 

3* = 1 (mod 2) 

a?« = (—15)* (mod 32) 
auf* Dadurch wird die gegebene Congruenz auf die folgende mit ihr 
gleichgeltende zurückgebracht: 

x* = — 15 (mod 32), 
von der eine Auflösung durch Probiren gleich 11 gefunden wird. Diese 
Lösung multiplicire man mit den sämmtlichen Lösungen 

§ = ±1 ±7 ±9 ±19 
der Congruenz 

£• = 1 (mod 32), 

so ergeben sich die sämmtlichen gesuchten Wurzelwerthe x, nämlich 

* = ±11 ±13 ±15 ±5 
oder, wenn man nach d& Grösse ordnet: 

5 11 13 15 17 19 21 27. 
In obiger Theorie ist noch ein Mangel. Indem sie schliesslich voraus* 
setzt, dass wenigstens eine Wurzel der vorgelegten Congruenz durch Ver- 
suche bestimmt werde, sagt sie nichts davon, in wiefern dies Probiren 
überhaupt Aussicht auf Erfolg habe. Hier gilt nun im theilweisen Wi- 
derspruche zur allgemeinen Theorie der folgende Satz: 
Wenn die Congruenz 

x 1 = q (mod 2*) 
möglich ist, muss nothwendig die Congruenz 

n 
? 2* — p *-A-2 = i (mo< j 2 ») 

bestehen und es können daher nur solche Zahlen, welche 
der letztgenannten Congruenz genügen, Reste der (2*)ten 
Potenz sein; aber es ist umgekehrt nicht unbedingt noth- 
wendig, dass jede solche Zahl ein Rest der (2*)ten Potenz 
ist, sondern unter den 2 tt "~"*~~* Lösungen der zuletzt er- 
wähnten Potenz sind nur die Hälfte Reste und die übrig 
bleibenden Nichtreste. 

Der erste Theil dieses Satzes beweist sich ohne Zuziehung eigen- 
thümlicher Betrachtungen. Was die Umkehrung anbetrifft, so kann man 
wieder ohne alle Schwierigkeit den Nachweis führen , dass , wenn man in 

Schwan, Zahlen- Theorie, J3 



i 
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den Ausdruck 

für x nach und nach die Zahlen der (2P~ ^gliedrigen Reihe 

13 5 7 2»— 1 

substituirt, man 

verschiedene Reste und jedem Reste 2*+ ! verschiedene Zah- 
lenwerthe des x als entsprechend bekommt. Nun sind alle 
diese Resle unter den (2 n ~^"" 1 ) Lösungen der Congruenz 

enthalten; also besteht offenbar die eine Hälfte dieser Lösungen aus lau- 
ter Resten, die andere aus lauter Nichtresten der (2*)ten Potenz. 

Was die Unterscheidung derjenigen Wurqyp, welche Reste, von den- 
jenigen, welche Nicbtreste sind, betrifft, so kann man zunächst bemer- 
ken, das» die Gesammtmenge der Wurzeln offenbar die Anordnung in 
^^ Gruppen zu je 2 Zahlen der Form 

+Q, —Q 
gestattet und dass immer eine unter diesen beiden Zahlen ein Rest, die 
andere ein Nichtrest ist. Wären nämlich beide zu gleicher Zeit Reste, so 
beständen für irgend welche bestimmbare x und y die Cengruenzen 

(mod 2*) 

und aus ihnen folgte durch Subtraction 

jr 1 *— y 1 * = 2q (mod 2"), 
dso, wofern man, wie wir im Folgenden immer thun wollen, * >3 
annimmt. 

s^— y* = 2q (mod 4). 
Nun ist die linke Seite dieser Congruenz theilbar durch s* — y % (denn l 
ist immer eine von verschiedene positive Zahl) und, da or.und y un- 
gerade, mithin s 1 — y % ein Vielfaches von 4 ist, darum auch theilbar 
durch 4, d.h. 

s* X —y^ = (mod 4). 
Die Vergleichung dieser beiden Congruenzen liefert: 

2? s 4 [mod 4) 



X 2 






— 


e 


K 






V 


== ' 
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also 

q = 2 (mod 2), 

d. h. q müsste eine gerade Zahl sein , welches sich im Widerspruche zu 

seiner Bestimmung befindet. Mithin können die Zahlen +q und — ff 

nicht beide Reste sein. 

Ebensowenig können sie beide Nichtreste sein. Denn in diesem Falle 
wurden noch (2 n ~*~~ 2 — 1) Paare von Wurzeln übrig bleiben upd darun- 
ter könnten sämmtliche 2 n ~~*~ 2 Reste nur so enthalten sein, dass wie- 
der die Zahlen "wenigstens einer Gruppe beide Reste wären. Wir kämen 
also auf denselben Widerspruch wie vorhin. 

Wir bemerken weiter, dass man die Wurzeln, wenn man +1 qnff 
— 1 ftiisschliesst (von denen +1 ein Rest, — 1 ein Nichtrest ist), auch 
noch in einer anderen Weise gruppiren kann, nämlich so, daqf iipmer j? 
zwei Wurzeln von der Form 

2*i+l, 2*fr- 1 
als zusammengehörige betrachtet werden. Die verschiedenen Werthe, 
welche hier h annehmen kann, sind 

Ä=l 3 5 7 .... 2 n ~*— 1 
und die verschiedenen Werthe, deren x fähig ist: 

xsan— 1 n— 2 n — 3 .... A+2. 
Es gilt nun wieder der nämliche Satz, wie früher, dass die Zahlen je 
einer Gruppe zu gleicher Zeit beide weder Reste noch Nichtreste sein 
können. 

Sie können zunächst nicht beide Reste sein; denn dann wären die 
Gengruenzen - - 

y* s 2*A-1 
möglich und es würde durch Addition folgen: 

x ll +y %k = 2*- 1 * (mod 2*), 

was nicht angeht, weil x, y, h ungerade Zahlen und folgeweise die linke 
Seiije <ler Congru&nj: gerade, die rechte dagegen ungerade ausftllt. — 
Dass J)eidp Zahlen zu gleicher Zjeit nicht Nichtreste sein können, U*gt 

so wio $b«n vorher nachweisen» 

Wir sprechen die gewonnenen Resultate in folgendem Theoreme tos : 

13» 
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Je zwei zusammengehörige Wurzeln der Bedingungs- 
congruenz 

? *-*-* = i ( mod 2»), 

die entweder die Form 

+?> —Q 
oder die Form 

2*4+1 f 2*h— 1 
haben, können nicht zugleich weder Reste noch Nichtreste 
der (2*)ten Potenz sein. 

Dieser Satz reicht zwar nicht aus, um ohne alle Versuche diejenigen 
Wurzeln, welche Reste sind, von denen, die Nichtreste sind, zu sondern; 
aber er beschränkt immerhin die Anzahl der Versuche bedeutend und fin- 
det daher die nützlichste Anwendung bei der Bestimmung von Potenz- 
resten nach dem Modul 2*. Wir werden weiter unten Gelegenheit haben 
die Art der Anwendung an einem Beispiele zu zeigen. 

6) Betrachten wir endlich die Congruenz 

Ax N = R (mod P), 
wo A und R relative Primzahlen zu P und P einen willkürlich zusam- 
mengesetzten Modul bezeichnet, so lässt sich immer vermöge Autlösung 

der Congruenz 

A(i = 1 (mod P) 

ein Factor fi von der Beschaffenheit bestimmen, dass, wenn man die ge- 
gebene Congruenz mit ihm multiplicirt und darauf die Vielfachen von P 
abstreift, dieselbe auf die Form 

x N = r (mod P) 
kommt. Wenn dieser Congruenz irgend welche Zahlenwerthe von x Ge- 
nüge leisten, so muss gleichzeitig das System der Congruenzen 

x** = r (mod a«) 
x* = r (mod h?) 
aF = r (mod c^) 



befriedigt werden und umgekehrt, wenn dies System von Congruenzen 

gleichzeitig besteht, so folgt aus ihm, da die Grössen a", tf 9 & 

^^jjta^Primzablen unter einander sind, die gegebene Congruenz. Indem 
^^^^^%gMannten Congruenzen auflösen, erhalten wir Ausdrücke von 
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der Form 

x = q' (mod a«) 

x = q" (mod b?) 

x = q'" (mod &) 

und die Aufgabe ist mithin auf das bereits früher behandelte Problem 
zurückgebracht: Eine Zahl zu bestimmen, welche durch gegebene Divi- 
soren dividirt gegebene Reste lässt. Sei die Anzahl der q respeclive n', 

n", n'", , so sind n'n'V" von einander verschiedene Combi- 

nationen der Reste q\ q", q 4 " , möglich und eben so gross ist die 

Zahl der Lösungen, welche die gegebene Congruenz nach dem Modul P 
zulässt. 

Indem wir näher auf das Detail der Ausführung eingehen, hat man 
zunächst nach §. 8 die Hülfscongruenzen 

m'bP&i* ^ 1 (mod a n ) 

m u a a ^d 6 = 1 (mod b?) 

m'"a n btd* = 1 (mod &) 



aufzulösen und die daraus folgenden kleinsten Werthe von m\ m", m'".... 
einzusetzen in den Ausdruck 

q = Q'm'bt&d* +Q"m"a"&dfi +Q'"m'"a a bl'd* ....+.... (mod JP). 

Die Congruenz 

x = q (mod P) 

repräsentirt alsdann, indem man in den Ausdruck für q sich alle nur 

möglichen Werthe lür Q 4 y q", q"\ substituirt denkt, alle Lösungen 

der gegebenen Congruenz. 

Machen wir die specielle Annahme 

P=72, a"=3«, 6^ = 2«; 

dann sind die beiden Hülfscongruenzen nach m* und m" 

8m' r= 1 (mod 9), also ro' = —1 
und 

9m" = 1 (mod 8), also m"=: +1. 
Die Substitution der Werlhe von m' und m" in q giebt 

q ~ _8£'+9(>" (mod 72) 
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and es sind nur noch die verschiedenen Werthe za bestimmen, welche 
hier für q' und q" einzusetzen sind, eine Bestimmung, die wir in all- 
gemeiner Form nicht leisten können« so dass wir, um die Rechnung wei- 
ter zu führen, genöthigt sind, den Grossen N und r irgend welche 
speciellen Werthe zu erlheilen. Nehmen wir daher' die specielle Con- 
gruenz 

Ujt« = —13 (mod 72) , 

an; dann findet man vermöge der Congruenz 

11/u = 1 (mod 72) 
den Factor 

Ai«— 13 

¥on der Beschaffenheit, dass, wenn man die vorhergehend« damit multi- 
plicirt und darauf die Vielfachen von 72 abstreift, die einfachere Con- 
gruenz 

s u = 25 (mod 72) 

erhalten wird, welche sich sogleich in das System der beiden Congruenzen 

»*• = 25 = — 2 (mod 9) 
und 

x» = 25 = 1 (mod 8) 
zerlegt. 

Was die auf den Modul 9 bezügliche Congruenz anbetrifft, so hat man 

n = S*"9 == 6 
und sie gestattet also eine Erniedrigung ihres Grades dadurch, dass man 
dit Vielfachen von 6 im Exponenten abwirft. Dadurch geht sie über in 

x* = —2 (mod 9) 
und man findet nun leicht die beiden in den kleinsten Zahlen ausgedrück- 
ten Wurzeln 

?' = +4, — 4. 

Die auf den Modul 8 bezügliche Congruenz, für welche 

n = 2»-* = 2 

ist, hat dieselben reellen Wurzeln, wie die niedrigere Congruenz 

<b* = 1 (mod 8), 
nämlich die Zahlenwerthe 

<>" = 1, 3, —3, —1. 

Substituiren wir die verschiedenen Werthe von q' und q" in den 

Wurzelausdruck 

q == — 8e'+9e" (mod 72), 
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so erhalten wir folgende verschiedene Formen: 

q = —8.4+9. 1 und 8.4+9. 1 

.3 .3 

.—3 .—3 

.—1 .—1 

also , wenn man zusammenzieht, sind die verschiedenen möglichen Werthe 

für q oder, was dasselbe ist, für x: 

x = —23 —5 14 31 —31 —14 5 23 (mod 72) 

oder, wenn man nur positive Reste zulassen will und nach der Grösse 

ordnet: 

x~ 6 14 23 31 41 49 58 67 (mod 72). 

Selbstverständlich können die Begriffe der primitiven Wurzeln und die 
damit verwandt sind, auch auf den vorliegenden Fall ausgedehnt werden. 
Da dies indessen für die Anwendung auf das Nachfolgende überflüssig ist, 
begnügen wir uns auszuführen, dass der Exponent, zu welchem eine pri- 
mitive Wurzel gehört, nur in den abgehandelten speciellen Fällen 

P = p", 2p* 
geradezu mit der Zahl 

S'"P=*r=a a - 1 (a— l)!'- 1 ^ — l^-fy— 1).... 

zusammenfällt, in allen andern dagegen der kleinste gemeinschaftliche Di- 

Tiduus fi zwischen den Zahlen 

S'"a«, &'¥, 5"V\ 

die wir der Kürze halber mit 

bezeichnen, sein wird. Die Exponenten, welche zu den übrigen Zahlen 
x f die nicht primitive Wurzeln sind, gehören, müssen sämmüich Theüer 
von n sein und (x überhaupt in dem allgemeinen Probleme die nämliche 
Rolle spielen, wie n in den bisherigen Entwickelungen. (Sollte einer der 
Primfactoren von P, etwa a, gleich 2 sein, so ist das bezügliche A nicht 
geradezu S'"a«, sondern \S"'a<*). 

Um den Beweis zu führen, bemerken wir, dass, wenn s eine beliebige 
relative Primzahl tu dem Modul P bezeichnet, nothwendig die Congruenzen 

x A = 1 (moi a«), 

x B = 1 (mod hh, 

afi =1 (moi <?) 
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statt haben. Vorausgesetzt nun , dass P nicht eine der beiden erwähnten 
Ausnahmeformen hat, werden die Zahlen A\ 2t, C, alle einen ge- 
meinschaftlichen Theiler besitzen, der keine niedrigere Potenz von 2 als 
die erste sein kann; also ist der kleinste gemeinschaftliche Dividuus [x 
mit Notwendigkeit eine Zahl kleiner als n = ABC. . . . Erheben wir jetzt 
die vorgenannten Congruenzen alle auf solche Potenzen, dass der Expo- 
nent von s gleich (i wird, so erkennt man, dass die jtte Potenz je- 
der beliebigen Zahl j: der Einheit congruent wird. Zu glei- 
cher Zeit ist keine niedrigere Potenz nachweisbar, für welche gleichfalls 
alle Zahlen x dieser selben Congruenz genügen. Damit sind die Grund- 
lagen, auf denen die gesaramte Theorie der primitiven Wurzeln ruht, auch 
für einen Modul von beliebiger Beschaffenheit festgestellt. 

Wir ziehen noch die weitere Folgerung, dass die auf irgend 
eine Zahl x bezugliche Restperiode 

1 x x 2 a? 3 a^""" 1 st* 

höchstens /t von einander verschiedene Zahlen, also, da /*< 
rt = 5'" P ist, auf keinen Fall alle Zahlen enthalten kann, 
die kleiner als P und relative Primzahlen zu P sind. Sie 
wird genauer, wenn x eine primitive Wurzel von P ist, d. h. zu dem Ex- 
ponenten [i gehört, fi von einander verschiedene Zahlen, dagegen, wenn 
s zu einem Theiler q von fi gehört, nur q von einander verschiedene 
Zahlen enthalten. 

Wir wollen nicht specieller auf diesen Gegenstand eingehen und be- 
gnügen uns an einigen durchgeführten Beispielen dem Anfanger ein ge- 
eignetes Uebungsmaterial zu bieten. 

<xF = r (tnod 15). 



X 


X* 


*" 1 


*« 


1 


1 


1 




2 


4 


—7 




4 


1 


4 




7 


4 


—2 


,_ % 


—7 


4 


2 




—4 


1 


—4 




—2 


4 


7 




— 1 


1 


—1 


^L 



m 
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X 



X' 



1 




7 


49 


11 


1 


13 


49 


17 


49 


19 


1 


23 


49 


29 


1 


31 


1 


37 


49 


41 


1 


43 


49 


47 


49 


49 


1 


53 


49 


59 


1 



x" = r (mod 120). 



x- 



—17 

37 

— 7 



13 

—53 
23 

—43 



x' 



1 
1 



1 
1 



X 



X' 
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53 
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49 
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47 


49 
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49 


41 
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37 


49 


31 
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29 


1 


23 


49 
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1 


17 


49 


13 


49 


■11 


1 


- 7 


49 


- 1 


1 



X' 



—43 

—23 
53 



—13 


— 7 


7 
—37 


17 

1 

1 

1 



1 
1 



— 7 1 

1 
1 

1 



x N = r (mod 105). 
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4 
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X 


X* 


X 3 
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X* 


X 1 


X 1 


* 8 


x* j 


x» j 


a>" 1 


x a 
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Die Anzahl der relativen Primzahlen zu 105, d.h. der Zahlengrössen s 

in der letzten Tabelle, ist 

S'"P=S'"t3.5.7) = 48, 

die Grösse n dagegen ist der kleinste gemeinschaftliche Dividmis zwischen 
S'"3, S'"5 und S'"l , hieraus folgt 

H = 12. 
Die verschiedenen Zahlengrössen vertheilen sich, wie folgt, auf die ein- 
zelnen Divisoren von /i: 

x 



1 
2 
3 
4 

6 
12 



1 
29 34 41 -41 —34 —29 —1 
16 46 

8 13 22 43 —43 —22 -^-13 —8 
4 11 19 26 31 44—46 
_44 _3i _26 —19 —16 —11 —4 

2 17 23 82 97 38 -47 52 
—52 —47 -38 —87 —32 —28—17 —2 
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Um den Zusammenbang, der in den auf einen zusammengesetzten Modul 
bezüglichen Zahlenverhältnissen herrscht, näher hervorzuheben, mögen fol- 
gende Bemerkungen dienen, die wir ohne Beweis hinstellen: 

Wenn irgend ein Exponent q das Product von mehreren Exponenten 
4% ?"» 4"'» •••• ist, die unter einander relative Primzahlen sind, so er- 
hält man die zu q gehörigen Zahlen, wenn man die respective zu q\ q", 
q 44t , .... gehörigen Zahlen mit einander durch Multiplication combinirt; 
ihre Menge ist daher gleich dem Producte derjenigen Zahlen, welche an- 
zeigen, wie viele x respective zu den Exponenten q 1 , q*\ q"', .... gehören. 

Hiernach kommt es blos darauf an, die zugehörigen Zahlen zu allen 
solchen Theilem von fx zu finden, welche Potenzen irgend eines in (i 
vorkommenden Primfactors und relative Primzahlen zu den übrigen in (i 
vorkommenden Primfactoren sind. 

Sei ein solcher Theiler x und die Wurzeln der Congruenzen 

v* = 1 (moi a«, b^ #, ....) 
respective 

i' i" A 441 A 44 » 

ßi ßli #41 ßtU* 

c C" c° C 411 

dann können die Wurzeln der Congruenz 

** = 1 (mod P) 
bekanntlich vermöge der Grössen A, B, C bestimmt werden. Unter 
diesen Wurzeln gehören nun alle diejenigen nicht zu dem 
Exponenten x, welche zu Factoren lauter solche Zahlen ha- 
ben, die nicht zu dem Exponenten x nach den gleichnami- 
gen Moduln 

a« b? cY .... 

gehören; dagegen gehören alle die zu dem Exponenten x, 
deren Factoren entweder alle oder zum Theil dem Expo- 
nenten q nach den gleichnamigen Moduln zugehören. 

Sei die Anzahl der Wurzeln, welche die genannten Congruenzen nach 
den Moduln a*, lP, &, .... haben, dargestellt respective durch die Zahlen* 

symbole 

•(«), (*), (c), •••• 
und die Anzahl derjenigen unter diesen Wurzeln, welche nicht zu dem Ex- 
ponenten x nach dem gleichnamigen Modul gehören, in Ähnlicher Weise 




— 204 — 

durch die Formen 

.(<*), </*), (y), .... 

symbolisirt, so ist die Anzahl der .zu dem Exponenten x nach dem Mo- 
dul P gehörigen Zahlen ausgedruckt durch die Differenz 

(a).(b).(c) —(a).(ß). (y) ...... 

Es kann hierbei vorkommen, dass einige der Factoren des ersten 
Gliedes gleich werden den gleichnamigen Factoren des zweiten Gliedes; 
also z. B. es kann möglicher Weise (a) gleich (er) werden und dieser Fall 
wird immer eintreten, wenn x kein Theiler von S'"a« (oder respective, 
wenn a = 2, von {S ni a n ) ist: aber niemals, bei der über x gemachten 
Voraussetzung, können alle Factoren beider Producte einander gleich und 
der Werlh der Differenz gleich werden. 

Nehmen wir z. B. 

P=120, x=2 

an, dann sind die in Betracht kommenden Congruenzen die folgenden drei : 

j: 2 = 1 (mod 8, 3, 5) 

und die Zahl der Lösungen ist respective 

(a) = 4, (6) = 2, (c) = 2, 
sowie die Zahl der nicht zu dem Exponenten 2 gehörigen Wurzeln re- 
spective 

(a) = l, (/?)=], (y)=l; 

mithin folgt die Zahl der zu 2 nach dem Modul 120 gehörigen Combina- 

tionsproduete aus den verschiedenen Wurzeln dieser Congruenzen , gleich 

der Differenz 

4.2.2—1.1.1 = 15. 

Diese 15 Zahlen sind zu Folge der auf den Modul 120 bezüglichen Tabelle: 
11 19 29 31 41 49 59 —59 —49 —41 —31 —29 —19 —11 —1. 

Behalten wir nun den Modul 120 bei, nehmen aber x = 4 an, so 
sind die drei Congruenzen, die in Betracht kommen: 

a? 4 = 1 (mod 8),« 4 = 1 (mod 3), x 4 = 1 (mod 5). 
Die erste hat, da flf = 2 ist und 2 der grösste Theiler, den n mit 4 
gemeinschaftlich hat, 4 Wurzeln, unter denen aber keine zu dem Expo- 
nenten 4 gehören kann; die zweite hat aus ähnlichen Gründen (denn 
7r = S'"3 = 2) 2 Wurzeln, unter denen gleichfalls keine dem Exponenten 
4 zugehört; die letzte endlich hat 4 Wurzeln und darunter gehören S"'4=2 
zu dem Exponenten 4; mithin ist 
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(a) = 4, (a) = 4, (6) = 2, (/?) = 2, (c)-4. (y) = 2 

id die Menge der zu 4 nach dem Modul 120 gehörigen Zahlen gleich 

4.2.4 — 4,2.2 = 16, 

Uebereinstimmung mit der Tabelle, aus der sich diese Zahlen, wie 

Igt» ergeben: 

7 13 17 23 37 43 47 53 

—53 —47 —43 —37 —23 —17 —13 —7. 

Nehmen wir als letztes Beispiel 

P=105, x = 3, 

inn sind die drei aufzulösenden Congruenzen 

x* = 1 (mod 3), x* = 1 (mod 5), x z = 1 (mod 7) 

id man findet 

(a)=l, <«)-l, (») = 1, (ß) = l. (0 = 3, (y) = l, 
ithin 

(a) . (6) . (c) — (a) . 0») . (y) = 1 . 1 . 3 — 1 . 1 . 1 =2. 

Der specielle Fall x = 2 eignet sich zu einer allgemeineren Betrach- 

n$. Sei ii die Menge der ungleichen Primfactoren, welche in P hinein- 

ihen, so ist die Anzahl der Wurzeln, welche die Congruenz 

x 2 = 1 (mod P) 

it, 2 n , wenn die Primfactoren von P alle ungerade sind, dagegen 2*+*, 

enn eine darunter gleich 2 ist; mithin ist im ersten Falle 

2» — 1, 
l zweiten dagegen 

2»+i_ 1 

e Menge der Zahlen, welche zu dem Exponenten 2 nach dem Modul P 
ihören. 



Dritter 4J»seluiitt, 

Von den quadratischen Resten und Nichtresten 

im Besonderen» 

$. 15. 

Begrenzung der Aufgabe. 

1) Der Begriff der Benennung „quadratischer Rest oder Nicbtrest" 
kann nach dem, was vorhergebt, keine Unklarheit mehr darbieten. Sei 
P irgend ein beliebig zusammengesetzter Modul, 

P = 2»a ( W , 

so wird eine Zahl R quadratischer Rest oder Nichtrest ge- 
nannt, je nachdem die Congruenz 

x 2 = Ä (mod P) 

m 

möglich oder unmöglich ist. Hierbei betrachten wir nur solche 

Formen von A , welche relative Primzahlen zu P sind , also irgend einer 

der Zahlen 

1 m' w" m'" P— 1 

congruent sind. Es giebt allerdings quadratische Reste, welche mit P 
einen Theiler gemein haben können, so z.B. für jeden beliebigen Modul 
die Zahl und alle damit congruenten. In gewissen Fällen können auch 
noch von verschiedene Zahlen mit P einen Theiler gemeinschaftlich be- 
sitzen und doch quadratische Reste sein, wie z.B. die Zahlen 

4 9 36 
für den Modul 72. 'Aber ihre Bestimmung und Untersuchung ist immer 
äusserst einfach und kann daher zweckmässig für sich besonders vorge- 
nommen werden, weil ihre Hereinziehung in die allgemeine Betrachtung 
nur dazu dienen würde, die Concinnität der Theoreme aufzuheben. 
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Wenn Q und Q 1 zwei relative Primzahlen zu einander sind, so ist 

die Congruenz 

x 2 = R (mod QQ 1 ) 

identisch mit dem Systeme der beiden Congruenzen 

x 2 S R (mod Q) x 2 = Ä (mod Q 1 ) ; 
denn einmal folgen aus der ersten die beiden letzten, und dann sind um- 
gekehrt alle Zahlen x, welche die beiden letzten gleichzeitig befriedigen, 
auch Lösungen der ersten. Zu [Folge der eingeführten Benennung er- 
halten wir mithin die beiden Theoreme: 

Wenn eine Zahl zu zwei Moduln, die mit einander kei- 
nen T heil er ausser 1 gemeinschaftlich haben, quadratischer 
Rest ist, so ist sie auch zu dem Producte dieser Moduln 
quadratischer Rest, 

Wenn eine Zahl quadratischer Rest zu den einzelnen 

Factoren 

2* a« bß # 

des Moduls P ist, so ist sie auch ein quadratischer Rest des 

Moduls P selbst; sie ist dagegen Nichtrest von P, wenn sie 

es zu irgend einem der genannten Fact<yren ist. 

Nach diesem letzten Theoreme muss R ein quadratischer Rest von 

P sein, wenn die Congruenzen 

x 2 = R (mod 2») 

x 2 = Ä (mod a«) 

x 2 = R (mod b?) 

x 2 = R (mod cO 



für irgend welche bestimmten Zahlenwerthe von x (mögen dieselben nun 

für alle Congruenzen nach dem Modul P dieselben sein, oder für die 

verschiedenen Congruenzen verschieden ausfallen) möglich sind. Damit 

sie möglich sind, ist nothwendig, dass man gleichzeitig habe 

Ä*-* s 1 (mod 2") 

j,4a*-l((i~l) s ! ( mo4 ^ 

Rlbfi-Hb-l) s 1 (mod b?) 
RW~ l (*-l) s 1 (mod tf) 



• • • ♦ t 



i 



— 208 — 

uod zu gleicher Zeit ist das Bestehen dieser letzten Congruenzen, mit 
Ausnahme der ersten , auch ein vollkommen zureichender Grund, um re- 
spective auf die Möglichkeit der ihnen gleichnamigen unter den vorher- 
gehenden Congruenzen schliessen zu dürfen. Was die erste, nämlich 

Ä*- 8 = 1 (mod 2«) 

anbetrifft, so kann man nicht, wenn sie besteht, mit Endgftlligkeit schlies- 
sen, dass die Congruenz 

x 2 = Ä (mod 2») 

möglich sei; denn unter ihren Wurzeln, wie wir im vorhergehenden Pa- 
ragraphen gesehen haben, liefert nur die Hälfte solche Zahlen Ä, für 
welche diese Möglichkeit eintritt. Seien diese Wurzeln, die offenbar in 
der Anzahl 2*~~ s vorhanden sind, 

V Z" Z"' Z"" ; 

ferner mögen die Wurzeln R der folgenden auf die Moduln a a , (/*> c^, .... 

9 

bezogenen Bedingungscongruenzen , die respective in der Anzahl 

\§P~ l {a— 1), Jft'-K*— 1). jcr-^c-l), 

vorhanden sind, durch die Symbole 

• A 1 i" A' 11 A"** 

Z& XE XE Xk • • t • 

B i B a p« ßt w 

V C" C" C" 1 .... 



dargestellt werden: dann sind die 

L A B €/.«•• 

die sämmtlichen quadratischen Reste der bezüglichen Moduln 

2* a a bß & .... 

und man findet zu Folge der in der letzten Nummer des vorhergehenden 
Paragraphen aufgestellten Principien die sämmtlichen Zahlen Ä, welche 
quadratische Reste zu P sind, indem man sich alle diejenigen Zahlen 
bestimmt, welche durch die Modul 2" a", b?, & % .... dividirt bezüglich 
die Reste Z, A, B, C, .... lassen. Demgemäss ist die Anzahl der R 
gleich dem Producte aus denjenigen Zahlen, welche respective die Menge 
der Z, 4, B, C, .... angeben, d.h. sie ist gleich 
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2^.K~ , («-l).4» / '~ I (*-l)-*e*'~ 1 (e-l) 

*- o a *• • i S '" 2 " • 5 '"«" • &"& • S '"<? 

Z • & • A • & • 

_ iq*i*p 

= 9 9 9 Q •j* ,x f 

id es erhellt nun leicht folgendes Theorem: 

Wenn der Modul P aus v von einander verschiedenen 
rimfactoren sich irgend wie zusammensetzt (und der Factor 
, wenn er Torkommt, in einer höheren als der zweiten Potenz aultritt), 
n ist die Anzahl der sämmtlichen zu dem Modul P mögli- 
ben quadratischen Reste 

2 y +l 
nd näher, wenn P eine der Formen 

at, gleich der. halben Anzahl aller Zahlen, welche kleiner 

Is P und relative Primzahlen zu P sind; die übrig blei* 

bade Hälfte unter diesen Zahlen sind lauter quadratische 

ichtreste. 

Beispiel 1. Es sei 

p = 720 = 2«.3*.5, also S"'P= 192, . 
> ergiebt sich 

1 :S'"P=^?=rl2 



2"+i 16 

ad es sind also unter den 192 Zahlen, welche kleiner als 720 und re- 
üto Primzahlen dazu sind, nur 12 quadratische Reste und die übrigen 
SO sind quadratische Nichtigste. Um die sämmtlichen Reste zu erhal- 
»n, hat man das System der drei Bedingungscongruenzen 

Ä**- 3 = Ä* = 1 (mod 16) 
Ä la«-l(a-l) = Ä » = x ( mod 9) 

Ä 1W»-1(*-1) 3 jts E1 ( mo i 5) 

afkulfisen mit der einen Vorsicht, dass man diejenigen 2 unter den 4 
hinelwerthen von 2t, welche nicht quadratische Reste des Moduls 16 
M, ausscheidet Die 4 bezeichneten Wurzeln sind: 

;:! 17-7 — 1. 

Schmitt, Mim« Tfcwrfr, 14 
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Offenbar ist 1 quadratischer Rest und ebenso — 7; denn man bat 

3* = —7 (mod 16); 
daraus folgt weiter nach dem Schlusstheoreme unter 5) im rorbergehen- 
den Paragraphen, dass — 1 und 7 Nichtreste, also auszuscheiden sind. 
Hiernach bekommt man: 

R = L (mod 16), £=1, —7; 
R = A(mod9), 4 s 1,4, — 2; 
R = B (mod 5), 5=1,-1. 
Nun bestimmt sich die Form aller Zahlen Ä, die nach den Moduln 16, 
9, 5 die Reste L, A, B lassen, in bekannter Weise, wie folgt: 

R = 2251 — 80i — 1445 (mod 720). 
Die 3 Glieder rechts geben, wenn man die Vielfachen ron 720 abwirft: 

225L= 225, —135 
—801« —80, —320, 160 
—1445=: —144, 144, 
und man erhalt daher folgende rerschiedene Combinationen : 

ÄS 225 -144 -80, 225+144-80, -.135-144-80, -185+144-80; 

— 320 —320 —320 —320 

160 160 160 160 

dieselben ergeben, wie es sein muss, 12 Zablenwerthe fOr R, nämlich 

A3 1 280 —359 — 71 (mod 720) 
—239 49 121 —311 
241 —191 —119 169 

Wir bemerken noch, dass wir dieselben Resultate auch durch Auflösung 

der Cohgrnenz 

Ä> a R* = 1 (m«d 720) 

erhatten hätten. Nur hätten wir von deren 24 Wurzeln folgende 12 aas» 

schliessen müssen: 

—161 271 — 89 199 

319 31 —329 — 41 

79 —209 151 —281. 

In der Thal muss, wenn R «in quadratischer Rest Ton F 
ist, ganz allgemein die Bedingungscongruenz 

Rlt* = l (mod P) 

bestehen, wo /t die im Torigen Paragraphen angegebene Bedeutung hat; 
aber es ist, ausser wenn t eine der beiden Formen •* und 2p" hat, 
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nicht umgekehrt durchaus nothwendig, dass jede Wurzel 
dieser Btdiogungscoagruenz auch ein quadratischer Rest 
sein müsse. 

Beispiel 2. Es sollen die quadratischen Reste xu dem 
Modul 4P bestimmt werden, wenn P eine relative Primzahl 
zu 4 bezeichnet. 

Der Modul 4 hat nur einen quadratischen Rest, nämlich 1 (nlmlich 
3 ist ein Nichlrest, weil die Congruenz s 1 = ' (mod 4) für ganzzablige s 
überhaupt nicht befriedigt werden kann); bezeichnet demgemäss R irgend 
einen zu P gehörigen quadratischen Rest und Ä' einen zu 4P gehörigen, 
so hat man, da 4 und P relative Primzahlen zu einander sind: 

Ä' = 1 (mod 4), Ä' = R (mod P) 
und daher, indem man m 1 und m" vermöge der Hülfscongruenzen 

Pm 4 = 1 (mod 4), 4m" = 1 (mod P) 
sich bestimmt, ist jeder Rest der gesuchten Art von der Form 

R' = Pm'+4m"R. 
Da die Grössen 4 und P nach der Voraussetzung keinen Theiler ausser 1 

mit einander gemeinschaftlich haben, so muss P nothwendig eine unge- 
rade Zahl sein und eine der beiden Formen 

p«r4n+l, 4»-l 
haben. Diesen Formen entsprechend findet man 

m' = +l,-l 

m"=— n, +* 
und es folgt 

Ä' = P— 4»fi f — P+4*Ä. 

Wir haben dem zu Folge das Theorem: 

Die Zahlengrössen r mögen sämmtliche auf einenMedul 
von der Form 4n+l bezüglichen quadratischen Reste be- 
zeichnen: dann werden die auf einen Modul von der Form 

P«4(4»+l) 
bezogenen quadratischen Reste durch den Ausdruck 

Jl = l+4ii(r— 1) 
repräsentirt. Die Anzahl der letzteren ist also, für beide 
Vorzeichen, gleich der Anzahl der ersteren. 

Z, B. die quadratischen Reste von 105 sind nach der Tabelle unter 

Nr. 6) des vorigen §. folgende 6 Zahlen: 

14* ^ 
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1 4 16 46 —41 —26} 
da 105 Ton der Form 4.26 + 1 ist, so sind mithin die quadratischen 

Reste von 420: 

1 — 104.0 1-104.3 1—104.15 

1 — 104.45 1 + 104.42 1 + 104.27 

oder, wenn man die Rechnung ausführt und die Vielfachen von 420 

•weglässt: 

1 109 121 —59 169 —131. 

Um sich zu überzeugen , dass z. B. 1 09 wirklich ein quadratischer 

Rest ist, bemerke man, dass 

109 = 1 (mod 4) 

und daher ist es quadratischer Rest von 4; ferner bat man 

109 = 4 = 2* (mod 105) 

und es ist also auch quadratischer Rest von 105. Da nun die beiden 

Modul 4 und 105 relative Primzahlen zu einander sind, so ist es auch 

ein quadratischer Rest des Productes 4 . 105 = 420. 

Beispiel 3. Es sollen die quadratischen Reste des Moduls 36 be- 
stimmt werden. Ihre Zahl ist nach der eben beendeten Erörterung die 

3.2 

nämliche, wie bei dem Modul 9, also gleich -^— = 3. Um sie zu fin- 
den ist es in diesem Falle, wie überhaupt bei allen nicht sehr grossen 
Moduls, wohl am bequemsten sich die Reihe der relativen Primzahlen zu 
36, die diese Grenze nicht überschreiten, zu bilden, nämlich: 

+ 1+5+7 +11 +13 +17, 
dieselbe Glied für Glied zu quadriren und darauf die bezüglichen Reste 
durch directe Division mit dem Modul zu bestimmen. Gleich die 3 ersten 
Divisionen liefern die sämmtlichen quadratischen Reste , die nur möglich 

"sind, nämlich: 

1 —11 13; 

denn die nachfolgenden Divisionen erzeugen keine neuen von den frühe« 

ren verschiedenen Reste, wie es auch sein muss, weil nicht mehr als 3 

quadratische Reste existiren. 

Beispiel 4. Es sei 

P=73, 4S'"P=36; 

so sind 36 quadratische Reste vorhanden, welche identisch sind mit den 

Lösungen der Congruenz 
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Ä" = 1 (mod 73) ; 
denn das« dieselbe Bestand habe, ist die ebensowohl notwendige, ab 
zureichende Bedingung dafür, dass die Congruenz x 2 = R (mod 73) mög- 
lich ausfalle. Die Lösungen der genannten Congruenz sind nun identisch 
mit der Uesaromtmenge der Zahlen, welche entweder zu dem Exponen- 
ten 36 selbst, oder zu einem Theiler von 36 gehören, d.h. zu Folge 
der Tabelle in §. 11, wenn man nach der absoluten Grösse ordnet: 

+ 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 8 

+ 9 +12 +16 +18 +19 +23 

+24 +25 +27 +32 +35 +36. 

Beispiel 5. Für 

J>=2.5* = 50 

findet man, indem man entweder die Congruenz 

i4 s '"50 = ii«==l (mod 50) 

sich auflöst , d. b. sich aus der Tabelle des p die Gesammtheit der zu 

den Exponenten 

1 2 5 10 

gehörigen Zahlen entnimmt, oder auch, indem man die Reihe der rela- 
tiven Primzahlen zu 50, nämlich 

+1 +3 +7 +9 +11 +13 +17+19 +21 +23 
quadrirt und darauf mit 50 dividirt, folgende 10 Reste 

10-1 —19 21 19 —11 11 —9 —21 
oder nach der absoluten Grösse geordnet: 

+ 1 +9 +11 + 19+21. 
Die Reihe der Nichtreste zu 50 ist mithin; 

+3 +7 +13 +17 ±23. 
Beispiel 6. Die Zahl 46 soll darauf hin untersucht werden, ob 
sie ein quadratischer Rest von 105 = 3.5.7 ist oder nicht. Es ist 

46 5 1,1,4 (mod 3, 5, 7)) 
nun ist 1 ein quadratischer Rest sowohl von 3, wie von 5, ebenso 4 
eii\ quadratischer Rest von 7. Da nun die Modul 3, 5, 7 relative Prim- 
zahlen unter einander sind, so muss 46 auch ein quadratischer Rest des 
Productes 105 sein. In der That ergiebt die Betrachtung der Congruenz 

a?» 3 46 (mod 105) • 
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oder auch ein Einblick in die auf den Modal 105 bezügliche Tabelle des 

vorigen §. sogleich, dass sie möglieb isl und die acht Lösungen: 

1« 10 2Q 44 —44 —2« —10 —16 

Ipt Dies befindet sich in Uebereinstimmung damit, dass überhaupt 6 

Verschiedene quadratische Reste von 105 existiren und die 48 relativen 

Primzahlen zu 105, die kleiner als diese Zabl sind, sich notbwendig zu 

je 8 auf jeden Rest vertheilen müssen. 

2) Betrachten wir jetzt den speziellen Fall, in welchem der Modul 

die Potenz irgend einer beliebigen ungeraden Primzahl ist, also von 

der Form 

P = p» , woher S'"P = n = (p— 1 )p»~ ! j 

so lässt sich dieser Fall immer auf die Betrachtung des einfacheren Falles 
zurückführen, in welchem der Modul die erste Potenz 4er nämlichen 
Primzahl p ist. Dies geschiebt vermittelet de» Theoremes : Jeder qua- 
dratische Rest des Moduls p ist auch ein quadratischer Rest 
des Moduls p* und jeder quadratische Nichtrest des Moduls 
f 18 1 auch ein quadratischer*Nichtrest des Moduls p\ 

Nehmen wir Behuf des Beweises an , R sei ein quadratischer Rest 
des Moduls p, so ist notbwendig 

Ä 4fr-t> = i ( mo4 p) 

und es ist, wenn wir wieder mit den Doppelklamnera den im vorigen 
Paragraphen angedeuteten Nebensinn verbinden, entweder 

oder 

Ä J(P-i) = i ( {mod fQ) ^ ? > 2; 

daraus folgt zu Folge des nämlichen Paragraphen entweder 

Ä i(P-i*-i = ! ^ modr)) 

oder 

R&-W- 1 3 1 ((moi pH— 1 )), 
also, wie eine flüchtige Betrachtung der beiden Congruenzen zeigt, in 
beiden Fällen hat man 

oder, mit anderen Worten , Ä ist ein quadratischer Rest des Moduls p»; 
denn der Bestand der genannten Congruenz ist die notwendige und zu- 
reichende Bedingung für die Möglichkeit der Goggruenz x 2 = R (moi p*> 
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Betrachten wir, indem wir die Zabl H die Reihe der Zahlen 

i 2 S 4 G*- 1 — 1) 

durchlaufen lassen, den Ausdruck 

R'=*R + Bp 9 ■ . ' 

so bekommen wir ffi- 1 Zahlenwerthe für A', die alle nach dem Modal y > 
einander congruenl und quadratische Reste, dagegen nach dem Modul jf .-«> 
zwar auch noch quadratische Rest^, aber alle von einander verschieden 
sind. Mithin liefert jeder Rest Jt von p jf- 1 einander congruente Reste 
von p n und da es \(p — 1) von einander verschiedene Jt giebt , so be- 
kommen wir in Gesammtheit \(p — I)^ -1 Zahlen 9 welche alle von einan~ 
der verschieden Und quadratische Reste des Moduls p» sind , in Ueberein* 
Stimmung mit dem Theoreme der vorhergehenden Nummer, nach welchem 
diese Anzahl gleichfalls herauskommen muss, 
Beispiel. Es sei 

p* = 13*=cl69, TT« 156 / 

und mithin die Zahl der quadratischen Reste gleich 78. Die quadrati- 
schen Reste von 13 werden leicht gefunden , indem man sich die Reibe 
der Zahlen <13 und relative Primzahlen zu 13 

+1 +2 +3 +4 +5 +6 
quadrirt und die zugehörigen Reste, nämlich: 

14—4 3—1—3 
oder, nach der absoluten Grösse geordnet: 

1 3 4—4—3—1, 
in Bezug auf den Modul 13 bestimmt. Indem man nun in die Formel 

Ä+13Ü 
fAr Ä nach und nach alle diese Restwerthe und für B die Zahlen von 9 
bis 12 snbsti tuirt, findet man die simmüichen quadratischen Reste voi| 
169 in 6 Gruppen zu je 13 einander nach dem Modul 13 congrnenten Zah- 
len vertheilt, wie folgt: 

1 14 27 40 53 6« —90 —77 —64 —51. —38 —25 —12 

3 16 29 42 55 68 —88 —75 —62 —49 —36 —23 —10 

4 17 SO 43 56 69 —87 —74 —61 —48 —35 —22 — 9 
—4 9 22 35 48 61 74 —82 —69 —56 —43 — IW -17 
—3 10 23 36 49 60 75 —81 -68 —55 —42 —29 —16 
-1 12 26 38 51 M 77 ~79 — W -» -40 -37 ~W 
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Der Vollständigkeit halber wollen wir noch bemerken» dm man von 

den beiden Zahlenwerthen jra , deren Quadrat nach dt-m Modul p einen 

gegebenen, speciellen Rest R giebt, zu denjenigen beiden Zahlenwerthen 

l '" üfc* aufsteigen kann, deren Quadrat nach dem Modul p* denselben Rest 

^ Jffebt, vermittelst einer recurrirenden Beziehung zwischen beiden Systemen 

;W%hi Werthen aufsteigen kann. 

Selben wir nämlich die beiden Congruenzen 

a 2 = R (mod p*" 1 ), 
b 2 ■== R (mod p«), 

so muss, indem man die Möglichkeit beider voraussetzt, weil- die letzte 

auch für den niedrigeren Modul p m ~ l besteben muss , 4 nothwendig ton 

der Form 

b = a+xp m ~ l 
sein; mithin ist 

b* = a 2 + 2ap m ~*x + xtp*™-*, 

Woher, durch Substitution von R für b\ 

R~a 1 + 2ap*- l x + x*f»-* (mod p*). 

Nehmen wir nun m grösser als 1 an, so ist p*»-* bestimmt ein Vielfaches 

des Moduls p* und kann daher das Glied, in welchem es als ein Factor 

auftritt, ohne Weiteres weggeworfen werden. Dadurch resultirt die Con- 

gruenz 

R = a 2 + 2ap m ~ l x (mod p m ), 

die, weil nach der Voraussetzung die Differenz Ä — a 2 durch p*- 1 theil- 
bar sein muss, in die einfachere 

R — a a _ 

py- ^f 2ax (mod p) 



Übergebt, welche in Bezog auf x vom ersten Grade nnd daher immer 

einen Werth, aber auch niemals mehr als diesen einen Werth für die 

Unbestimmte x liefert Nachdem derselbe bestimmt ist, wird in der 

Congruenz 

b = a + xp"* 1 (mod p*) 

die Relation ausgesprochen, vermöge deren aus dem gegebenen Zahlen- 
werthe a der entsprechende Zablenwerth von b gefunden werden kann. 
Indem man nach einander 

m = 2 3 4 h— 1 

setzt, sieht man jetzt leicht ein, wie man von einem Zablenwerth* «, der 
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dem Modal p entspricht, allmälig zu einen solchen Zahlen werthe b auf- 
steigen kann, fttr welchen 

J* S R (mod p») 

ist. Die Weise des Ueberganges erhellt näher aus nachfolgendem Schema f 

«* = Jt (mod p) '*,£ 



jl Ä * 

= 2ax (mod p) af = a+px (mod p 1 ) 

a' % S Ä (mod p») 

£=J^ = %azt (mod p) o? 1 5 a'+p 1 *' (mod p«) 

«" SÄ (mod p*) 

= 2a»" (mod p) «'" S a"+pV (mod p«) 



** 



P a 



a<*-*>'= ä (mod p*- ! ) 

* = 2os<»-»> (mod p) ( = a<»-*>+p»-i<r( ,, -*> (mod p») 

Beispiel 1. Es sei 

a = l p = 3 Ä = 7 
and es soll von der Congraenz a 2 = 1 (mod 3) auf die Congruenz b 2 = 
l (mod 81) öbergegangen werden. Die Rechnung gestaltet sich wie folgt 

1 =7 (mod 3), ^ = 2 

2 = 2x (mod .8), x=l, o ; = 1+3 = 4 («od 9) 
16 S7 («Md 9), ?=L 8 =.— i 

—1 = 2*' (mod 3), a^ = 1, a" = 4+9 = 13 (mod 27) 

16» == 7 (mod 27), I^J ??=:_6 

—6 = 2*" (mod 3), *" = 0, 6 S 13 (mod 81). 
Mitbin entspricht dem Werth a» 1 der Werth 6=13 und ebenso würde 
man, wenn man es nicht schon im Voraus wfissle, finden können, dass 
sieb die Werthe a= — 1 und 6 = —13 gleichfalls entsprechen. 

Beispiel 2. Die Zahl 20 ist ein quadratischer Rest des Moduls 11; 
denn man bat * . 
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20 = 9 = (+3)* («KM* 11); 
man soll die beiden Zahlen finden, welche nach den Modal 

11»= 13« 
. demselben Reste 20 entsprechen. 
.,.:" p=ll,« = 3, K = 20 

• = 20 (marf 11>, =^=1 

1 = 6a? (mod 11), x = 2, * = 3+321=25 (m*d 121), 

625 = 20 (mod 11), 2 *d^ = -6 

—5 = 6s' (mo<* 11), ä* ■= 1, 6 s 25 + 121= 14« (mod 1)31). 

Hiernach ist 6 = + 146 und in der That besteht die Congruenz 

( +146)« = 21316 = 20 (mod 1331). 
3) Wir müssen dem Falle 

P=*2», *>3 

noch eine besondere Aufmerksamkeit zuwenden. So wie dieser Modul in 
seinem Verbalten überhaupt die grösste Aehnliehkdt mit einem aus meh- 
reren Primfactoren zusammengesetzten Modul zeigt, so stimmt er auch 
in dieser Eigenschaft mit einem solchen aberein , dass die Bedingungs- 

congruenz 

***«**-*== 1 (mod») 

wohl Ar jeden beliebigen quadratischen Rest erfüllt werden muss, aber 
durchaus noch keinen zureichenden Grund abgiebt, um auf die Eigen- 
schalt einer Zahl quadratischer Rest des Moduls 2* zu sein schliessen zu 
dürfen. Demgemäss wird es, wenn man die quadratischen Reste mit Zu- 
ziehung dieser Congruenz bestimmen will, darauf ankommen zu entschei- 
den, ob eine Wurzel quadratischer Rest oder Kichtrest ist. Hierbei 
leistet uns der Schlusssatz unter Nr. 5) des vorigen Paragraphen wesent- 
liche Dienste. Derselbe lautet auf den betrachteten Fall Obertragen fol- 
gendermassep : 

«) Je zwei zusammengehörige Wurzeln der Bedingungs- 

congruenz 

**-* 3 1 (mod 2»), 

die entweder die Form 

+Ä, — Ä, 
oder die Form 
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2*A+1, 2**— 1 
haben, können nicht zu gleicher Zeit weder Reste noch 
Nichtreste der zweiten Potenz sein.* 

Wir erinnern daran, das« dem Exponenten * in den genannten For- 
men die Werthe 

*=»— 1 h— 2 n— 3 ..... 3 

zukommen und der Grösse A die Werthe 

A=l 3 5 7 9 2T~*— l. 

Unter dieser Voraussetzung bedeutet aber der Ausdruck 

2*A + 1 
alle nur möglichen von einander verschiedenen Wurzeln unserer Bedin- 
gungscongruenz, mit Ausschluss der beiden Wurzeln +1» — 1» welche 
übrigens auch vermittelst seiner erhalten werden, wenn man die Annahme 
x=n zulassen will. 

Sei nun Ä ein quadratischer Rest und von einer der beiden Formen 

2*A + 1, 
so ist — Jt von der Form 

— 2*A + 1 = 2*(2"-*— A) + l (mod 2») 

und ein quadratischer Nichtrest. Hiernach ist aber wieder der Ausdruck 

2*(2"-*— A)+l = — 2*A+1 (mod 2») 
ein quadratischer Rest und es folgt mithin das Theorem: 

b) Wenn irgend ein quadratischer Rest des Moduls 2 
die Form 

Jl - 2*A±1 (mod 2«) 

hat, so existirt stets ein zweiter Rest von der Form 

Ä' = — 2*A+1 (mod 2»). 
Vermittelst des Satzes unter a) ist es leicht einen dritten zu bewei- 
sen, der mit den beiden vorstehenden die Basis unserer Entwickelung 
bilden wird, nämlich: Wenn eine Zahl Jt quadratischer Rest 
irgend eines Moduls 2* ist, so ist sie auch quadratischer 
Rest des Moduls 2*+ ! . 

Zu Folge der Voraussetzung ist Jt eine Wurzel der Congruenz 

Jt* 1 -* = 1 (mod 2») 
und daher auch eine Wurzel der zweiten Congruenz 

Ä*-* = 1 (*w<f 2H- 1 ). 
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In der That die Wurzeln der ersten sind von der Form 

Jt=2*A±l, x = n— 1 n— 2 n— 3 .... 3 t 

A=l 3 5 7 ...... 2*-*— 1, 

die der zweiten dagegen von der Form 

Ä' = 2*A+1, x = » h— 1 h— 2 3 

A=l 3 5 .... 2*-*— 1 2*+ 1 -*— 1 

und aus der Vergleichung dieser beiden Formen erhellt unmittelbar die 

aurgestellte Behauptung. Demgemäss ist man berechtigt, in Anwendung 

des Satzes unter a), wenn man sich daselbst n+1 statt n gesetzt denkt, 

zu schliessen, dass, wenn die eine der Formen 

2*A+1, 2*A — 1 

ein quadratischer Nichtrest ist, die andere ein Rest des Moduls 2*+* ist. 

Wenn also irgend ein specielles 

R = 2*k±\ 

ein quadratischer Rest von 2" und zugleich ein Nichtrest von 2" +1 sein 

könnte, so musste der Ausdruck 

2*A+1 

nothwendig ein Rest des Moduls 2*+ l und darum auch des niedrigeren 

Moduls 2* sein, d.h. jeder der beiden Ausdrücke 2*A-M und 2*A— 1 

wäre ein Rest von 2*, der eine nach der Voraussetzung und der andere 

nach der Annahme. Da dies unstatthaft ist, so muss der ausgesprochene 

Satz Geltung haben. 

Unser nächstes Ziel muss sein zu unterscheiden, welche der beiden 

Formen 

2*A+1, 

deren die Wurzeln unserer Bedingungscongruenz fähig sind, in jedem spe- 
cialen Falle ein quadratischer Rest sei. Bilden wir uns, um etwas durch 
Induction zu erfahren , die Quadrate der ungeraden Zahlen 

±1 ±3 ±5 ±7 .... 
und dividiren dieselben nach der Reihe durch die Modul 

8 16 32, 

so zeigen die respectiven Reste, wenn man blos positive zulässt, überall 

die dem oberen Vorzeichen entsprechende Form. Um also darzuthun, 

dass die Form 

2«*+l 



} 
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allgemein gültig sei, haben wir nur nöthig nachzuweisen, dass, wenn die 
Reste von 2" diese Form haben, dieselbe Form auch den Resten von 
2*+i zukommen. 

Die quadratischen Reste des Moduls 2* werden mit Ausschluss des 
Restes 1 dargestellt durch die (2 n x_—1 )gliedrige Reihe 

2M+1 2*. 3+1 2\5+l 2*(2 n ~*— 1)+1, 

in der dem Exponenten x die oben angegebenen Werthe zukommen. Nun 
sind dieselben nach c) zu gleicher Zeit Reste des Moduls 2*+*; dies an- 
genommen folgt nach b) eine zweite Reihe von Resten desselben Moduls 
2»* 1 , nämlich: 

—2*. 1+1 —2*. 3 + 1 — 2*. 5 + 1 _2*(2*-*— 1) + 1. 

Man kann nun leicht zweierlei dartbun, zuerst dass die Reste beider 

Reihen nach dem Modul 2*+ l von einander verschieden sind, und dann 

dass sie sämmtlich unter der angegebenen Form stehen. Sie sind zuerst 

verschieden. Denn wäre 

2*A+1 = — 2**'+l (mod 2*+*), 

so würde folgen, indem man die Grösse 1 beiderseits weglässt und dann 

mit 2* dividirt, 

K+h' = (mod 2 n + l ~*) f 

was nicht angeht, da h und V beide ungerade Zahlen unter 2 W ~~* sind. 

— Die Reste der ersten Reihe ferner haben unmittelbar alle die Form 

2*A+1 und die Reste der zweiten Reihe erhalten alle dieselbe Form, 

wenn man überall den Modul 2"* 1 hinzuaddirt; denn man bekommt dann 

als allgemeines Glied 

2*(2*+ 1 -*— A)+l 

und darin ist h immer kleiner als 2"~*, mithin die Grösse in der Klam- 
mer irgend einer zwischen den Grenzen 2 n+1 ~* und 2 n ~~* befindlichen 
ungeraden Zahl gleich. 

Sehen .wir nun tu , wie viele quadratische Reste wir in unsere Be- 
trachtung gezogen haben, so ist klar, dass jede auf ein specielles x be- 
zugliche Doppelreihe 

o 2* — * — * =5 2*^* 

Reste umfasst. Da nun * die Werthe 

# n— 1 n— 2 n— 3 3 

haben kann, so erhalten wir in Gesammtheit 
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2+2*+2*+ .... +2»~* = 2«-*— 2 

quadratische Reste von 2*+ 1 . Die Vollzahl ist aber für diesen Modul 

2* - *, also fehlen noch 2. Der eine entspricht dem Werthe 

x = n 
und hat die Form 

— 2»+l = 2*+l (mod 2"+*). 

Zunächst nämlich erkennt man leicht, dass diese Form eine Wurzel der 

auf den Modul 2"+* bezogenen Bedingungscongruenz ist, für welche * 

den bezeichneten Werth annimmt: sie kann also quadratischer Rest sein; 

dass sie es wirklich ist, folgt daraus, dass die Congruenz 

jr* ~ 2*+l (mod 2*+ l ) 
durch die Annahme 

x = 2— l — 1 (mod 2*+ ! ) 
befriedigt wird, wofern n grosser als 3 gegeben ist. 

Der letzte quadratische Rest endlich , der noch fehlt und» wenn man 
will, auf den Werth 

X=:* + l 

des Index * bezogen werden kann, ist 1, welches sich gleichfalls der 
Form 2*A+1 unterordnet. Hiermit ist dargethan, dass alle Reste von 
2"+' ohne Ausnahme diese Form haben und unsere obige Vermuthung 
mithin bewiesen. 

Aus dem Gange des Beweises erhellt, dass man die quadratischen 
Reste des Moduls 2"+* in n — 1 verschiedene Klassen eintheilen kann, je 
nach den verschiedenen Werthen des x, durch welche sie erzeugt werden. 
Die erste Klasse entspricht dem Werthe xaan+1 und besteht aus der 
einzigen Zahl 1 ; die zweite Klasse entspricht dem Werthe x — * und 
enthält gleichfalls nur einen einzigen Rest, nämlich: 

— 2« + l. 
Die folgenden * — 3 Klassen endlich beziehen sich auf die Werthe 

x=n— 1 h— 2 h— 3 3 

und setzen sich immer aus einer geraden Anzahl von Resten zusammen, 
derartig, dass jede auf ein specielles x bezügliche Restklasse sich aus 2 
Partien von in den kleinsten Zahlen ausgedruckten Resten zusammensetzt. 
Die eine Partie enthält lauter positive Zahlen, die eine um 2* fortschrei- 
tende arithmetische Progression bilden, die zweite'Parlie lauter negative 
Zahlen, die eine ähnliche Progression bilden und deren absolute Zahlen- 
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werlhe um 2 kleiner sind, als die Zahlen der ersten Partie. In der Tbat 
gestalten, wie wir gesehen haben , die quadratischen Reale von 2"+' fol- 
gende Anordnung: 

2M + 1 — 2M + 1 

2*. 3+1 — 2*.3+l 
2*.5+l —2*. 5+1 



2*(2*-*— 1) + 1 — 2*(2*~*— 1)+1 

und man ist daher folgendes Theorem auszusprechen berechtigt: 

Die quadratischen Reste des Moduls 2"+* sind bis auf 

die beiden Reste 

l,-2»+l 

inbegriffen in der Formel 

+2**+l, 

in der den Grössen * und k die Zablenwerthe 

* = *— I w— 2 n— 8 3 

A=*l » 5 7 2*-*— 1 

zukommen. 

Es wird nicht überflüssig sein zur Veranschaulichung der gewonne- 
nen Resultate folgende Tabelle für die Modul 8, 16, 32, 64, 128, 256 
beizufügen : 

«— «=g 12 1 4 5 4 

»,sss tt+1 fl 






» — 1 *— 2 



* — 3 



*— 4 



84-1-1= 32 



9H*=:64 



1 



aw 



=128] 



1 
1 



2W=*256] 1 



—15 



—31 



9 -7 



17—15 



33—31 

^_ 



9 25 
—7 —23 



I 



17 49 
—15 -47 



—127165 —63 _ j| _ ^ 



9 25 41 57 
—7 —23 -39 —55 



17 49 81 US 
—15 —47 —79 —Hl 



19 25 41 57 73 89 105 
121—7—23—39—55 
l — 71 —«7 —103 —119 



Der Index n — * bezeichnet hierbei die Klasse, unter welche der 
yertikal darunter befindliche quadratische Rest gehört und der Index x 
den Exponenten von 2 in der Formel 

±2*A + 1, 
welche alle Reste der betrachteten Klasse umfasst. So z. B. sind die 
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Reste der drillen Klasse nach dem Modul 32 gleich 9 und — 7 und das 
betreffende x=n— 1 = 4— 1=3 und damit in Uebeinsümmung ist: 

9=2 3 .1 + 1, — 7 = — 2». 1+1. 
Ferner sind die Reste der 4ten Klasse zu dem Modul 2 6 + 1 = 128: 

17 49 —15 —47, 
und das betreffende x ist tt — 2=6 — 2 = 4. In der That hat man 

17= 2« .1 + 1, 49= 2*. 3 + 1, 
—15 = — 2*. 1 + 1, —47 = — 2*. 3+1. 

4) In allen vorhergehenden Erörterungen ist die als quadratischer 

Rest ausdrucklich nicht in Betracht gezogen worden. Wenn man nun 

von dem Modul p (mag derselbe eine gerade oder ungerade Primzahl sein) 

zu dem Modul p n übergeht, so macht sich die besondere Betrachtung der 

Zahlen 

p 2p 3p ....... p* — p 

nothwendig, welche nach dem Modul p alle der congruent, tjagegen 
nach dem Modul j>* einander iacongruent sind. Nehmen wir zunächst 
eine beliebige Zahl von der Form Ap A woi eine relative Primzahl xu p 
ist, heraus, so kann die Congruenz 

so 1 = Ap (mod p») 
keinesfalls beistehen , weder für ein *, welches relative Primzahl zu p ist, 
noch für ein s, welches den Factor p enthält: denn im letaleren Falle 
wäre die linke Seite der Congruenz mindestens durch p 1 ohne Rest theil- 
bar, also müsste es auch die rechte Seite Ap sein, im Widerspruche zu 
der Voraussetzung, dass A toin Vielfaches von p ist; der erstere Fall ist 
selbstverständlich unstatthaft. 

Demgemäss nach Ausscheidung der bezeichneten Vielfachen, die anf 
jeden Fall sämmllich Nichtreste sind, bleibt noch die Reihe der Zahlen 

p p* p* p*~ l 

zu disculiren. Nehmen wir zuerst eine ungerade Potenz von p, so haben 
wir im Allgemeinen die Möglichkeit der Congruenz 

x l = j,2*+l farf py 

zu untersuchen. Diesä Möglichkeit vorausgesetzt müsste x nothwendig 
durch irgend eine Potenz von p theilbar sein, also x 1 eine gerade Po- 
tenz von p als Factor enthalten, d.h. indem s eine relative Primzahl zu 
p bezeichnet, von der Form X*p** sein; mithin folgte: 



eioe in jedem Falle unstatthafte Congruenz , «tag . nun 24 grösser oder 
kleiner als 2x+l sein. Im ersten Falle würde man nämlich aus ihr 
erhalten K <\ 

aho, da p*-**-* >1 ist, ' # 

X^ 2 *^ 2 *- 1 = 1 (mod p\ ' *' 
was nicht angeht, da die linke Seite offenbar ein Vielfaches von p ist« 
Im «weiten Falle dagegen würde man 

erhallen, welches gleichfalls ein Widerspruch ist, da die linke Seile eine 
mit p incongruente, dagegen die rechtg Seite eine mit p cqngruenle 
Zahl ist. * 

Also kann die obige Congruenz Oberhaupt für kein reelles x be- 
stehen , d. h. jede ungerade Potenz von p ist ein quadratischer Nichtrest 
des Moduls p\ 

Betrachten wir endlich irgend eine gerade Potenz p 2 *, so ist klar, 
dass dieselbe ein quadratischer Rest ist: denn der Congruenz 

x* = p 2 * (mod p*), 2x<n 

geschieht Genüge durch die beiden reellen Werthe x = +p*. 
Wenn P ein beliebig zusammengesetzter. Modul von der Form 

P=a a bP ff .... 

ist, so sind, indem man unter a", b? \ <?> .... diejenigen geraden Po- , 
tenzen von den Grössen a, 6,, c> .... versteht, welche zunächst unter P 
liegen , die Zahlen der Reihen 

a 2 o* a* .... a«', 

b 2 b* 6 6 .... b?, 

c 2 c« c* .... &\ 



sämmtlich quadratische Reste von P und ausser ihnen noch alle diejeni- 
ge» Producta aus 2 oder mehreren dieser Zahlen , welche kleiner als P 
sind. Sei z. B. der Modul P = 720, so findet man folgende aus einfachen 
Polaniton bestehende Restreihen: 

Schwürt, Zahlen- Theorie. 15 



4 16 64 256 
9 81 
25 625 

f 

und folgende, die aus zusammengesetzten Potenzen besteht: 

36 324 100 144 406 576. 
Es kommen also zu den früher gefundenen 12 quadratische^* Beste*, 
welche relative Primzahlen zu 720 sind, noch 15 neue hinzu, welche mit 
720 irgend einen Factor gemeinschaftlich hahen. 

4) Fassen wir die vorstehenden Entwicklungen zusamfiep» so er- 
hellt, dass alle nur möglichen Fälle, in denen der Modul eine irgend wie 
zusammengesetzte Zahl ist, sich auf zwei Fundamental fälle, zurückführen 
lassen. Der eine tritt ein, wenn eine beliebige Potenz von 2 als Modul 
gegeben ist, und derselbe ist bereits in erschöpfender Weise abgehandelt. 
In dem anderen allgemeineren Falle ist der Modul eine beliebige unge- 
rade Primzahl und unter dieser speciellen Annahme werden wir daher 
von jetzt ab die weitere Betrachtung fortführen. 

Als in dem, was vorhergeht, mit enthalten können wir sogleich fol- 
gende wesentliche Theoreme aufstellen : 

a) Eine Zahl a ist, wenn die Congruenz 

a % = 1 (mod p) 
besteht, ein quadratischer Rest des Modul« p, dagegen, wenn 
die Congruenz 

a % = — J (moß p) 
b-esteht, ein quadratischer Nichtrest desselben Moduls. 
Die Reihe der Zahlen 

12 3 4 p—2 p — 1 

oder, wenn man die kleinsten Reste vorzieht, 

^ 3 2 1-1-2-3 _f=! 

enthält ^r — von einander verschiedene quadraiische Reste 

iKid allp übrigen quadratischen Reste, die keine Vielfachen Ton» p* und 
^ög^er ^ls |>. ^jfli), müssen irgend einem der vorhergehenden. Reste con- 
gruent sein; die übrig bleibenden ZAhiea d&n> Rftjuhni, darei* 
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Anzahl gleichfalls £-5— ist, sind sämmtlich quadratische 

Ni ch Ire stc und zwar alle nur möglichen, die von einander verschieden sind. 
Der Kurze halber wollen wir mit Legendre den Rest, welchen die 

Potenz a * nach dem Modul p lisst , mit / — J bezeichnen, so (law man 

a * = f ^ j (morf p) 

hat; danft kann man den ersten unter den beiden vorhergehenden Sätzen 
wie folgt aussprechen: 

b) Elfte Zahl « ist quadratischer Re»t oder Nichtrest 
des Moduls y, je nachdem man i — I = + 1 ader = — 1 hat. 

Ferner kann man mit leichter Muhe die Gleichung 

herleiten; denn es ist 

a .q! =(aaf) =\y) 
und daraus geht der Satz hervor: 

c) Sind zwei Zahlen a und af zu gleicher Zeit entweder 
quadratische Reste oder quadratische Nichtreste, so ist 
das Praduct stets ein quadratischer Rest zu p: ist dagegen 
die eine dieser Zahlen ein quadratischer Rest, die andere 
ein quadratischer Nichtrest, so ist das Product aaf stets 
ein quadratischer Nichtrest (Beide Zahlen a und a! werden 
hierhei in Uebereinstimmung mit unserer obigen Annahme als von ver- 
schieden vorausgesetzt.) 

Beispiel. Die Zahl 32 soll untersucht werden, ob sie ein quadra- 
tischer Rest von dem Modul 73 ist. Indem man sich die Quadrate der 

9 ersten aufeinander folgenden Zahlen bildet, findet man ohne Weiteres, 

• • > 

dasa die Zahlen 

4 = 2*, 8=: 9*— 73 

quadratische fteste von 73 sind, mithin ist es auch 32 — 48. In der 

Tbat findet sich durch weiteres VftEsücheH 

18* = 32 (mod 73). . 

Ferner ist 7 ein quadratische* Njehtest von 73; mithin kann 49 als ein 



^ 228 — 

Product zweier Nichlreste gelten, und rouss daher Rest sein. In der That 
ist es dies; denn der Congruenz 

x* = 49 (mod 73) 

geschieht durch den Zaliicnwerth x=l Genüge. Dagegen mass 4.7 «28 
tOa Nichtrest sein nnd das bestätigt sich auch; denn die Reibt rffnmt- 
licher Reste besteht aus den Zahlen 

1 2 3 46 8 9 12 16 
18 19 23 24 25 27 32 85 3* 
-36 —35 —32 —27 —25 —24 —23 —19. —18 
—16 —12 — 9 — 8 — 6 — 4 — 3 — 2 — 1. 

la weiterer Verallgemeinerung des letzten Satzes ergiebt siebt dass 
eine Zahl, die ein Product von lauter Resten ist, nothwen- 
dig ein quadratischer Rest sein müsse; dagegen wenn ein 
Theil der Factoren aus Nichtresten besteht, so ist sie ein 
Rest, wenn dieselben in gerader Anzahl and «in Nichl- 
rest, wenn dieselben in ungerader Anzahl vorhanden sind. 
Hiernach ist z. R, 125 = 5.5.5 ein Nichtrest von 73; wirklich ist 125 = 
146 — 19 und — 19 nicht unter den Resten. 

Aul diese Weise wird die Reihe der Zahlen von 1 bis p — 1, welche 
untersucht werden müssen, bedeutend reducirt, nämlich alle zusammeh- 
gesetzten Zahlen falten aus und es bleibt blos die Reihe der Primzahlen 
übrig. Es giebt aber auch noch einige andere Umstände, welche zur 
Verminderung der Zahl der zu untersuchenden Zahlen beitragen. Wenn 
man nämlich irgend eine Primzahl durch 4 dividirt, so kann entweder 1 
oder 3 als Rest bleiben und es geht hieraus hervor, dass jede Primzahl 
eine der beiden Formen 

4w+l, 4n+3 oder 4n — 1 "' 

haben muss und man kann also die Primzahlen in Bezug auf 4 in 2 
Klassen eintheilen, je nachdem sie von der einen oder der andern der 
genannten Formen sind. Nehmen wir zuerst an , dass p von der Form 
4n + l und a ein quadratischer Rest des Moduls jp .sei, so ist 

und die Bedingungscongruehi "' 
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mass bestehen« Dieser Gleichung genügt aber ebensowohl +a wie — *; 
mithin wird die ebensowohl erforderliche wie ausreichende Bedingung da-' 
für, dass •*-« ein quadratischer Rest sei, erfüllt. Jeder Rest +a liefert 
demgemäss sofort einen zweiten, nämlich — ä. 

Ist dagegen p von der' Form 4n — 1 und a gleichfalls ein quadra- 
tischer Rest von p, so wird die Bedingungscongruenz ' 

£z! . ' *" 

a * ?= a*^ 1 5 1 (mod p) * ' . 

nur für if-a, aber nicht für — a erfüllt; vielmehr ist 

(— a)**' 1 = — l (mod p), 
d,b* die Zahl — a ist ein quadratischer Nichlrest. 

Hiernach kann man folgendes Theorem aussprechen: 
. d) Wenn p eine Primzahl von der Form 4n+l ist und 
irgend eine Zahl a ein quadratischer Rest von p ist, so ist 
au4h — a oder, was dasselbe ist, p — a ein quadratischer. 
Rest von p. Hat dagegen die Primzahl p die Form (4n+3 
oder (4fi-«-l und ist a ein quadratischer Rest von p> so ist 
— a (ode? j> — a») ein quadratischer Nichtrest von p. 

Wie man augenblicklich einsieht, ist (aber trotz aller dieser Sätze»? 
welche allerdings die Aufsuchung der quadratischen Reste für einen gege- 
benen Modul p erleichtern, dies Geschäft noch immer ungemein lang? 
wierig, derartig, dass es sich nicht wohl ohne Hulfstafeln ausfuhren Jässt 
Ist man im Besitz von Tabellen für die Congruenz 

s* S 1 (mod p), t 

wo q irgend einen Theiler vonp — 1 bezeichnet, so bilden ganz ein- 

p— 1 
fach die Zahlen, welche zu dem Exponenten $ oder einen* 

Theiler desselben gehören, die Gesanimmtheit der mög- 
lichen von einander verschiedenen quadratischen Reste 
(immer die nicht mitgerechnet); denn alle diese Zahlen befriedigen die 
Bedingungscongruenz 

a * E= 1 (mod p) 
und stellen zugleich alle nur möglichen Lösungen derselben dar, wie: sich 
nach einem in der Einleitung enthaltenen, das 5"' betreffenden Satae 
leicht nachweisen lässt* Mithin werdea dieselben Methoden» welche zur 
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Berechnung der genannten Zahlen dienen» auch nur Berachimng der qua- 
dratischen Reste verwandt werden können and da ergiebt aioh noch, bei* 
läufig der Satz, dats alle primitiven Wurieln dea Moduls p 
quadratische Nixht'reste sind. 

Unter solchen Umständen hat man das Problem umgekehrt und un- 
tersucht, in welchen Fallen eine gegebene Primzahl a ein quadratischer 
Rest oder Nichlrest Pur eine gegebene Primzahl p sei oder von welcher 
Form die Primzahl p seih müsse, damit eine gegebene Zahl a ein qua- 
dratischer Rest oder Nichlrest derselben sei. Die Lösung dieses Problems 
beruht auf dem berühmten Rcciprocitätsgesetze, welches in seiner Allge- 
meinheit von Legendre herrührt nnd welches man jetzt für das schönste 
in der höheren Arithmetik hält. Es beschäftigten sich damit nach einan- 
der die berühmtesten Analytiker Lift in die neueste Zeit hinein , nltnlicfa 
Euler, Lagrange, Legendre und Gauss, weither 6 Beweise dafür gegeben 
hat. Wir wollen, ehe wir dazu fibergehen, nach dem Vorgänge des letz- 
teren erst eine Anzahl specieller Fälle erörtern, vermöge deren die Er- 
finder durch Induction zu dem allgemeinen Satze gelangt sind, and um 
hierbei ein bequemes Material für die bei diesen Erörterungen vorkom- 
menden Inductionen zu bieten, wollen wir die folgende ZvsftMMtertstellung 
von quadratischen Resten für die ersten PrimsaMe'n geben» in'' welcher 
indessen von 43 ab nur Primzahlen aufgenommen sind. 
f 



3 
5 
7 

11 
13 
17 
19 
23 

29 
31 
37 

41 



—1 
2—3 

3 4 5 -^2 

3 4—4—3—1 
2 4 8-8 —4 —2 —1 

4 5 6 7 9—8—3—2 
2 3 4 6 8 9 —11 —10 —7—5 
4 5 6 7 9 13 —13 —9 —7 —6 —5 —4 —1 

2 4 5 7 8 9 10 14 -15 — 13 —12 —11 -6 —3 

3 4 7 9 10 U 12 16— 16-12— 11— 10— * — 7-4 *-5--l 
1 2 4 5 8 9 10 16 18 20 

— 20 —18 — 16 — 10 — 9 — 8 — 5 — 4 — 2 — 1 
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p 

14 6 9 10 11 13 14 15 16 17 21 —20 



43 
47 



— 10 —1« ^12 —8 —7 —5 —3 —2 
1 2 3 7 17 -23 —19 —13—11 —5 

53 j f 7 lt 13 17 —17 —13 —11 —7 — l 

59 

61 
67 
71 

73 
79 
83 
89 
97 



101 



1 3 5 7 17 19 29 —23 —13 —11 —2 

1 3 5 13 19 —19 —13 —5 —3—1 

1 rt 19 23 29 —31 —13 —11 —7 -3—3—2 

1 2 3 5 19 29 —31 —23 —17 —13 —11 —7 

12 3 19 23—23—19—3—2-^1 

1 St 11 13 19 23 31 —37 <— 29 —17 —7 ^3 

1 3 7 11 17 23 29 31 37 41—19 —13 —5 t-2 

1 2 5 11 17 ^-17 —11 —5 -2 —1 \ v 

1 2 3 11 31 43 47 —47 —43 —31 — 11 —3 —2 —1 

1 5 ü 17 19 23 31 37 43 47 —47 —43 

—37 —31 —23 —19 -t-17 ~13 —6—1 

t 

§ ♦ -16. 

Betrachtung specieller quadratischer Reste, 

1) Wir werden weiter unten öfters solchen Zahlenpaaren , wie « 
und 6, begegnen, deren Prödüct nach einem gegebenen Modul jTcUn 

gleichfalls unveränderlichen Rest r lässt, so däss die Gongruenz 

i 

• ab = r (mod p) 

erfüllt wird. Wir wollen solche Zahlen einander nach dem 
Modul p für die Zahlengrösse r conjugirt nönnen und be- 
trachten natürlich hierbei nur solche Zählen a und b , welche kleiner als 
die ungerade Primzahl p sind* Dieses vorausgesetzt erhellt unmittelbar 
aus der Thatsache, das* die genannte Congrüenfc in Bezug auf 6 iom 
ersten Grade ist, der Satz, dass zu jeder beliebigen Sahl stet* 
eine und nur eine conjugirte|Zahl existirt. Im Allgemeinen wer- 
den je zwei conjugirte Zahlen von einander verschieden sein müssen; wenn, 
sie in eine zusammenfallen, d.h. wenn eine Zahl sich selber conjugirt 
sein soll, so muss dieselbe notwendig eine Lösung der Congruenz 
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x 1 ^ r (rood j>) 
sein und da dieselbe, gemäss unserer über die ßlatur des Moduls p ge- 
machten Voraussetzung, wenn sie überhaupt möglich ist, 2 Wurteln und 
sonst weiter keine hat, so folgt das Theorem; 

Wenn rein quadratischer Nichlrest ist, so giebt es keiiie 
Zahl, die sich selbst conjugirt sein könnte, and die Zahlen 
aller Paare sind von einander verschieden; wenn dagegen r 
ein quadratischer Rest ist, so existiren immer 2 Zahlen, 
welche sich selber conjugirt sind, die öbrfg bleibenden 
Zahlen bilden lauter Paare mit verschiedenen Zahlen. . Die 

Anzahl der Paare ist im erstcnFalle * n , im zwfciten *-k~. 

2 2 

Wenn r gleich 1 ist, so wollen wir a und 6 schlechthin conjugirte 
Zahlen nennen. In diesem Falle sind die beiden sich selbst conjugirten 
Zahlen offenbar 1 und — 1 oder p — 1 und es folgt das specielle Theorem: 

Von den zwischen 1 und; — 1 befindlichem Zahlen ist 
keine, die sich selbst (flkr den Rest 1) conjugirt sein könnte. 

Aus dieser Theorie fliesst mit der grössten Leichtigkeit der Wilson'sche 
Satz. Nämlich zu Folge des letzten Satzes lassen sich die Zahlen 

2 3 4 .....,p — 2, 

»-— 3 
deren Anzahl p — 3 ist, in —^ — Gruppen zu je zwei eintheilen , deren 

Producl 1 ist, also folgt durch Mulliplicalion 

2.3.4 .... (p — 2) = 1 (modp) 
und multiplicirt man diese Congruenz mit der nachfolgenden 

l.(p-l) = _l f " 
so erhfilt man 

1.2.3.4 .... (p— 2) (p — 1) = — 1 (mad p). 
Bildet man sich das Product aus den nimlicben Zahlen von 1 bis 
p — « :i, indem man sie sich in Gruppen zu je zwei, die einander für dea 
Rest r coqjugirt sind, zerlegt denkt, so erhält man, wenn rein quadra- 
tischer Niebtrest ist, 

1.2.3 .... (p—1) = r * , 
milbin durch Anwendung des Satzes von Wilson 

r * = —1 (m?d p), 



d.h. die bekannte Bedingungtcongraenz , welche för jeden quadratischen 
Nicbtrest stattfindet. 

Ist dagegen r ein quadratischer Rest, so folgt, wenn « und 6 die 
beiden sich selbst conjugirten Zahlen bezeichnen; 

1.2.3 .... (p — l).aft = r\ (moi p), 
woher abermals nach dem Salze von Wilson: 

«» = — r* Zi—r.r* (map). 

Nun bat man aber, da « und b sich selber conjugirt sind, 

«* = r, »* = r (moi p), 

also durch Multiplication 

**6* = r* (mod p) 

und damit diese Congruenz bestehen könne, moss entweder 

ab = +r (mod p) 
oder 

ab = — r (mod p). 
sein. Ersteres ist nicht statthaft; denn es würde daraus 

** = ab, a = b 
hervorgehen, im Widerspruche damit, das» offenbar 

b = — a 

m 

ist« Also bleibt nur die zweite Annahme 

ab = — r (moi p) 
möglich und es wird durch Einsetzung dieses Werthes in die vorherger 
bende Congruenz lür «6 

— r = — r.r * , • 
d. h. es besteht die Bedingungscongruenz 

r * = 1 (mod p), 
welche, wie wir wissen, ausdrückt, dass r ein quadratischer Rest ist 

Diese Andeutungen mögen genügen, um den Scbluss ziehen zu lassen, 
dass man die bisherige Theorie der quadratischen Reste auch auf die Be 7 
trachtung der conjugirten Zahlen hätte basiren können. 

Beispiele« Indem wir die Zahl 17 als Modul annehmen, wollen 
wir die Paare conjugirter Zahlen, welche für die Reste 1 und 3 erhalten 
werden, ohne Weiteres folgen ' lassen und schicken nur die Bemerkung 



variier, fesa, sobald ittt Yetechiedeirai auf den Res* f btafigHdeii Grtip* 
pen berechnet sind, die irgend einem anderen Reste t entsprechenden 
Gruppen ßich tocfat daraus ableiten lassen. Den» seien m mM *: zwei 
Zahlen , welche der Congruenfc 

ab = 1 (mod p) 
Genüge leisten, so wird offenbar die Congrnenz 

a'b' = r (tnod p) 
befriedigt, sowohl durch die Annahmen 

gf = 4, V = ar % - . i 

wie auch durch die Annahmen 

«' = ar, b 4 = 6. * .;.•:/. 

p = 17 r = J 

| H ■ I ■ . • • • 



»'=17 


r=3 


1 


3 


2 


10 = —7 


4 


5 


7 


15 B-- u^i« 


fr 


11 = —6 


9 * ♦*-«•• 


■> ■• • 


12 = —5 


13 = —4 


16 S -«-l 


14 =■ ^-8 



l 1 . • 

2 9^—8 

3 6 • 
'4 1& £ j^4 

5 7 

8 18 te *""-2 

10 = — 7 12 = —5 

11 = -6 14 = —3 
16 = — 1 16 = u-1 - • 

8f>- UflteYätichUfrg <ter Kahl *-L 

Rucksichtlich der Zahl —1 kann man ohne Wefterfeä da« HiMMiü 

» 

aufstellen: Von allen Zahlen der Form 4n+l Ist — 1 quadra- 
tischer Rest und von allen Zahlen der Form 4ft — 1 ist — 1 
quadratischer Nichtrest. Der Beweis ergiebt sich unmittelbar 

durcji Betrachtung der Potenz ( — 1) , indem im ersten Falle der Expo- 
nent derselben gerade, im zweiten Falle dagegen ungerade wird. 

Wir verdanken dem berühmten Euler hoch einen zweiten ßeweis 
dieses theoremes, welcher sich auf die Theorie der conjugirten Zahlen 
stützt und der liier gleichfalls einen Platz Anden mag. 

Sei ifgtiiid efn beliebige* qtiaifratisdter Äfest f tttkd dte dlfeMih' Reste 
ättjügirtö Mi $, *o folgt' ■ : *h ■ ■ • •! 



• • rV • 
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also durch Erhebung auf die f ^- J te Potenz 

(rQ)^~ = r . ? * = 1 (möd p); 

mm ist r quadratischer Rest und mitbin kann man statt r * den dieser 
Potenz congruenten Werth 1 setzen: dadurch bekommen wir 

l * =1 (inoi p), 
d.h. die Bedihgungscongrueriz dafür, dass £ fein quadratischer Rest sei, 
also wenn Von zwei conjugiften Zahlen die eiiie quadrati- 
scher Rest ist, so ist es auch die andere. Dertgftti&ss wird inait 

die sämmtlichen ^— quadratischen Reste von p in Gruppen zu je 2, 

die einander conjugirt sind, veftheilen können. Im Allgemeinen werden 
die Zahlen einer jeden Gruppe 2 von einander verschiedene Reiste dar- 
stellen; doch können auch ausnahmsweise Gruppen vorkommen, welche 
denselben Rest iweimal enthalten. Set die Anzahl der ersteren Gruppen 
6, die Anzahl dter letzteren et, s6 ist die Anzahl sftmttfüicher Reste a+2A 
und diese Mus» gelfade ansfaltai, wenn p die Pofhl 4n+l hat, dagegen 
ungerade, wenn p die Form 4n — 1 hat. Nun gidbt esttbef Unter den 
Zahlen von 1 bis p — 1 keine anderen Zahlen als diese beiden Grenzzah- 
len selbst, welche sich selbst conjugirt sind und die Zahl 1 unter diesen 
beiden ist auf jeden Fall quadratischer Rest, so dass sie mindestens den 
Werth.. 1 und höchstens den Werth 2 haben kann. Damit nun a, im 
ersten Falle gerade ausfalle» muss es den Werth 2 haben, d.h. p — 1 
oder, was dasselbe ist, — 1 ist quadratischer Rest, und damit es im 
zweiten Falle ungerade . werde , muss a a= 1 sein , d. b. — 1 kann nicht 
unter den. quadratischen Resten mitzählen. 

3) Untersuchung der Zahlen +2 und -—3. 

Die BetrjrchtQng der dem Ende des vorigen Paragraphen angehängten 
Tabelle aefgt, dass 2 quadratischer Rest ist von den Zahlen 

7 17 23 31 41 47 71 78 79 89 97, 
unier detoeu keine von der Fofm 8n+3 oder 8n— 3 sich befindet. Um 
diese Itoduction zfc hefwahrheitt« und* zugleich auf einen beliebige!! (auch 
lusammdigeeetiten) 'rogftfraden Modul austudehnen , wollen wir annehmen, 
dato »eh eine« äusserst* Grewe für den Modul p feststellen Hesse, Welche 
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durch die Zahl t repräsentirt werden möge, von der Beschaffenheit y dass 
2 quadratischer Rest von t wäre, dagegen Nichlrest für alle unterhalb 
dieser Grenze befindlichen Modul, welche, wie t selber, eine der beiden 
Formen 8»+3, 8n — 3 haben. Hiernach wurde die Congruenz 

a 1 5 2 (mod t) 
möglich sein und ihre Auflösung wurde zwei Werthe för a liefern , die, 
wenn man die kleinsten positiven Zahlenwerlhe nimmt, einander not- 
wendig zu dem Modul t ergänzen. Da nun t ungerade ist, so { mug8 der 
eine gerade, der andere ungerade sein und man kann mithin a in der 
genannten Congruenz als eine bestimmbare ungerade Zah} ansehen« Die- 
selbe kamt aber noch in doppelter Form angeschrieben werden y einmal 

Als Gleichung wie folgt: 

■ «*— 2 ==»•<* 

und dann als die hieraus fliessende, Congruenz 

a % = 2 (mod u). 

Aus letzterer ergiebt sich, dass 2 auch quadratischer Rest von « ist» 

aus. ersterer» wie wir. gleich näher zeigen wollen, dass u eine der bei« 

den Formen 8»-— 3, 8» +3 besitzt, je nachdem t von dar Form 8n +3 

oder 8» — 3 iqt. Nun kann ferner die Ungleichung 

a 2 > ut 
wegen der anderen Ungleichung 

a<t 

nur so bestehen, dass man u gleichfalls kleiner als t annimmt. Dieses 
alles zusammengenommen wörde folgen, dass, gegen die Annabtnd, ein 
Modul u bleiner als t und von einer der Formen 8n+3, 8n — 3 exi- 
stlrte , von welchem 2 quadratischer Rest wäre. Also ist es unstatthaft, 
wenn Oberhaupt eine Folge von Zahlen ezistirt, für welche das aufgestellte 
Gesetz gültig ist, dieser Gültigkeit irgend eine endliche Grenze zu fcetzen. 
Nun gilt das Gesetz thats&chlich für die oben hingestellte Folge von Zah- 
len (die man für den Fall, dass auch zusammengesetzte Modul in Betracht 
kommen sollen, nach Belieben durch die erforderlichen Zwischenglieder 
ergänzen kann); also gilt es allgemein. 

- Was die behauptete Form vop t* anlangt, so bemerken wir, dass, 
da « als eine ungerade Zahl angesehen werden darf, a % DOtbwendig von 
der Form 8n+l und mithin a* — 2, d.h. der Werth des Prodactes «f 
von der Form 8»— V ist, Ist nun t von der 8* +3, so muss u von der 
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Form 8m— 8 sein; in der Tbat hat man unter dieser Annahme 
ut = (8n+3) (8n'— 3) = 8(8n»'+3ii'— 3n— 1>— 1, 
d.h. ut ist, wie es sein muss, Ton der Form 8n — 1 und gleichzeitig wird 
für jede der übrigen möglichen Annahmen, dass u eine der 3 Formen 

8n+l, 6*— 1, 8n+a 
habe, ut nicht die Form Sn—l erlangen. Ist dagegen t töh der Form 
8n— 8, so lässt sich in vollkommen ähnlicher Weise darthnn, dass u 
die Form 8n+3 habe, 

Es ist jetzt erwiesen, dass 2 ein Nichtrest der Formen 8n+5 utid 
8n — 3 ist. Nun ordnet sich die Form 8n+3 der Form 4fi — 1 unter; 
es muss mitbin wegen des Satzes unter 4) d) im vorigen Paragraphen 
—2 ein Rest der Form 8w+3 sein. Ebenso ordnet sich die Form 8n— 3 
der allgemeineren Form 4n+l unter; zu Folge desselben Satzes ist da- 
her — 2 ein Nichtrest der Form 8n — 3. Dies zusammengefasst bekommt 
man das Theorem: 

DieZahl + 2 ist ein quadratischer Nichtrest aller Prim- 
zahlen von der Form 8n + 3, die Zahl —2 dagegen efn qua- 
dratischer Rest. 

Für alle Primzahlen Von der Form 8» — 3 ist sowohl +2, 
wie — 2 ein Nichtrest. 

Durch eine ähnliche Induction findet man , dass unter den aus der 
Tabelle entnommenen Moduln, von welchen — 2 ein Rest ist, 

3 11 17 19 41 43 59 67 73 83 89 97 

keiner von der Form 8n — 3 oder 8» — 1 gefunden wird. Um das Ge- 
setz allgemein für einen beliebigen (auch zusammengesetzten) Modul von 
dieser Form nachzuweisen, nehme man an, dass das Gesetz für alle un- 
terhalb der Grenze t befindlichen Modul von der vorgeschriebenen Form 
gültig. sei, dagegen für den Modul l selbst seine Gültigkeit ' verliere. 

Dann ist wieder 

a 2 = —2 (moi t) 

und diese Congraenz ist identisch mit der Gleichung 

**+2«*t* f 

sowie ttit der neuen aus letzterer entspringenden Coogruenz 

a 1 = — 2 (moi m) f 
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welche^ aussagt, dass —2 auch, eia quadratischer Rest des Moduls u ist 
Nun ist m wegen der Relation 

a*+2— u t f a<t 
kleiner als t und ferner entweder vaü der Form 8» — 3 oder von der 
Form 8» — 1. Da nämlich a immer als eine ungerade Zahl angesehen 
werden darf, so ist a 2 von der Form 8n -{- 1 , .also a 2 +2, d. h. ut von 
der Foroi 8n+3. Ist nun t von der Form 8it — 3, so folgt hieraus u 
als Ton der Form 8» — 1, und ist t von der Form 8» — 1, so folgt « 
Ton der Form 8»— 3. Also exisiirt auf jeden Fall, im Widerspruche 
zur Annahme* eine Zahl u kleiner als die kleinste L welche eine der For- 
men 8n-^3 f 8n — 1 und — 2 zum quadratischen Rest hat. Da dies 
nicht angeht, so muss — 2 ein Nichtrest zu allen Zahlen der Form 8h— 3, 
8n — 1 sein- Wendet man liierauf wieder den Satz unter 4) d) in $. 14 
an, so ergiebt sich dies neue Theorem, von dem indessen der erste Theil 
mit dem ersten Theile des vorhergehenden übereinstimmt. 

, Alle Primzahlen von der Form 8» — 3 haben sowohl — 2, 
wie +2 zum Nichtjreste« 

Alle Primzahlen von der Form 8n — 1 haj»e,n — 2 zum 
Nichtrest, dagegen +2 zum Reste* 

Indem wir die Primzahlen nach dem Modul 8 eintheilen, ist die 
Form 8n+l bisher noch nicht zur Erörterung gekommen. Röcksichtlich 
derselben gilt der Satz: 

Alle Primzahlen von der Form 8n+,l haben sowohl +2 
wie — 2 zum quadratischen Reste. 

Um denselben zu erweisen nehmen wir an, es sei a eine primitive 
Wurzel p = 8n+l, so ist nach dem Satze p. 109 unter 6) o 4 * = — 1 

* - 

(mod p) und diese Congruenz kann in doppelter Weise umgeschrieben 

werden, entweder: 

(ö*« + 1)» = 2<P* 
oder 

(•*—*)* = — 2a* 

Demgemäss sind sowohl: 2a> wie *~2a to beides Reste von H oder 8*+l. 
Nun gilt dasselbe von dem dieaen.beid6rhZahlengrössen gemeinschaftlichen 
Factor a*, also nach dein Satze unten 4) c) in & JL4 nuaa aucfc s#webl 
+2, wie —2 ein Rest sei*. . 
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Hiernach ist 2 auf jeden Fall ein Nichtrest zu den Formen 8n+3 
und 8» — 3. Es ist weiter zu sehen, inwiefern* indem wir zusammenge- 
setzte Modul autossea f es ein Reat der Formen 8n^f I und 8n — 1 sein 
kann. Betrachten wir zuerst die Form p = 8n+l, so wird 2 für die 
höchste Potenz irgend eines in p enthaltenen Primfactors von der Form 
8n+l oder 8n — 1 nach dem ersten Satze unter- 2? in §. 15 auf jeden 
Fall quadratischer Rest, sein, weil es quadratischer Rest für die erste Po- 
tenz ist; dagegen wird es für die höchste Potenz irgend eines Primfac- 
tors %os\ einer. der Formen 8n+3, .8» — 3 aus ähnlichen Gründen Nicht- 
rest sein : wenn aka Factors djer letzten Art vorkommen-, so- ist 2 nach 
einem Sätze unter 1) tn J. 15 quadratischer Nichtrest von p. Gehen wir 
Ton 4w» Modtd p zu dem Modpl 2p über, so ist 2 ein Rest Yen 2} 

denn die Congruenz 

x* = 2 (med 2) 

wird . fj|r jedes* gerade a> befriedigt ; also ist 2 ein Rest w» 2p über- 
haupt, v?WA>. e*. ein Rest von p ist. Dagegen wenn wir weiter Fori zm 
dem Modul 4p schiejten, so ist 2 kemesfills ein ftesi von dfcm Modul 
4} dwni die Gongruen« 

<p 2 = 2 : (mod 4> \ 

ist unmöglich; also ist 2 ein Nichtrest zu jeder durch 4 theilbaren Zahl. 
Nehmen wir in ähnlicher Weise auch die 3 noch übrigem Formen ^ durchs 
so erhält man ohne Schwierigkeit folgendes Theorem, welches alle frohe- 
ren in dieser Nummer als specielle Fälle in sich begreift: 

Die Zahl +2 ist ein Rest aller solcher, sei es einfacher 
oder zusammengesetzter», Modul, welche weder durch 4 
noch durch irgend einen Primfactor von der Form 8n.+3, 
8n — 3 getheilt werden können, von den übrig bleibenden 
Moduln ist sie Nichtrest. 

DiqZahl:— 2 i**. ein. fte*t. jedes; beliebigen Moduls, iw el- 
cher weder cUr<?h 4, ftQich durch iffgend! einten:, Primfactor 
««Mi ^er Forint— 3 «der 8n— 1 gst heilt; weiden fcarnn; von 
allen ubri^\bl^>ite.n4eq t M.Ofd.qln iat siie Niohtresti. : 

Zwei conjugirte Zahlen sind* immer w gleicher' Zeit entweder Reste 
oder Nichtreste. Nimml-taan nun p sitbwiedär als -eine ungerade Prim- 
zahl aftv ao ist die mit 2 eonjugirte ZaM- 



•■ ,'i 
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£+1 — P — 1 / •, N 
— 2~ = — !1 "2- ( moi P) 

und man kann die für 2 gewonnenen Resultate sofort auf die Zahl £i- 

« \ 

und ^— - übertragen. Diese Ueberlragung ist der besseren Ueber- 

sicht halber in folgender Tabelle enthalten: 



p 


P+l 
- 2 


"-* 1 


| p+l _ p-1 
2-2 


8n+l 


4n+l = 


— 4» (?Ä 


— (4h +1) = 4n - OK 


8»+3 


4n+2 = 


— (4»+l) JVOÄ 


— (4s+2) r 4»+l QR 


8n— 3 


4n— 2 = 


— (4«— 1) NQR 


— (4n-2) = 4*— 1 IfQR 


8«— 1 


An = 


-(4*-l) (?Ä 


— 4» = 4n— 1 JV0Ä 



Wie man sieht, ist bei dieser Uebertftgung die Aullösbarkeit des 
Problems vorausgesetzt, zu irgend einer gegebenen £*hl q nach 
einem Modul p Ton der Form qn+r 9 wo n eine unbestimmte 
und r eine gegebene ganze Zahl bezeichnet, die conjugirte 
Zahl zu bestimmen. Man löse sieh zu diesem Zwecke die Congruenz 

+rx = — 1 (mod q) 

auf r so ist der Quotent 

+rx+l 



eine ganze Zahl und mithin auch . der Ausdruck 

qmx+rx + l , +rx+l 

ti — 2 — ==_, =ma?+'= 3 — » — • 

Zugleich ist y die gesuchte zu q conjugirte Zahl, weil die Congruenz 

qy ss jwix+rjr+1 = 1 (moi p) 
oiTenbar besteht« 

Das vorgelegte Problem ist unmöglich, wenn q einen Theiler mit r 

gemeinschaftlich hat; in allen übrigen Fällen ist es möglieh. 

Beispiel. Die Reihe der ungeraden Primzahlen lässt sich nach 

dem Modul 20 in 8 Klassen einlbeilen, welche durch die Zahlformen 

20»+l 20»+3 20n+7 20»+« 

20*— 9 20»— 7 20»— 3 20»— 1 

ihre Bestimmung erhalten. Inda» wir diese verschiedenen Fenne« Bach 
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einander als Modul annehmen, bekommen wir für die Zahl 5 ab die ihr 

conjugirte Zahl respective 

—4» — (8n+l) 8n+3 4n+2 

—(4»— 2) — (8n— 3) 8»— 1 An. 

4) Untersuchung der Zahlen 4-3 und — 3. 

Nehmen wir den Modul p als eine Primzahl von der Form 3n+l, 
so ist 3 ein Theiler von p — 1 und es existirt also jedenfalls eine (un- 
gerade) Zahl A, welche zu dem Exponenten 3 gehört. Dann besteht die 
auf A bezügliche Restperiode aus den Potenzresten von 1, A, A 2 und es 
ist zu Folge des Satzes unter 4) f) in $.11 

1+A+A 2 .= (mod p). 
Multipliciren wir diese Congruenz mit 4 und subtrabiren auf beiden Sei- 
ten 3, so erhält sie die Form 

(2A + 1) 2 = —3 (mod p), 
d.h. die Congruenz 

x 2 = — 3 (mod p) 
ist möglich oder — 3 ist ein- quadratischer Rest von p. 

Nehmen, wir dagegen p als eine ungerade Primzahl von der Form 
3» + 2 an, so ist — 3 ein Nichtrest. Denn nähme man an, es wäre Rest, 
so hiesse dies die Möglichkeit der Congruenz 

x 2 = — 3 (mod p) 
setzen und eine Wurzel derselben könnte immer als eine ungerade Zahl 
<p bestimmt werden, so dass sie die Form 2A+1 halte. Also wäre 

(2A+1)*== —3 (modp) 
und hieraus Wurde folgen 

1+A+A* 5= (mod p). 
Multiplier t man diese diese Congruenz auf beiden Seiten mit A — 1,* 
so wird 

A 3 — 1 z= (mod p) 

und es musste hiernach 3 ein Factor von p — 1 sein, was gegen die 
Voraussetzung streitet, dass p die Form 3n+2 hat. Also gilt das Theorem: 

Zu allen Primzahlen von der Form 3w+l ist — 3 ein Rest 
und zu allen Primzahlen von der Form 3»+2 (oder 3n — 1) 
ist es Nichtrest. 

Betrachtet man jetzt die Zahl +3, so muss sie für diejenigen Prim- 
zahlen 3n+l, welche zugleich die Form 4n+l haben, quadratischer Rest 

Schwärt, Zahlen- Theorie. jg 
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sein, weil *-3 ebenfalls quadratischer Rest ist. Dies giebt die Form 
12n+l, welche alle diejenigen Zahlen umfasst, welche sowohl nach dem 
Modul 3, wie nach dem Modul 4 den Rest 1 geben. Für diejenigen 
Primzahlen dagegen, welche zu gleicher Zeit die Form 3n + l und in — 1 
haben, d.h. von der Form 12w — 5 sind (denn dies ist die Form derje- 
nigen Zahlen, welche nach dem Modul 3 defn Rest 1 und nach dem Mo- 
dul 4 den Rest — 1 lassen) , ist 3 Nichtrest. Betrachten wir weiter die 
Primzahlen von der Form 3n+2, so können dieselben entweder von der 
Form 4n+l oder von der Form in — I sein; dem ers leren Falle ent- 
spricht die Form 12h + 5 und die Zahl 3 als Nichtrest; dem 2ten Falle 
die Form 12n — 1 und die Zahl 3 als Rest. Hiermit können wir fol- 
gendes Theorem aufstellen: 

Die Zahl 3 ist Rest von allen Moduln der Form 12n+l 
und 12n — 1; dagegen Nichtrest von allen Moduln der Form 
12n+5 und 12n — 5. 

Der letzte Satz findet also seine Ableitung aus dem vorangehenden, 
welcher noch eine zweite merkwürdige Ausdrucksart gestattet Nämlich 
die Zahl 3 hat zu quadratischen Resten alle Zahlen, welche mit 1 con- 
gruent sind, also namentlich auch die Primzahlen von der Form 3*+l, 
von denen wiederum — 3 ein Rest; dagegen bat sie zu quadratischen 
Nicht resten alle Zahlen, . die der Zahl 2 congruent sind, «Ufa. namentlich 
auch alle Primzahlen von der Form ä»+ä, von denen wiederum —3 
Nichtrest ist. Dies vorausgesetzt nimmt der in Rede stehende Satz fol- 
gende Form an: 

Die Zahl — 3 ist quadratischer Rest aller Primzahlen, 
"Von denen gelbst wieder 3 quadratischer Rest ist und qua- 
dratischer Nichtrest aller Primzahlen, von denen selbst 
wieder 3 Nichtrest ist. 

m 

Nach der Bezeichnungsweise von Legendre ausgedrückt giebt dies 

zunächst 

—3 



und hieraus folgt: 
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nämlich das obere Vorzeichen gilt, wenn p die Form 4n+l hat, in wel- 
chem Fälle 

und das untere Vorzeichen gilt, wenn P die Form 4n — 1 hat, in wel- 
chem Falle 

(=- 3 )=(_3)*-. = -8*-i Ä -(i) 

ist. 

Die auf die Zahlen 3 und — 3 bezüglichen Sätze lassen sich sämmt- 
lich auf die diesen Zahlen conjugirten Zahlen übertragen und wir erhal- 
ten dadurch, wenn wir bemerken, dass die Zahlen 3 und — 3 nach den 
Moduln 12n+l," 12n+5, 12n — 5, 12n — 1 respective die Zahlen —4* 
und +4n, 4tt +2 und — (4m +2), — (4n— 2) und 4n— 2, in und — 4n 
conjugirt sind, folgende Tabelle: 



p 


3 


—3 


1 




12«+ 1 


QR 


OB 


— in <?it 


+ 4» QR 


12»+ 5 


NQR 


NQR 


4n+2 NQR 


— (4n+2) AQÄ 


12«— 5 


NQR 


QR 


—(4h— 2) NQR 


4»-2 (?Ä 


12n— 1 


CK 


NQR 


in QR 


— 4» JVQÄ 



6) Untersuchung der Zahlen +5 und — 5. 

Sei p eine Primzahl Ton der Form 5n-fl, so kann immtir eine un- 
gerade Zahl h bestimmt werden, welche zu dem Exponenten 5 gehört 
und die auf diese Zahl h bezügliche Restperiode 

1 Ä ** Ä 8 Ä« 
rais eine Reihe bilden, deren Summe ein Vielfaches voii p ist, abo 

*«+*•+**+*+ 1 = (moi p). 
Multiplicirt man diese Coogruenz mit 4, so gestattet die linke Seite 
die Form: 

4A«+4Ä 1 +4A*+4A+# 

= 4(* + l)«— I2Ä(A+1)*4-4A 2 
. ,.- «4(*+l)*r-18»(*+l) 2 +9A 2 — 5Ä* 

und die ganze Congruenz lässt sich daher schreiben wie folgt: 

16« 
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(2A 2 + A+2) 2 = 5A* (mod p), 

woraus hervorgeht, dass 5A 2 ein quadratischer Rest des Moduls ist. Dies 

setzt, da A 2 gleichfalls ein quadratischer Rest ist, voraus, dass es auch 

5 sei. . Denn die .Zahl Ä ist zu Folge der Art ihrer Bestimmung von 

verschieden, d.h. relative Primzahl zu pj mithin ist in den beiden Be- 

dingungscongruenzen 

p— l p— l 

(5A 2 ) 2 = 5 * , hP-i = 1 (mod p) 
und 

(A 2 ) * = A^-i hh 1 (mod p) 

einmal kein Widerspruch und dann können sie nur so zusammen bestehen, 

wenn man 

p— l 

5 2 = 1 (mod p) 

hat. Diese Schlussfolgerung ist in Uebereinstimmung mit dem Satze un- 
ter 4) c) im vorigen §♦ 

■ * 

Mithin ist bewiesen, dass 5 ein Rest jeder Prifflzahl von ätt Form 
5w +1 ist, aber es lässt sich nicht, nach Analogie der vorigen Nummer, 
auch das Umgekehrte zeigen, dass es von jeder Primzahl von anderer 
Form ein Nichtrest sei} vielmehr es lässt sich darthun, dass es Von allen 
Primzahlen der Form 5n+4 Rest sei. Der Beweis, welcher» wie der 
vorhergehendet von Lagrange herrührt, beruht auf ganz anderen Princi- 
pien als der vorige und geht von der Betrachtung des Ausdruckes 

v (x+Jb)P+ l — (* — V*)** 1 - • ■• 

A = p: 

aus, welcher, wenn man ihn entwickelt, eine ganze rationale Function 
pten Grades von x darstellt, nämlich er wird gleich 

+ + (P + l)P(P-l) 2 jc 3^ i + E+l 2a; 6 i T i 

1.2.3 « 1 

und es erhellt, dass alle seine Glieder, brs aufs erste und letzte, da p 

als eine Primzahl vorausgesetzt wird, durch den Factor p ohne Rest sich 

theilen lassen. Die beiden übrig bleibenden Glieder lassen sich, wie folgt, 

zusammen schreiben: •.. I» .1 .« • ■ . 



■ i 

* 4 



p-1 


-1 (»lod p) 




— x = (mod p). 
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2(p + l)U*+x6 T ; 

und sind, in der Voraussetzung, dass b ein quadratischer Nichtrest von 

p ist, gleichfalls ein Vielfaches von p; denn aus den Congruenzen 

jpP = x (mod p) 
und 



ergiebt sich 



Hiernach ist 

X = (mod p) 

und diese Congruenz identisch mit der folgenden 

xP+xb * = (mod p), 

welche für jeden beliebigen ganzzahligen Werth von x befriedigt wird, 

und daher die p von einander verschiedenen Lösungen 

x = 1 2 3 4 p — 1 (mod p) 

zulässt. 

Betrachten wir weiter irgend einen beliebigen Theiler e von p+1, so 

dass man ff'=p + l hat, so ist der Ausdruck 

r __ (a+fiy— te— Jby 

y/b . 

gleichfalls eine ganze rationale und in X aufgebende Function von x\ 
denn es ist 

X' (x+ylb) e —(x—yjb) e 

und die Division rechts musg nach einem, bekannten. Fundamentalsatze 
der niederen Analysis aufgehen, sobald, wie es hier eintritt, e* ein ganzer 
positiver Exponent ist. Daraus folgt weiter, dass man sich den Ausdruck 
X in 2 Factoren X' und X" zerlegen kann, von denen der erste den 
Grad e— 1, der zweite den Grad p — e+1 hat, so dass also 

X = X'X" 
ist. Ferner müssen die Wurzeln der Congruenz X = (mod.p) iden- 
tisch sein mit den Wurzeln der Congruenzen 

X' = 0, X" = \modp\ 
von denen die erste höchstens e — 1, die zweite höchstens pr~t+l Lö<- 
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sungen hat. Da nun beide zusammen mit Notwendigkeit p reelle Lö- 
sungen haben, so ist die höchste Zahl der möglichen Lösungen in unse- 
rem Falle auch zugleich die wirklich* existirende und es giebt also e — l 
Zahlenwerthe, für welche der Ausdruck X' der congruent oder mit an- 
deren Worten durch p theilbar wird. 

Nehmen wir nun p als von der Form 5tt+4 an, so wird 5 ein Thei- 
ler von p + 1 und die Congruenz 

b+w-p -W _ § {mod f) 

ist möglich und zwar wird sie durch 4 verschiedene Zahlenwerthe von op be- 
friedigt. Nun giebt dieselbe durch die Entwicklung der Potenzen im Zähler; 

10a? 4 +2O**i+2»* s (m*d p) 
und diese Congruenz ist identisch mit der folgenden: 

(5a?*+&) 2 = 20a?« (mod p). 
Da dieselbe nun möglich ist, so ist 20a? 4 ein Rest von p und sondern* 
wir hiervon den Factor 4x 4 , der auf jeden Fall gleichfalls ein Rest und 
zwar ein von verschiedener ist, ab, so folgt 5 auch als quadratischer 
Jl^st« t— DLb Annahme einee von verschiedenen x ist hierbei slaUhalt. 
Denn wäre x ein Vielfaches von p, $o folgte aus der Congruenz 

10a> 4 +20a? 2 &+26 2 = 
die neue 

2b 2 S (mod p), 
Welche nur bestehen kann, wenn b der cengraent uftd mithin der An- 
nahme zuwider ein Rest ist. Sie ist aber zugleich auch noth wendig, weil 
der letzte Schluss, der auf dem Satz unter 4) c) im vorigen §. beruht, 
sonst nicht Geltung haben könnte. 

Es bleibt noch Übrig die Formen 5n-f-2 und (5n+8 =) 5n — 2 zu 
untersuchen, rücksichtlich deren vermöge der Tabelle erhellt, dass 5 ein 
Nichtrest sei, wenigstens bfs zur Grenze 97 hin. Nehmen wir an, es 
gäbe solche Modul, die diese Form besässen und doch 5 zum Reste hätten, 
und sei der kleinste darunter t , so ist die Congruenz 

a 2 = 5 (mod t) 
möglich und 5 von allen Moduln unterhalb der Grenze t Nichtrest. Nun 
kann man aber diese Congruenz sich auch als die Gleichung 

schreibin und hierin * als eine gerade Zahl < J «i nehmen: dran folgt, 
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dass u eine ungerade Zahl und gleichfalls kleiner als t sei* Da man 
ferner gemäss der vorhergehenden Gleichung 

o 2 = tu (mod 5) 
hat, so muss tu ein Rest von 5 sein. Es ist aber zugleich t ein Nicht- 

rest von 5; denn t ist von der Form 

■ • » 

5n+2 == ±2 (mod 5) 

und sowohl +2, wie — 2 ein Nichtrest von 5. Also kann tu nur so 

Rest von 5 sein, dass rann u gleichzeitig als Nichtrest von 5 hat. Dies 

setzt die Congruenz 

u £ +2 (mod 5) 

voraus, d.h. u muss eine der beiden Formen Sit +2 oder 5w — 2 haben. 
Wenn hier u eine Primzahl sein sollte, so tritt der Widerspruch mit der 
Annahme sofort klar hervor; denn vermöge der obigen Gleichung ist 

o 2 = 5 (mod u) 
und daher 5 ein Rest von w; es existirte also ein Modul kleiner als t 
und Primzahl von der Form 5n +2, von welchem 5 Rest wäre. Aber 
auch wenn u eine zusammengesetzte Zahl ist, lasst sich der nämliche Wi- 
derspruch aufzeigen; denn wenn 5 ein Rest von u ist, so muss es auch 
von jedem Primfactor der Grösse u ein Rest sein und da u ungerade und 
von der Form 5n+2 ist, so kann es sich nicht aus lauter Primfactoren 
der Form 4n+l zusammensetzen,. sondern es muss wenigstens einen un- 
geraden Primfactor der Form 5n+yJ haben: Für diesen Primfactor mithin 
<C* und von der genannten Form wäre % gleichfalls quadratischer Rest. 
Hiernach können wir folgendes Theorem aussprechen: 
Die Zahl 5 ist ein Rest, oller Primzahlen von der Form 
5h+1, dagegen ein Nichtrest aller Primzahlen von der Form 
n5+2. 

Bemerken wir, dass alle Zahlen der Form 5»-jhl m Bezug auf den 
Modul 5 congruent mit +1 und daher quadratische Reste von 5 sütd, 
sowie dass alle Zahlen von der Form 5»+2 quadratische Nichtreste von 
5 sind, so können wir unsere» Theoreme die elegante Aussprache geb#|u 

Die Zahl 5 ist quadratischer Rest von allen solchen 
Ptimzahleh, die es selber im Beeug auf 5 als Modul: und, 
und quadratischer NicbtresJ von allen aeJchdn Primzahlen, 
die es selber in Bezug auf 5 als Modul sind..:,,; : 
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Nach Legendres Bezeichnung druckt sich dies in der folgenden Glei- 
chung aus: 

Schliessen wir in der gewöhnlichen Weise weiler auf — 5, so erhal- 
ten wir folgende Tabelle: 

5 I —5 



20n+l 


QR 


QR 


20» +3 


NQR 


QR 


20n+7 


NQR 


QR 


20» +9 


QR 


QR 


20»— 9 


QR 


NQR 


20n— 7 


NQR 


NQR 


20» -3 


NQR 


NQR 


20»— 1 


QR 


NQR 



Dehnen wir endlich die gewonnenen Resultate auf die mit 5 und —5 
conjugirlen Zahlen aus, so kommen folgende Resultate: 



p '1 


5 




I -5 




20» +1 


— 4» 


0« 


4» 


QR 


20» + 3 


— (8» + l) 


NQR 


8»+l 


QR 


20» +7 


8»+*3 


NQR 


—(8» +3) 


QR 


20» +9 


4»+ 2 


QR 


—(4» +2) 


QR 


20»— 9 


—(4»— 2) 


QR 


4»— 2 


NQR 


20»— 7 


—(ßn— 3) 


NQR 


8»— 3 


NQR 


20»— 3 


8»— 1 


NQR 


— (8»— 1) 


NQR 


20»-l 


4» 


QR 


— 4» 


NQR 



6) Untersucht man weiler die Zahlen +7 und — 7, so findet man durch 
eine aus der Tabelle des vorigen Paragraphen geschöpfte Induction den Satz: 

Die Zahl — 7 ist ein Rest jeder Primzahl, welche selber 
ein Rest von 7 ist, d.h. eine der 3 Formen 7n+l, In — 3, 
7*— 2 hau 

Die Zahl — 7 ist ein Nichtrest jeder Primzahl, welche 
selber ein Nichtrest von 7 ist, d.h. eine der 3 Formen 7» — 1, 
7*+3, 7n+2 bat 
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Nach Legendres Bezeichnung giebt dies 

(tM=S») 

und wenn man in der bekannten Weise von — 7 zu dem Reste +7 über- 
geht, so findet man nach derselben Manier der Bezeichnung, je nachdem 
f die Form 4n+l oder 4* — l bat, die Relation 

Der Beweis ist ziemlich schwierig und weitläufig. Dazu kommt, dass die 
bisherigen Mittel der Demonstration nicht Tür alle Fälle ausreichen und 
daher die Nothwendigkeit eintritt sich nach neuen umzusehen. Wir wol- 
len daher nicht näher darauf eingehen und zu der allgemeinen Betrach- 
tung mit dem Bemerken fortschreiten, dass die von uns betrachteten spe- 
cialen Fälle das Stattfinden folgenden Gesetzes anzudeuten scheinen: 

Wenn q und p beide Primzahlen von der Form 4n — ] 
sind, so findet die Relation 

statt; wenn dagegen nicht beide zugleich von dieser Form 
sind, so besteht die Relation 



(*)-(*> 



Das ist das berühmte Reciprocitätsgesetz in der Form, die ihm von Le- 
gendre gegeben ist; Gauss dagegen, der der erste war, der es bewies 
und im Ganzen nicht weniger als, 6 von einander sehr verschiedene und 
alle sehr bemerkenswertbe Beweise geliefert hat, spricht das Fundamen- 
taltheorem in folgender Form aus: 

Je nachdem q als einePrimzahl von der Form 4n+l oder 
4* — 1 sich bestimmt, ist +q oder — q quadratischer Rest 
oder Nichtrest jeder (positiv genommenen) Primzahl p, welche 
selber wieder quadratischer Rest oder Nichtrest der ersten 
Primzahl q ist. 



: • ' 



— «50 — 
$.17. 

Der Satz der Reciproci tat. 

1) Der besseren Uebersicht wegen wollen wir dem Häuptbeweise 
einige einleitende Sätze vorausschicken , was um so zweckmässige! 4 er- 
scheint, da dieselben ein eigentümliches Interesse für sich selber in An- 
spruch nehmen. Der erste ist folgender: 

Wenn p eine Primzahl ist und 4 eine nicht durch j> tb eil- 
bare Zahl,, so sind die Reste 

V— 1 
lg 2q 3f 4j ... «.'*—=-* q 

in Bezug auf deir Modul p alle von eiitadddf rericliieden. 
Diese Reste werden, wenn wir sie alle positiv nehmen, zum 

Theil grösser, zum Theil kleiner als -~ ausfallen. Sei nun 

die Anzahl derjenigen, welche grösser als, |p sind, gleich 
fi, so findet immer der Satz statt: 

, T " = (l)=(-l^(modp), 

d.h. es ist q quadratischer Rest oder If icbtre&t, je nachdem 
fi gerade oder ungerade ist. 

Nehmen wir z. B. p = 17 , f =*= 3 , so werden die Reste sämmtlicher 

Glieder der Reihe 

36 9 12 15 18 21 24 

nach dem Modul 17 bezüglich congruent mit den Resten 

3 6 9 12 15 1 4 7; 

diejenigen darunter, welche grösser als 4p = 8Ji sind 

9 12 15 

und ihre Anzahl p ist gleich 3. Also ist 3 quadratischer Nichtfest von 17, 

Setzen wir dagegen 2 = 8, so. ist die Productenreibe 

8 1« 24 32 40 48 $6 64 

J 

und die entsprechende Restreihe 

8 16 7 15 6 14 5 13; 
die Reste bierunter, die grösser als 8}, sind 16, 15, 14, 13; also ji = 4 
und 8 quadratischer Rest von 17. 
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Sei jetzt allgemein 

(4) «' a" a'" a<"> 

die Reihe der Reste, welche kleiner und 

8' W »'" J(A*) 

» 

die Reihe der Reste, welche grösser als \p shid: dann ist die letzte Rest-* 
reihe gleichgeltend mit der feigenden : 

(*) -(f-V) ~fj> ^6") -.<p_|W) f 

welche lauter negative Reste enthalten wird, während die Reihe (4) lau- 
ter positive kleinste Reste in sich schliessU Mithin kommt in beiden 
Reihen kein Rest tot, der nicht kleiner als {$ wäre. Zu gleicher Zeit 
kann aber auch behauptet werden, dass die absoluten Werthe der Reste 
in (4) nicht Mos unter einander verschieden sind, sondern auch verschie- 
de» *iad von den abetkiUn Werthan der Reste in (B). Denn wären ir- 
gend welche zwei einander gleich, etwa 

a (») = p — J(m) f 

so folgte, wenn man nnter Nq dasjenige Glied unserer Productenreihe 
versteht, welches dem Reste a (n) ,und unter Mq dasjenige Glied, welches 
dem Beste j(m) entspricht, die Congruenz 

Nq ^ ~-Mq (tnod f) f 
aha 

(N+M)q = (mö4 f) 

und da q und p relative Primzahlen sind, so kann diese Congruenz nur 
so besteben, dass man 

N+M = (tnod p) 

hat, d.h. N+M mösste ein Vielfaches von p sein, was unmöglich ist, 
da H und N beides Zahlen sind, die für sich kleiner als «y. 

Ja 

Die Reale der Reihen (4) und (B) haben also verschiedene absolute 
Werthe und sind »He kleiner als £p. Da nun die Ansah! der in beiden 

vorkommenden Reste "T ist, so kann dies nur dann eintreten, wenn 

diese absoluten Werthe, wenn auch vielleicht in anderer Folge, mit der 
Reihe, der Zahlen 

12 » Sr 

übereinstimmen* Hiernach ist nolhwendig das Restproduct 
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(— iy.*W" aW.(p— b').(p— 6") (p— VW) 

= (— l/M.2.3 .. ?: ^. 

Nun ist aber die linke Seite dieser Gleichung das Product sämmtlicber 
Reste, die in den beiden Reihen (4) und (B) enthalten sind, und mithin 
zu Folge unserer Voraussetzung nach dem Modul p congruent dem Producte 

P— 1 P — 1 ^ 

lq.2q.3q.4q ?—-q=z 1 .2.3.4 . . . . ■ q * . 

- • • 

Setzt man dies ein, so erhält man die Congruenz 

1.2'.8.4....£~f 2 s (— 1)^,1. 2. 3. ..*£-^ (noi p) 

oder, wenn man den Factor 1.2. 3. 4. ...—z-, der auf beiden Seiten 

vorkommt und auf jeden Fall eine relative Primzahl zu dem Modul p ist, 

herausdjvidirt: 

p-i 



j* =(j) = (~iy*(morfp). 



Der eben bewiesene Satz giebt ein neues Mittel an die Hand die 
Formen des Moduls p zu bestimmen, von welchen die Zahlen 2 , — 2, 
— 1 Reste oder Nichtreste sind. Wir begnügen uns in einem einzelnen 
Falle die Möglichkeit zu zeigen und die Durchfuhrung der übrigen mög- 
lichen Fälle dem Leser zu fiberlassen. Nehmen wir also 

p = 8n+l, ? = 2; 

so ist die Reihe der in Betracht kommenden Producte 

1.2 2.2 3.2 ...... 2». 2 (2n+l).2 (2n+2).2 ...... (2n+2n).2 

und es springt sofort in die Augen, dass die erste Hälfte dieser Producte 
bis zu 2n.2 incl. kleiner, die zweite Hälfte dagegen grösser als ^p ist, 
kein einziges aber den Modul p übersteigt, so dass die Reibe der Pro- 
ducte und die Reibe der Reste hier. in eine einzige zusammenfallen. Di« 
Anzahl der in der letzten Hallte vorkommenden Reste ist pun offenbar 2», 
also fi = 2n und zu Folge unseres Satzes geht- daraus hervor» dass 2 
ein quadratischer Rest der Form Bn+1 ist. 

2) Bezeichnen wir nach dem Vorgange von Legendre durch By ~ ) 

die höchste Anzahl der Ganzen, welche in dem Bruche — enthalten ist, 

'• • • p 
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so wird, wenn man unter r den gewöhnlichen positiven Divisionsrest ver- 
steht, immer die Gleichung 

+r 



* = ' B (j) 



Bestand haben. Betrachtet man nun die Reihe der Producte 

1} 2j 3q 4q P -=±q 

und mögen wieder in Bezug auf den Modul p 

a' a" af" a< r ) 

die Reste sein, welche kleiner als der halbe Modul, und 

b 1 b" V" ...... "iW 

die Reste, welche grösser als der halbe Modul sind ; ferner seien die die- 
sen Resten entsprechenden Vielfachen von q respective 

A'q A"q A'"q A(% 

Vq W'q B'"q tf^q 

und endlich M die Summe der sämmtlichen £, welche bei der Division 
dieser Vielfachen durch p herauskommen, so ist 

" "--'(jM?M?H--+*(5l! 

und insofern es bei unserer Untersuchung wesentlich darauf ankommt zu 
finden, ob [x gerade oder ungerade ist, ist es immer zulässig an Stelle 
der Zahl /l die Zahl M ^u betrachten. Dps Nähere hierüber sagt folgen- 
des Theorem: 

Wenn p eine beliebige ungerade Primzahl und q eine 
gleichfalls ungerade Zahl bezeichnet; die kein Vielfaches 
von f ist, so ist die Anzahl^ der Reste >>|jp, welche bei der 
Division der Vielfachen 

lj 2j 3q 4j ...... £=lq 

i 

durch den Modul p hervorgehen, gleichzeitig gerade oder 

ungerade mit der Summe M .der,, sämmtlichen B\ die sich 

bei der angedeuteten Division ergehen, oder in Zeichen, 

es ist 

■'. M = p («W 2). 
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Zu Folge der obigen Erklärungen ist allgemein 



Äq -E 



(*)<*• 



P 
mithin, wenn wir beide Ungleichungen mit 2 multipliciren: 

also folgt, wenn wir uns nur auf die Ganzen beschränken, 

Denken wir uns nun für A und B alle nur möglichen Werthe eingesetzt, so 
sind die verschiedenen A und B durcheinander genommen alle nur mög- 
lichen Zahlen von 1 bis £-x- und wir bekommen daher, indem wir 

alles zusammennehmen, wenn wjr berücksichtigen* dass die Zahl der B 
gleich 11 ist, 



'(?M*M*) 



■4» *•••• "trSLnf 




Die untere Zahlenreihe, giebt offenbar eine (negativ genommen), gerade 
Zahl; wir können also piit deren Weglassung schreiben: 

" «( ? M i M ? ) + + *( ^J E «• *** 

Betrachten wir jetzt irgend ein specielles Glied links , etwa 



i*T*) 



und setzen zu dem Zwecke 

wo.n den gewöhnlichen Divhonsrest von q durch p bezeichnet, so ist cfocft 

(P— r)g _ ._ nr 



2&> 



also 



'(^H'—?) 



oder, da die Anzahl q der positiven Ganzen durch den Abzug des ächten 

Bruches, der nach Wegnahme der in — enthaltenen Qanzen übrig bleibt, 

P 

auf jeden Fall um eins Einheit verringert wird, 

Nun besteht die Gleichung 

qr __ mfr+nr 

P ~~ V 
und hieraus folgt 

mitbin gebt unsere roi-hergebende' Gleichung Aber in 



M 



(V)— (?) 



Denken wir uns nun in unsere letzte Congrueoz für fi die letato 

Hälfte der Glieder, welche die Summe auf der linken Seite hat, vermöge 

der vorhergehenden Formel transformirt, so sind, wenn p von der Form 

4n+l ist, die zu traqsformirenden Glieder alle diejenigen, für welche 

der Index r die Werthe 

p— 3 



r = l 2 3 4 



% #• 



2 

annimmt, und ihre Anzahl ist {(p — 1); dagegen wenn p wn der F#rm 

4w+S ist, so sind diejenigen Gittfter s« UransformUeo, für welche r die 
Werthe 

^1 2 3 4 .... P -^ ■"-.. 

bekommt, und ihre Anzahl ist {(j>+l). Mithin geht unsere Congruenz 
in& qrstten Falle über in 






3 fi. (mod 2) 



und im zweiten Falle in 



> 
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X! 



-(f)-(7')--#) 



= jt (mod 2). 



Addiren wir in beiden Fällen das Doppelte der jedesmaligen unteren Ho- 
rizontalreihe auf der linken Seite biuzu, welches zulässig, da dies Dop- 
pelte ein Multiplum von 2 ist, und lassen im ersten Falle den Ausdruck 

i(p-D(«-i>, 

weil er gleichfalls ein Multiplum von 2 ist, und im zweiten Falle aus 
einem ähnlichen Grunde den Ausdruck 

i(p + l)(q-D 
weg , so ergiebt sich in vollkommener Allgemeinheit die Congruenz : 

oder 'einfacher, wie bebauplet wurde, 

M = n (mod 2). 

3) Zu Folge des vorhergehenden Satzes können wir also an Stelle 
der Zahl fi die Summe der verschiedenen E in Rechnung bringen und 
um deswillen, indem wir q und p als zwei ungerade Zahlen annehmen, 
von denen p die grössere ist, wollen wir den Werth dieser Summe näher 
in Betracht ziehen. 

Setzen wir die beiden Gleichungssysteme: . • 



j = pyr* 


+ f 


? = !«' 


+Q' 


2j = pn" 


+ r" 


2p — qxf.' 


+<>" 


3] = J>7t"' 


+ r"' 


3p ~ qx'" 


+*'" 


4q s pn ir 


+ r> r 


4p 8 qx 1 ? 


+< IV 



(F) < ■ ? (Q) 



tj.-ww^cio tC.fiV» 



wo die Zahlen 



/// 



x # % u K w ... , fl , <t 
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respective die ganzen Zahlen 

M •(*) i?) 

-(SM?M?) 

bezeichnen: dann ist zunächst klar, dass die letzte der Gleichungen (P) 
durch die Annahmen 

n ~~~2~' ~ 2 

zu einer Identität wird und dass mithin, da gleichzeitig dadurch r v * ' 

positiv und kleiner als p ausfällt, der bezeichne Werth von n mit 



identisch ist« Ferner erhellt, dass den x' ersten Vielfachen 




lg 2$ 3j x'j 

lauter tt=0 entsprechen; denn da x'j zu Folge der ersten Gleichung 
(Q) keiner als p ist, so liegen diese Vielfachen alle zwischen den Gren- 
zen und p, so jedoch, dass keines irgend einer dieser Grenzen gleich 
werden könnte; mithin sind die aus ihrer Division mit p hervorgehenden 
Quotienten zwischen und 1 enthalten, d.h. ächte Bruche und die zu- 
gehörigen Ganzen gleich 0. Geht man weiter, so ist schon das nächste 

Vielfache 

(*'+l)j>P, 
wie durch Subtraction der Ungleichung 

9'<q 

von der aus der ersten Gleichung (Q) fliessenden Gleichung 

(*'+i)«+e'=p+? 

erkannt wird, und die (x" — x') Vielfachen 

(x'+l)j (x'+2)fl (x' + 3)fl xt'q 

sind alle wegen der ersten und zweiten Gleichung (Q) grösser als p und 
kleiner als 2p; mithin sind die Quotienten dieser Vielfachen durch p 
zwischen den Grenzen 1 und 2, d.h. die in ihnen enthaltenen Ganzen 
n sind alle gleich 1. Ganz ebenso findet man, dass die (x'" — x") Viel- 
fachen 

(x" + l)9 (*"+2)j <*"+8)9 *'"« 

Schwärs, Zahlen- Theorie. 17 



i 
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alle grösser als 2p und kleiner als 3p und d«m zu Folge die zugehörigen 
n gleich 2 sind. Indem man so weiter fortgeht, kommt man zuletzt zu 



den £lJ:_ x ^ */j Vielfachen 



(.^+1)1 [n^+i)i 2=!„ 

dieselben sind sämmtlich grösser als ^r— p, zu Folge der letzten Glei- 

chung (0), und kleiner als ^-n—p+p, weil das höchste unter ihnen die- 
ser Ungleichheit, wie man sich leicht überzeugt, Genfige leiste!; mithin 
sind die zugehörigen Trolle gleich ~r— . 

Hiernach ist, wenn .man das bekannte Summenzeichen einfuhrt, 
^=x / .0+(x' # »-x i ).I+(^ — x")-2 + (x' F — «"').3 

-1 l*£)\ 9-1 



{^-m. 



oder, wenn man reducirt 

« . P— 1 9—1 

= -^+V' 2 J ' 

*l*o folgt die bemerkenswerte Gleichung 

oder in Worten das Theorem: 

Wenn 9 und p zwei ungerade Zahlen sind, die keinen 
gemeinschaftlichen Theiler besitzen, so ist die Summe der 

""■ .(*). 4*) ^)-#) 

20sammmengenommen mit der Summe der Zahlen 

9-1 



(§) *(*) KT)-- 4 



9 
p — 1 q — 1 

gleich dem Producte tt"«-"2""» 



• - 4*0 - 

4) Fassen wtr die drei vorstehenden Theoreme zusammen, so er- 
giebt sich unmittelbar das Gesetz der Reciprocilät. Wenden wir den 
zweiten Satz auf den dritten an, so können wir, da es Mos auf den gera- 
den oder ungeraden Zustand der in letzterem vorkommenden Summen 
ankommt, statt der letzteren geradezu die Zahlen jw und v setzen und er- 
balten so 

/t + „~£=I.±=l (mod2); 

gleichzeitig hat man zu Folge des ersten Satzes 






Seien nun die Zahlen p dnd q wachst beide von der Form 4n — 1, so 
wird fi+v ungerade, d.h. es HR die eine von diesen Zahlen gerade 
und die andere ungerade sein; die ihnen entsprechenden Potenzen von 

— 1 haben daher entgegengesetztes Zeichen und es ist 

oder genauer, wenn q quadratischer Rest von p ist, d.h. wenn /— j = l 

giebt, so ist p ein Nichtrest von 9, d.h. /-) = — 1 und umgekehrt 

wenn q ein Nichtrest von p ist, so ist p ein Rest von q. 

Seien dagegen die Zahlen p und q entweder beide oder wenigstens 
eine darunter von der Form 4w4-i, so ist p+v mit Notwendigkeit eine 
gerade Zahl und die Zahlen fi und v mithin entweder beide gleichzeitig 
gerade oder beide gleichzeitig ungerade. Deragemäss bekommt man die 

Reste der Potenzen 1 - ) und ( — ) (der erste auf den Modul p , der 

zweite auf den Modul q bezogen) und beide entweder zugleich + 1 oder 

— 1 und kann dies Verhältniss symbolisch durch die Gleichung 



(in?) 



ausdrücken , wehihe näher sagt, das«, wenn q ein Rest von p, auch p ein* 
Rest von q oder wem f ein Nichtrest von p, auch p ein Rest von q sei. 

17» 
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Wie sehr dieser Satz der Reciprocilät die Untersuchung vereinfache, 
wollen wir an einigen durchgerechneten Beispielen zeigen. 

Beispiel 1. 9 = 19, p = 101, also von der Form 4n+l. Hier- 
nach ist 

( IST ) Ä ( 19" ) • Ä yitT ) = ( 19 j = [ 19 ) • ( löj- 

Nun ist 2 quadratischer Rest der Formen 8n+l und quadratischer Nicht- 
rest der Formen Sn+3; hiernach ist 2 ein Nichtrest von 19, d.h. 

/ — 1 = — 1. Ferner ist, da 19 und 3 beide von der Form 4n — 1 sind, 



Hithin wird 



(Ä)-(D-(t)— 



also ist 19 ein quadratischer Rest von 101 und in der Tliat besteht die 

Congruenz 

25 2 = 19 (mod 101). 

Beispiel 2. 9 = 43, also von der Form 4n — 1; p = 883, also 

Ton der nämlichen Form. 

/ 43 L-/ 883 \ = _/ 20. 43+23 \^/23\ /— 20 \ /20V 
\883/ \ 43 / \ 43 / \43/ \ 43 / \43/' 

(sHäMä) 5 

(«)"(s) , (is) ,BS " 1, ~ 1 " 

(i)-(?)-(i)-(l)-(J)-- 

/43\ = /4\ (iL 
\883/ \43/*\43/ 



= +1; 



+1.— 1=— 1, 



d.h. 43 ist ein quadratischer Nichtrest von 883. 

Beispiel 3. 4= 453, p = 1236 = 4.3.103. 

453 = 1 (mod 4), also 453 QR von 4; 
453 = (mod 3), also 453 QR von 3; 



» 
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453 = 41 (mod 103); 

(ÄHSHiFMSMÄMi) 
(Ä)-(¥)-U)-(i)- 

(■j^)= 1.1 = 1, also 453 QR von 103. 

Da nua 453 quadratischer Rest der einzelnen Factoren ist, in welche der 
Modul 1236, so ist es auch von diesem selbst quadratischer Rest und 
in der That besteht die Congruenz 

297* = 88209 =453 (mod 1236). 

Beispiel 4. 9 = — 2087, p = 158112 = 2«. 3*. 61. 

—2087 = — 7 (mod 32), 
— 2087 = 19 (mod 81), 
—2087 = —13 (mod 61). 

Was nun die Zahl — 7 anbetrifft, so ist sie zu Folge früherer EntWicke- 
lungen quadratischer Rest von 32; die Zahl 19 ist nach dem Modul 3 
congruent mit 1 und daher ein quadratischer Rest von 3, mithin ist sie 
es auch von 3* =81; was endlich — 13 anbetrifft, so hat man 

(-6r) = (6i) = (l3) = (l3) 

Aus allem zusammen ergiebt sich nun, dass — 2087 ein quadratischer 
Rest von 158112 ist, und in der That kann man die Congruenz 

395 2 = 156025 = —2087 (mod 158112) 
leicht verificiren. 

5) Der Satz unter 3) ist einer Erweiterung fähig, welche darum 
bemerkenswert!] ist, weil sie zu einem Algorithmus führt, vermöge dessen 

der Werth des Ausdruckes ( — ) ohne Zuziehung des Reciprocitätsgesetzes 

mit Leichtigkeit und in direcler Weise numerisch berechnet werden kann. 

Nehmen wir p und p' als zwei beliebige ungerade Zahlen an, die 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben und von denen die erste grösser 
als die zweite ist; dann kann man sich immer die Reihe der folgenden 
Divisionsgleichungen bilden : 
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p 
v' 

£ 
v" 

p" 



Jt 



£1 = 



* + £ 7 



x' +e 



,P 



Ul 



." 



»</< 






(f) 



1 p(m-l) 



j(m+l) 
xCw-D 4- fi (m— l) 1 ! 

~ fc p("») 



p(«) _^ 



>0»+l) 



— x (m) _|_ 6 (m) 



i 



.(m+1) 



>(«-!) 



pv«-u , a £ 



(M-l) 



p(») " ' w p(») 

»00 , I 

i -7-tä ä X (tt) 4-«<*> — -t 
\pOH-l) * ^* pin+fy 

Hier bedeuten x, x', x", x (n > lauter solche gerade Zahlen, deren 

Werth den zugehörigen Brüchen auf der linken Seite am nächsten kommt 

und die Crossen «, «', e", € (tt > sind entweder +1 oder — 1 , je 

nachdem die gleichnamigen Quotientenwerlhe x kleiner oder grösser sind 

als die zugehörigen Brüche. Die verschiedenen p werden unter dieser 

Voraussetzung nothwettdig lauter ungerade positive Zahlen bezeichnen, die 

mit wechselnden Indices bis zur Grenze 1 hin abnehmen und von denen 

keine zwei unmittelbar auf einander folgende einen Factor mit einander 

gemeinschaftlich haben. 

Sie sind zunächst alle ungerade Zahlen. Dean au» der ersten der 

Gleichungen (P) folgt 

p = xp' + ep" 

und da p und p' nach Voraussetzung ungerade, x aber gerade ist, so ist 
p — xp', d.h. ep" gleichfalls ungerade und dies ist, da e den absoluten 
Werth 1 hat, nicht anders möglich als wenn p" selbst ungerade ist. Da 
ff* und p" jetzt beide ungerade siiid, so folgt aus der «werten Gleichung 
in derselben Weise, dass auch p ul ungerade ist. Indem man so fortgeht, 
gelangt man zu dem Schlüsse, dass sammüiche p utagerade sind. 

Hätten ferner b. B. p< m +*> Hnd p( m *M) einen gemeinschaftlichen Thei- 
ler g>, so müsste wegen der Gleichung 
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p(«) ss g(»)p(m+t)^ fi (»0p(m+3) 

auch p (m > durch dieselbe Zahl theilbar sein und indem jetzt pO** 1 ) und 
p ( *) den gemeinschaftlichen Factor q> haben, müsste q> ganz ebenso ein 
Factor zunächst von p**-*) sein und indem man ähnliche Rückschläge 
macht, würde man zuletzt finden, dass die beiden Zahlen p und p' gegen 
die Voraussetzung den gemeinschaftlichen Theiler <p hätten. Also sind 
je zwei auf einander folgende p relative Primzahlen zu einander. 

Endlich wird das letzte p, nämlich p( ft + 2 ) den Werth 1 haben. Denn 
da die p beständig abnehmen, so muss zuletzt ein p entweder gleich 
oder gleich 1 kommen. Nun ist Ersteres nicht statthaft, weil dies voraus- 
setzen würde, dass pW durch p(*+D aufginge und mithin zwei auf einan- 
der folgende p keine relativen Primzahlen zu einander wären; mithin 
bleibt nur die letzte Annahme übrig. 

Das Gleicbungssystem (1) ist. übrigens weiter bichts als die Schema« 

tische Darstellung der Entwicklung des uttäehteit Bruches -, in einen Ket-' 

tenbruch, dessen Zähler von der Form +1 und dessen Nenner lauter po- 
sitive gerade Zahlen sitid; in der That folgt durch eine leichte Ueber- 
legung : 

Betrachten wir jetzt irgend zwei auf einander folgende Divisionsreste, 
etwa p< m -^ und p (m) und setzen der grösseren Kürze halber die Somme 

und analog 

N«n ist zu Folge des Satzes unter 3), da p (m > und p^- 1 ) relative Prim- 
zahlen zu einander und ungerade sind, 
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iö") i / 2p ( "> \ / P "~ »(' 




*(jM+*( f A)+" + H 

Was die erste der beiden Horizontalreihen links betrifft, so ist sie gera- 
dezu unser M (w_1 >; die zweite betreffend folgt aus der Gleichung 



?- = x (m-l) + e (m-l)?. 



p(M) " ' w «0*) 

die neue Gleichung 



,(^»HK.> + ,~>.^), 



p(m) 



wo i4 der Reihe nach die Zahlen 

1234 2 

bedeuten möge, oder, wenn e (m — 1 > gleich +1 sein sollte, 

dagegen , wenn € (m—1 > = — 1 sein sollte, 

Transformirt man sich in der bezeichneten Weise die sämmtlichen Glie- 
der unserer zweiten Horizontalreihe, so erhält man ^ m ~ 1 > multiplicirt in 
die Reihe 

und dazu in dem ersten der beiden genannten Fälle die Summe 

«(m) — 1 p(m) — 1 «(hOj. I 

in dem zweiten dagegen dieselbe Summe, aber jedes Glied um eine Ein- 

pO»\_l 
heil verkleinert, so dass im Ganzen davon - — 5 — abgeht. 

Setzen wir jetzt in der letzten Gleichung die für die beiden Hori- 
zontalreihen der linken Seite gefundenen Ausdrücke ein*, so bekommen 
wir, wenn $< m -D gleich +1 ist, 
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dagegen, wenn fi( m -*> gleich — 1 ist, 

af(— «+ e (*-i)jif(^) + ?. I .P_ii x (mM)_ p * 

_ p(m) — 1 pfr-l) — 1 

""~ 2~~ ' 2 
und beide Resultate können wir zusammenfassen in der Formel: 

Mte 11 . fe 11 mm P (m) — 1 P (m - !) — « (w ~ !) P (W) — 1 P (m) +1 (m -l) 

Benutzen wir die eben gefundene Recursionsformel , indem man für 
m der Reihe nach die Werthe 

w=l 2 3 45 ..... n n+1 
einsetzt, so erhalten wir folgendes System von Formeln: 

,* . ™ P'— 1 P~« P'— 1 P'+* 
JHP +€ <Jlf« «P'^lA £zf _?lzi P^tl x , 

itti-€itt« 2 . 2 2 - 2 



Die letzte unter den Grössen M, nämlich M( n +V ist identisch der 
gleich; denn es ist 

~«-«(^M5£?)+~- . 

/p(»+i)_l 

.. -'(?*M.A) + ---- +J, (=^ 

und jedes Glied der rechten Seite offenbar gleich 0. Wenn man jetzt die 
Torstehenden Recursionsformeln der Reihe nach mit 

1 — « €«' — *€'&" (^-1)* a«W" ... «&-« 
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multiplicirt und die Producte zusammenaddirt, so hebt sich links alles 
bis auf das erste Glied oben und das letzte Glied unten, welches für sich 
selber schon verschwindet, und es resultirt daher: 

p'— 1 p — e p'-l P'+l 

p'"-_] p"—«" . p"' — 1 P'"+l „ 

pir_i pi/i — ^i .y— 1 P^ + l „, 



*.•.»«•<*-. 



n(n) 1 n(n-l) *(»— 1) »(») — 1 

(_1)<-1 CC ' C " .... «fr-*, P_i . ? « (^»-^....gO,-*)?^ 

.?^±1*-1> 

• 2 

(—1)»«'.... «(»-» ; y0H l ) ~ 1 . p(B) ~ c(,> - — (—1) "«fi' .... e (— » p ^ )+1 

Nehmen wir jetzt p speciell als Primzahl an, q — p' dagegen als eine 

. . • • • • • 

beliebige oder zusammengesetzte ungerade Zahl kleiner als p, so folgt aus 
den beiden Sätzen unter 1) und 2), dass, je nachdem Of gerade oder 

ungerade ist, der Ausdruck 1-1=4-1 oder gleich — 1, d.h. mit an- 
deren Worten q quadratischer Rest oder Nichtrest von p wird. Demge- 
mäss ist ffir unseren Zweck blos die Untersuchung ton M darauf bin, 
ob es gerade oder ungerade sei, nothwendig und wir können daher m 
dem Ausdrucke rechts alle Multipla von 2 weglassen, d.h. da die Grös- 
sen x, x', x", alle gerade Zahlen sind, zunächst die sämmtlichen 

Glieder in zweiter Stelle. Feraer können? wir auch allen Gliedern ohne 
Ausnahme das Vorzeichen + geben, d.h. die Producte der e } e\ e", .... 
vernachlässigen; denn wenn etwa eine» das Vorzeichen *— 1 geben sollte, 
so kann man immer durch Addition des doppelten Gliedes das Vorzeichen 
in + transfonniren. Dadurch bekommen wir 



fc 



— 267 — 

__ p^—l p- € p"—\ p*- e , p«'— 1 p"— € " p/P— l p"/— 6 "' 
2 ~T + 2 2 + 2 2 + 2 2 

+ + 2 2*^ (*od2). 

Da die Zählen p, p', p", aHe ungerade sirtd, so ist jedes Glied 

der rechten Seite entweder eine gerade oder eine ungerade Zahl und 
von der Anzahl der letzteren Glieder wird die Beschaffenheit des M ab- 
hängen. Ist die Anzahl der Glieder, welcfce eine ungerade Zahl geben, 
eine ungerade, so wird M nothwendig auch angerade sein; in allen an- 
deren .Fällen ist M gerade. 

Ob irgend ein specielles Glied, etwa £— ^ — . r gerade oder 

ungerade ist, kann man leicht entscheiden; es ist nämlich gerade, wenn 
entweder beide Factoren p'" — 1 und p" — e", oder wenigstens eine von' 
ihnen die Form 4n hat; dagegen ungerade, d.h. nach dem Modul 2 der 
Einheit congruent, wenn beide genannten Factoren von der Form 4n+2 
sind. Die Bildung dieser Factoren ist sehr einfach, wenn man bemerkt, 
dass die darin vorkommende» Grössen p'", p", «" alle durch ein einzi- 
ges der in (P) aufgeführten Divisionsexempel erhalten werden. Der erste 
Factor ist nämlich der Divisor vermindert um die Einheit, der zweite 
Factor der Dividendus vermindert um das zugehörige «, d.h. wenn e 
gleich + 1 sein soMte, vermindert um 1, dagegen, wenn e gleich — I sein 
sollte, vermehrt um 1. Schreibt man sich demgemäss neben jedes Divi- 
sionsexempel entweder 1 oder nichts, je nachdem entweder beide Factoren 
durch 2 dividirt ungerade Zahlen gebe» oder wenigstens einer von ihnen 

gerade ausfallt, so ist I — J = ( — ) gleich +1 oder gleich — 1, je nach- 
dem die Anzahl dieser Einsen gerade oder ungerade ist Das Detail der 
Anwendung möge aus folgenden Beispielen entnommen werden: 
Beispiel 1. 

\ 1013 / - U 



— SßS — 

60111013,2 60W1013 + 1 



1202 



189—1 601+1 



—189 1 601 1 4 -i^-i . ^^-= gerade 

756 * * 

-^Il5|189|2 l^=i. 2Z±± ungerade also s 1 

310 

^I2TI 155 1 2 ™=l . 1 i$±! gerade 

242 * " 

-87 1 121|2 1 

174 

— 53 | 87 | 2 

^I9|53|2 -f- 1 .^ gerade 

38 



+ 15|19|2 

—1111512 
22 

—711112 

!£ 

— 3|7|2 1 

6 



+ 1 

(3?-V«^-(-*«-(S)-(Ä).(S). 

/_2_\ ? /20i\_. 

I W»^ "" (8.116+1) "" 1 ' \929/~ ' 



929 I 

20 J | 929 I 4 

804 



( 



125 | 201 I 2 
250 

— 49 | 125|2 

98 

27 1 49 | 2 
54 



— 5 | 127 I 6 

30 

— 3|5|2 
6 

— 1 



3 



Beispiel 3. 



( 
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*i 3 )=-i 

773/ 



.t 



343 | 773| 2 
686 



87 | 343 | 4 
348 



— 5 . 87 I 18 
90 

—31512 1 

—1 



1 



Ein ähnlicher, wenn auch etwas weitläufigerer Algorithmus, der von 
Eisenstein herrührt, findet sich in Crell's Journal Bd. 27 p. 317 und 318. 
Indessen ist der daselbst mitgetheille Beweis ungenügend, da er das Re- 
ciprocilätsgesetz als gültig voraussetzt, selbst wenn die beiden Zahlen q 

und p, die in den Ausdruck ( — ) hineingehen, nicht beide Primzahlen 

sind, eine Voraussetzung, die durchaus nicht unter allen Umständen er- 
füllt zu werden braucht. 

Um dies durch ein Beispiel zu belegen, bemerken wir, dass die 

Congruenz 

7* = 49 = 15 (mod 17) 

besteht und demgemäss 

'^\=1 



(»)- 



sein muss. Zu Folge des Reciprocitäisgesetzes würde hieraus folgen: 

H8HS) S17,( "* 1,) - 

Nun ist aber in Wahrheit 

17* = (15+2) T = 2* = 128 = 8 (mod 15) 
und mitbin liefert die Anwendung des genannten Gesetzes ein .offenbar 
falsches Resultat 

Vermittelst des Reciprocitätsgesetzes , ferner vermittelst der Sätze in 
$. 15, sowie endlich vermittelst der Sätze in §• 16, welche die Zahlen 
— 1 und 2 in ihrer Eigenschaft Reste oder Nichtreste einer gegebenen 
Primzahl zu sein betreffen, ist man unter allen Umständen im Stande 
die Entscheidung zu treffen, ob eine sei es einfache oder zusammenge- 
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seUte Zahl q quadratischer Rest oder Nichtrest irgend eines beliebigen 
Moduls P sei. Indessen ist diese Untersuchung von zu specieller Natur, 
als dass sie uns weiter beschäftigen könnte und wir wenden uns daher 
wieder der Untersuchung solcher allgemeinen Formen des Moduls p (die 
wir fortwährend als eine ungerade Primzahl voraussetzen) zu, denen eine 
specielle Zahl q als Rest oder Nichtrest entspricht. 



i. 18. 

Von den tinären Formen der Primzahl p, welche Divisoren oder 
Nicht- Divisoren des Ausdruckes #* — q sind. 

1) Untersuchung der Zahlen 7 und 11. 

Zu Folge des Reciprocitätsgesetzes bat man, da 7 von der Form 
4n — 1 ist, 

je nachdem die Primzahl p von der Form 4n+l oder 4n — 1 ist Nun 
sind die verschiedenen Formen, deren irgend eine Primzahl in Bezug auf 
den Modul 7 fähig ist, 

7n+l 7n+2 7h+3 In— 3 In— 2 7»— 1 
und darunter sind Reste von 7 die Formen 

7n + l 7n+2 In— 3 
und Nkhtreste die Formen 

7n+3 In— 2 In— 1. 

Wählen wir irgend eine specielle unter den vorstehenden Formen und 

bezeichnen dieselbe durch 

7*+r, 

so kommt es darauf an, diejenigen unter des Primzahlen dieser Form, 
welche zugleich von der Form 4n + l sind, von denjenigen in unterschei- 
den, welche zugleich von der Form 4»— 1 sind. Das ist aber nichts 
anderes als die Anfgabe diejenigen beiden Zahlformen zu bestimmen, 
welch« durch 7 dividirt den Rest r und durch 4 dtridirt entweder den 
Rest +1 oder — 1 lassen. Um diese Bestimmung zu leisten stellen wir 
kl Ueberanstwmung mit §. 8, l) die Hfilfscongraensen 
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4m s 1 (mod 7) 

7i»' £ I (mod 4) 

auf, durch deren Auflösung in den kleinsten Zahlen wir 

m o> 2, 4m == 8 

m' = — l f 7m'«-? 

erhalten und bilden uns die beiden allgemeinen Ausdrucke 

8r— 7, ' 
8r + 7; 

alsdann bekommen wir, indem wir für r nach einander die ihm zukom- 
menden speciellcn Zahlenwerthe 

+1 +2—3+8 —2 —1 
einsetzen und jedesmal die kleinsten Zahlen nehmen: 

i 8r— 7 = 1 9 — * -11 5 13 , . OÖN 
p = { (mod 28). 

r { 8r+7 = —13 —5 11 3—9—1 
Densgem&ss sind folgende 6 Formen der Primzahl p Reste von 7 : 

28»+ 1 28» +9 28n— 3 
28n— 13 28»— 5 28n+ll 
und folgende 6 Formen der Primzahl p Nichtreste von 7 : 

28»— 11 28»+ 5' 28»+13 
28»+ 3 28»— 9 28»— 1. 
Was nun die jedesmaligen drei oberen Formen betrifft, so sind sie das- 
selbe in Bezug auf p, was sie in Bezug auf 7 sind ; die jedesmaligen drei 
unteren dagegen sind in Bezug auf p gerade das Entgegengesetzte von 
demjenigen , was sie in Bezug auf 7 sind. Also ist 7 ein quadratischer 
Rest von folgenden Formen der Primzahl p: 

28»+ 1 28» +9 28»— 3 28»+ 3 28»— 9 28»— 1 
und quadratischer Nichtrest von folgenden Formen der Primzahl p: 
28»— 13 28»— 5 28»+ 11 28»— 11 28» + 5 28» +13. 
Nehmen wir eme ähnliche Untersuchung rucksichtlrch der Zahl 11 
*or, so haben zunächst die Reste von 11 alle eine der Formen 
11«+ 1 11»+ 8 11»+ 4 11»+ 5 11»— 2 
und darunter sind diejenigen, welche zugleich die Form 4»+ 1 haben: 

.0. 44»+ 1 44»— 19 44»— 7 44»+ S 44»+ 9 
und diejenigen, welche zugleich die Form 4» — 1 haben: 

44»— 21 44»+ a 44»+ 15 44»— 17 44»— 18. 
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Ferner die Nicbtreste von 11 sind notb wendig von einer der Formen: 
11»+ 2 11»- 5 11»— 4 11»— 3 11»— 1 

und darunter sind diejenigen, welche zugleich von der Form 4»+l sind: 
44n-f 13 44*+ 17 44n-15 44»— 3 44»— 21 

und diejenigen, welche von der Form 4» — 1 sind: 

44»— 9 44»— 5 44»+ 7 44»+19 44»— 1. 

Die Anwendung des Salzes der Reciprocität ergiebt nun unmittelbar, dass 

für alle Primzahlen der Form: 

44»+ 1 44»— 19 44»— 7 44»+ 5 44»+ 9 
44»— 9 44n— 5 44» + 7 44»— 5 44»— 9 

die Zahl 11 ein Rest ist, und für alle Primzahlen der Form 
44»— 21 44»+ 3 44»+15 44»— 17 44h -13 
44h +13 44n + 17 44»— 15 44»+17 44h +13 

ein Nichtrest. 

Wenn wir eine beliebige solche Form herausnehmen, für welche 11 

ein Rest ist, z.B. die Form 44» — 9, so heisst dies doch nichts anderes, 

als die Congruenz 

x 2 = 11 (mod 44»— 9) 

ist immer möglich, oder mit anderen Worten, es lassen sich immer zwei 
solche Wertlie von x bestimmen, dass irgend eine beliebige Primzahl von 
der Form 44» — 9 ein Divisor des Ausdruckes x 2 — 11 werde. In ähn- 
lichem Sinne sind die (in Bezug auf ») linearen Formen, welche die Fä- 
higkeit haben Divisoren des Ausdruckes 

x 2 — 7 
werden zu können, folgende sechs: 

28»+ 1 28»+9 28»— 3 28»+ 3 28»— 9 28»— 1 
und alle Primzahlen, welche eine davon verschiedene Form, Dämlich eine 
der Formen 

28/4-13 28»— 5 28»+ll 28»— 11 28»+ 5 28»+ 13 

haben, können überhaupt niemals Divisoren des Ausdruckes x 1 — 7 wer- 
den , d. h. es existirt kein endliches bestimmtes x, für welches diese Dif- 
ferenz ein Mulliplum irgend einer solchen Primzahl werden könnte. Dies 
ist die gewöhnliche Form, in welcher die Theorie der quadratischen 
Reste und Nichtreste in die Anwendung hineinspielt* Verallgemeinern wir 
die eben angestellte Betrachtung, so kommen wir zu folgendem Theoreme: 
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2) Wenn p und q zwei ungerade Primzahlen bezeich- 
nen, so existiren immer q — 1 nach dem Modul 4g von ein- 
ander verschiedene lineare Formen der Primzahl p, welche 
Divisoren des Ausdruckes 

x 2 — q 

werden können und ebensoviele lineare Formen der Prim- 
zahl p bleiben übrig, welche Nicht-Divisoren des genann- 
ten Ausdruckes sind« Hit diesen 2(g — 1) Formen sind alle Formen 
erschöpft, deren irgend eine Primzahl nach dem Modnl 4g überhaupt 
fähig ist, und zugleich ordnen sie sich alle der allgemeinen Form 

4gn+Ä 

unter, wo n eine beliebige ganze Zahl und Ä eine Zahl kleiner als q und 
relative Primzahl zu q bezeichnet. 

Zunächst sieht man ohne Weiteres ein, dass die Anzahl dar R gleich 
S'"(4g) = 2(g — 1) ist und* dass keine Primzahl p exisürt, welche von 
einer anderen Form als einer der genannten sein kann. Um diese For- 
men alle zu erhalten bilde man sich alle nur möglichen nach dem Modul 
q von einander verschiedenen Formen der Primzahl p, nämlich 

. 9~ 1 , ?— 3 oi i o 9~ 3 9— 1 

jn+3_ ) Vl+ ^_ i .... 2, 1, —1, —2, .... qn — *-j-, j»—*^- 

' und bestimme sich darauf rücksichtlich jeder dieser Formen zwei Partiri- 
formen, von denen die eine alle Zahlen umfasst, die nach dem Modul 4 
den Rest 1 und die andere alle Zahlen , die nach dem Modul 4 den Rest 
— 1 lassen. Auf diese Weise möge allgemein irgend eine 

qn+r 
der beiden vorhergehenden Formen in die beiden Partialformen 

4ju+r l , 4qn + r" 

zerfallen: dann sind alle die den verschiedenen Werthen von r ent- 
sprechenden r' und r" (nach dem Modul 4g) von einander verschieden 
und relative Primzahlen zu 4g. Um dieses zu beweisen, denken wir uns 
unter r irgend einen beliebigen speciellen Zahlenwerth und nehmen an, 
q wäre eiu anderer specieller davon (nach dem Modul g) verschiedener 
Zahlenwerth; dann werden 4 zwischen den f, r", q', q" folgende Con- 
gruenzen eintreten: 

Schwärt, Zahlen -Theorie. \Q 
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r* S t (mod q)\ r" = r (mod q) 

r* = 1 (mod 4); r" S —1 (mod 4) 
und 

^ = q (mod q)\ q" = p (mod j) 
$' = 1 (mod 4) ; ?" = 1 (mod 4). 

Hier können nun zunächst keine r und q mit gleicher Anzahl von Strichen 

einander gleich sein; denn daraus würde folgen 

r = q (mod q) 
gegen die Voraussetzung, nach der r und q von einander verschiedene 

Zahlen (absolut genommen) > und < *-—- sind ; ebensowenig können 

2 solcher r und q mit ungleicher Anzahl von Strichen gleich sein, denn 
daraus würde die gleichfalls widersinnige Congruenz 

1 = — 1 (mod 4) 
feigen« Endlich sind auch r 4 , q', r 4 ', q" alle relative Primzahlen zu 4g. 
Denn vttre z. B. r 4 keine relative Primzahl zu q , so wäre die Congruenz 

r 1 s r (m#rf g) 
widersinnig, und wäre f keine relative Primzahl auch au 4, so wäre die 
Congruenz 

f = 1 (mod 4) 
gleichfalls sinnlos. Da also r' sowohl zu 4, wie zu 9 relative Primzahl 
ift und 4 und j gleichfalls keinen gemeinschaftlichen Factor haben, so 
ist r 4 aucl| relative Primzahl zu dem Produkte 4j. 

. Die Anzahl der Par tialformen , die au* der beschriebenen Zerffillung 
hervorgehen, ist offenbar gleich 2(q — 1) und zwar sind die Hälfte darun- 
ter der allgemeinen Form 4n + l unterworfen, während die andere Hälfte 
sich der «Jlgttttüm Form 4m — 1 unterordnet; zugleich ist dieselbe gltkh 
der Anzahl der relativen Primzahlen zu 4j f wie es sein muss. 

Bemerkt man Dun , dass im Gaazen *-s— nach dem Modul 4 ver» 

schiddene Formen von p existiren , welche Reste von q sind , und eben 
so viele, welche Nichtigste sind, so bekommt man folgende 4 Klassen, 
itt Wfclchen alle nur überhaupt eristirenden Primzahlen inbegriffen sind: 

a) —k~ verschiedene Formen von p, welche Reste von q sind und 
sich der allgemeinen Form 4n+l unterordnen. 
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6) 2—- verschiedene Förrtien von p, welche Regte von $ äirid ttAd 

« • 

sich der allgemeinen Form 4n — 1 Unterordnen. 

c) g ^ verschiedene Formen von p, welche Nichtreste von q sind 
ütid Sich der allgemeinen Form 4n + l unterordnen. 

d) *— — verschiedene Formen von p, welche Nichtresfe von q sind 

und sich der allgemeinen Form 4n - 1 unterordnen. 

Wenn nun q von der Form 4n+l ist, so stellen nach dem Geeette 
. der Reciprocitat die Gruppen a) und A) alle nur möglieben Medul p der, 
von welchen q Rest ist, und' die Gruppen c) und d) sind alle nur mög- 
lichen Modul, von welchen q Nichtrest ist; öder anders ausgedrückt, die 
in den Grtfppefc d) und 6) torkommenden Fofmftn ton p sfnd alle Divi- 
soren von aP+^q, dagegen die in den Gruppen c) und i) vorkommen- 
den Formen von p sind Nicht -tDivieoren von s 1 — q* Wenn dagegen ? 
von der Form 4* — 1 ist, so stellen die in den Gruppen <*) uml'rf) vor- 
kommenden Zahlen alle nur mögliche» Divisoren von x*~**f dar töd die 
in den Grippen b) und c) vorkommenden Zahlen aOe nur nftöglidhdn 
Wicht- Divisoren. Wir bekommen also in beiden Fällen zusammen (}♦*-!) 
Divisoren und ebensoviele Nicht-Divisoren. 

Wir fugen noch hinzu, dass es bei Bestimmung ditisefr Ditiöorän 
Völlfcointtien gleichgültig ist, ob man die in den zugehörigen AttfeririMfcen 
Vorkommenden relativen Primzahlen zu 4q alle positiv dnd fcrtisdiefti dien 
Grenzen und iq hat, oder ob man an Steile derjenigen, wekke gMKedr 
sind als %q, ihre kleinsten Refste setzt, welche letztern eürnntlteb die, tte- 
gativ genommenen , relativen Primzahlen tu 4f unterhalb der Gtottze 2) 
nein werden. 

8) Gehen wir jetzt weiter und suchen ntttefr der Vorattrtetztlbg eitf* 
«ufeatninettgesetzten q die Formen derjenigen Primzahlen* tftektoö Divisoren 
niler Nicht -Divisoren des Ausdruckes s*-~q sind; so ist fentiächet er- 
sichtlich, daes man alle in q etwa enthaltenen quadratischen Faetoftn oUtte 
Weiterei ausscheiden bann. Dann sei q =*=rs a , so ist die Bedingung da- 
für, das* q quadratischer Rest von p sei, 

l 



itm-mn 



18 
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• und da bekanntlich für jeden beliebigen Werth von s (der kein Vielfaches 
von p ist) die Relation 

besteht, so ist offenbar q quadratischer Rest oder Nichtrest, je nachdem 
es r ist. Hiernach können wir q als ein Product yod m unter einander 
verschiedenen Primfactoren von der Form 

qnaaßy Xpv 

betrachten , wo er, /?, y .... sämmtlich Primfactoren der Form 4n+l, 
dagegen X, fi, v .... sämmtlich Primfactoren der Form 4n — 1 bezeichnen. 
Nun hat man 

uns)-«) m\®. 

und es wird q ein quadratischer Rest von p sein» wenn, die Amahl der 
Factoren rechts, welche mit — 1 congruent werden, entweder gleich 
oder eine gerade Zahl ist, dagegen ein quadratischer Nichtrest, wenn diese 
Anzahl ungerade ausfällt. Beides zusammengenommen erschöpft die Bfimmt- 
Iichen Variationen mit Wiederholungen zur mten Klasse , welche zwischen 
den Vorzeichen + und — 1 möglich sind und deren Anzahl gleich 2" 
ist Die Hälfte dieser Variationen entspricht einem 4, welches Rest yon 
j» t und die andere einem 4, welches Nichtrest von p ist. Denn durch 
eine leichte Induction erhellt, dass, wie auch m beschaffen sein möge, 
die Anzahl der -Variationen, in denen eine ungerade Anzahl von — 1 vor- 
kommt« gleich der Anzahl derjenigen Variationen ist, in denen die Mi- 
nus entweder ganz fehlen oder doch nur in gerader Anzahl vorkommen. 

Nim kann f entweder von der Form 4n+l oder von der Form 
in — 1 sein. Zu Folge der genannten Schlussfolgen bekommen wir in 
rtdem von diesen beiden Fällen 2 m der bezeichneten Variationen, von de- 
nen die Hälfte einem Rest, von 0, die andere Hälfte einem Nichtrest von 
q entspricht, mithin sind es im Ganzen 2.2 m solcher Variationen. Die 
Anwendung des Gesetzes der Reciprocität giebt im ersten Falle 

(«-cmjm?) (*)• ($)• (f) 

und im zweiten Falle 

(*M*M*)-fe)-.-(*M*M*) 
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and dies vorausgesetzt kann man leicht zeigen, das* jede specielle Va- 
riation, der eine bestimmte Folge der' Vorzeichen + upd — entspricht* 

im Ganzen 

a — 1 /?— 1 j — 1 l — 1 ft — 1 v — 1 

2 ' 2 ' 2 2 • 2 # 2 

Formen von p liefert, welche entweder die Zahl q alle zugleich zum Reste 
oder alle zugleich zum Nichtreste haben, nämlich ersteres, wenn die Mi- 
nus in gerader Anzahl, letzteres, wenn die Minus in ungerader Anzahl 
hineingehen. 

In der That mögen den Factoren der betrachteten Variation beispiels- 
weise folgende Wertbe entsprechen: 

«— 1 

o 

Ä p = +1 (mod er) 






ß-i 



~" f 2 = — 1 (moi ß) 



(^ 



2 _ 

"" p = — 1 (mod y) 



Jl — l 



(f-) = P * =-1 (™il) 



fAr-\ 

p * S +1 (mod fi) 

"" p = — 1 (mod v) 



so erhellt unmittelbar, dass die vorstehenden Congruenzen soviele nach 

dem Modul 

q = aßy .... X(av .... 

von einander verschiedene Formen von p liefern, als Combinationen 

zwischen ihren verschiedenen Lösungen möglich sind, d.h. die Anzahl 

der resultirenden Formen ist 

a— 1 ß— 1 y— 1 X — 1 jtt—1 y— 1 

2 *~r~ # ~2~ 2 •nr* 2 ••••;•. 
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Da das Gkwhe von allen anderen Variationen gut, welebe irgend welchen 
andere* Felgen ton Vorzeichen entsprechen , so erhalten wir im Garnen 
2.2» Klassen von Formen der Primzahl p, deren jede die eben genannte 
Anzahl von .einander verschiedener Formen nmfasst Von diesen 2.2" 
Klassen sind näjier 2" von 0er Form 4» + 1 , *q dass sie durch Combi- 
natipn 0er beiden Eintheflungsmodul auf die Fprm 

4f»+4, a = 1 (mo4 4) 
kommen, wo a irgend eine relative Primzahl zu 49 bezeichnet; die ein* 
HiMte Iwtyter hettehl *n# lauter Divisoren, <Re andere Hälfte an? lauter 
Nicht - Divisoren des Ausdruckes x 2 — f. Die 6br?g bleibenden 2* Klas- 
sen umfassen gleichfalls zur Hälfte Divistren und zur Hälfte Nicht -Divi- 
soren von x*i — 9, im Uebrigen aber lauter Zahle* der Form 4n — 1, so 
dass die schliesslich resultirenden Formen durch Combination der Ein- 
theilungsmodul 4 und q auf die Gestalt 

Aqn+ß , ß = — 1 (mod 4) 
kommen, wo ß wiederum irgend welche bestimmte jre|ative Primzahlen zu 
4f bezeichnet. 

Fasseir wir alles Bisherige zusammen, so haben wir überhaupt in 
sammtlichen Klassen 

a— 1 ß-1 £-1 l-l fi~l v-l 

von einander verschiedene Formen der Primzahl p, die nach dem Modul 
4f alle von einander verschieden ausfallen und iq derThat ist dieses die 
Anzahl der nach dem Eintheilungsmodul 4$ überhaupt möglichen Formen; 
denn der letztgenannte Aufdruck ist offenbar, wqnn «tan die in der Po- 
tenz 2* enthaltenen Factoren 2 gegen die sammtlichen in den Nennern 
vorkommenden Factoren 2 aufhebt, 

= S'"4q. 
Dieser letzte Ausdruck giebt aber die ZaW der möglichen Formen von p 

an; denn, damit 

g =* 4«aa+7 

eine Primzahl sein könne , darf y keinen Theijer mit kft gomwaffeaftlicb 
besitzen und muss mitbin als eipe Zahl kleiner als \% und relative Prim- 
zahl zu 4q angenommen werden. 
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Wir haben bei dieser Betrachtung einen speciellen Fall auaser jAcht 
gelassen, nämlich den, wenn q zu feinem seiner Factoren die einzig* 
gerade Primzahl 2 hat. Sei also 

dann ist 



UHMi) 



und 2 quadratischer Rest für die Formen 

8fi+l, 8n— 1; 
quadratischer Nichtrest für die Formen 

8n+3, 8w — 3. 

Indem nun q ein Rest von £ . 2* Klassen von Formen der PrimaaM 
p ist, welche sifh der allgemeinen Form 4n+l unterordnen, lassen sich 
dieselben in 2 Abtbeilungen bringen, die eine Hälfte von der Form 8n+l 
und lauter Divisoren von x 2 — q\ die andere Hälfte von der Form 8n — 3 
und lauter Nicht -Divisoren von x 2 — q 1 . Ebenso verhält es sich mit den 
£ . 2 m Formenklassen der Primzahl p, welche q zum Nichtreste haben und 
von der Form 4n+l sind. Was ferner die \.Z* Fortneiikla&en der p 
betrifft, welche q zum Reste und die Form 4» — 1 haben, Sowie die 
gleich grosse Anzahl von Klassen der p, welche q tum Nichtreste trfld die 
nämliche Form 4» — 1 haben, so erhaltet wir in beiden Fällen die ehft 
Hälfte von der Form 8tt — 1 und aus lauter Divisoren bestehend, die an- 
dere Hälfte von der Form 8n+3 und aus lauter Nicht -Divisoren bestehend. 

Schliesslich kommen also 2 m + 1 nach dem Modul 84 von einander 
verttftiedene Klassen ton Formen der Primzahl p heraus, Wdcbe DiViö6- 
toft, tnrd ebenso viele, welche Nicht -Divisoren des Ausdruckes £*— 5' siftd. 

Es wird zur Veranschaulichung der vorhergehenden EfflifftruttgM 
nicht unpassend sein ein vollständig durchgerechnetes Beispiel folgen zu 
lassen. Stellen wir uns also die Aufgabe: Die Primzahlen zu su- 
chen, welche Divisoren von a^+IOö sind. Es ist hiernach 

? = — 3.5.7, m = 3, %»=z8\ 
mithin giebt es 8 Klassen von Formen des Divisors p, darunter srädf 4, 

die sich der Form 4n+l, und 4, die sich der Form 4n— -1 unterordnet 

3 j g j 7 j 

Jede Klasse besteht aus ■ ■ . — ^ — *— ^— - = 6 von einander verschie- 

denen Formen. Wir unterscheiden hiernach 2 Hauptabtheilungen: 



L Die Primzahl p ist tob der Perm 4*+l. 
Et wird alsdann 



(^)- M ,r. lT . ( I ) . (|)| 



und man bekommt mithin 



(=F)=(i)(i)(f> 



Die verschiedenen Variationen der Vorzeichen rechts, welche + geben 
lad — 105 ajs einen Rest von p bestimmen, sind folgende: 

(?) =+1 =-1 =-1 

(3) =-1 = + 1 =-1 

(4) =-1 =-1 =+1. 

Jede dieser Variationen bestimmt eine Restklasse, welche aus 6 verschie- 
denen Formen besteht. Um diese Formen zu erhalten bemerke man, 
dass die Primzahlen p, welche quadratische Reste von 3, 5, 7 sind, re- 
spective die folgende Form haben müssen: 

p = 3tt+l; 
p = 5tt+l, 5*+4; 
p = 7*+l, 7n+2, 7n+4; 

sowie dass die Primzahlen p, welche quadratische Nichtreste der genann- 
ten Modul sind, sich mit Notwendigkeit bezüglich den lolgenden Formen 

unterordnen : 

p = 3*+2; 

p = 5u+2, 5n+3; 

P = 7h+3, 7n+5, 7»+6. 

Hiernach entsprechen den verschiedenen Klassen alle möglichen Combi- 

nationen, welches bezugsweise jedes der 4 folgenden Systeme von Con- 

gruenzen gestattet: 

p = 1 (mod 3) 

(1) (p s 1, 4 (mod 5) 

p = 1, 2, 4 (mod 7) 
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• S 1 (*od 3) 
(2) <p = 2, 3(modft) 
p = 3,*, 6 (mtd 7) 

Ip — 2 («od 8) 
1» 5 1 , 4 (mod 5) 
p = 8, 5, 6 (mod 7) 

i/s 2 (fMi 3) 
j> = 2, 8 (mod 5) 
>S 1, 2, 4 (mod 7). 
e Combinationen sind z.B. für die erste Klasse: 

p = 1 (mod 3, S 1 (mod 5), = 1 (mod 7) 

1 2 

1 4 

4 1 

4 2 

4 4 

man bekommt nun vermittelst der in $. 8 unter 1) auseinanderge- 
ten Methode nach einigen leichten Rechnungen als mit den vorstenen- 
6 von einander verschiedenen Combinationen identisch folgende 6 

tuen der Primzahl p: • 

p = 105*+ 1 

p« 105*+ 16 

p = 105* +46 

p=I05*+64 

p=105*+79 

p = 105*+ 4. 
i analog verfährt man bei Bildung der den 3 übrigen Klassen ent- 
gehenden Formen und man findet schliesslich die den verschiedenen 4 

* 

sen entsprechenden Formen wie folgt: 

(1) j> = 105*+ 1 18 46 

(2) p = 105»+ 52 82 97 

(3) p= 105« +101 26 41 

(4) j» = 105n+ 92 2 32 
wissen wir aber, dass diese p ohne Ausnahme noch anter der Form 

-1 stehen, d.h. nach dem Modul 4 den, Rest +1 lassen. Indem 



64 


79 


4 


73 


103 


13 


59 


89 


104 


8 


23 


53. 
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wir also die früheren Formen mit 4tr letztgenannten combiniren, bekom- 
men wir den EinlbeilungsmoM - 

4« «4.105 =- 490 
und, wenn wir nach der absoluten, Grtase ordnen, folgende Endresultate: 

(1) p = 420»+ 1, 100 121 169 ?89 361 

(2) p = 42^»+ 13 73 97 157 313 397 

(3) p = 420n+41 89 101*209 269 341 

(4) p = 420n+53 113 137 t97 233 317 
IL Die Primzahl » ist von der Form 4fc — 1. 

In diesem Falle ist 

(f)-(*Mi)-W : 

und es wird mithin 

m-m-w 

Die 4 Variationen der Vorzeichen rechts, welche die verschiedenen 4 KJas- 
fl^n bestimmen, sind demgemäss: 

«>(f)— "(f )=- i; - (*)--*■ 

(2) -1 , +1 +1 

(3) +i . -i +i 

(4) ' . +i. .... +i -l 

und die 4 Systeme von Congruenzen, deren Combination die Formen der 
einzelnen Klassen liefern , werden : 

. fp.^-2 (päd 8) . 
(l> <ji = 2, 3 («u>4 5) 
(p = 3, 5, 6 (wo4 7) 

Lp W 2 imoä 3) 
• ' (2) ?51,4 (md 5) ; 
'p 31 1.$, 4 («w*7j 
p 3 1 (mo<i 8) 
<3) -if M 2-, 8> fr* ty ■>■•,:• 



p = l,4(«fti«) 
fW 3, 9, 6 (jmot 7).' 
Hieraus erhalten wir dia folfabdeö Foiuen : als den einseinen Klassen 

entspreeheifdes 

(1) pm lOAi+17 47 62 38 08 89 
W p*=lQfr+7* 89; 11,29 44 74 
(9) p^lQft*+22 37 67 «3 68 88 
(4> p^lOfa+ai 61 76 04 .19 34 
oder, wqqn wir: dieselben wt die Fon» 4»-^-l tjraqsformiren und wie- 
der nach der qbjplutea Grosse ordnen; 

U) 480» +47 8a . 14« 197 237 383 
(2} 42Qn+U 71 179 191 239 35»; . . , 
tf) 42094-49 . 67 ■ 127 193 247 403 
(4) 420*+ 1? 31 199 199 271, 391. 
(Kerqijt sind, alle .formen der ftinuabl p gefunden , welche* die, Fihjgkeit 
haben Divisoren des Ausdruckes ** + 105 werden zu können. All« flbrjj 
bleibenden Forme»; von .Primzahlen Mnnen überhaupt niebi Divjsorep, die- 
ses Afmkuqktf worden. ; Es Ifost ^«b Ü9Q u B. #e QUiohuög 

unter $Uen Ijntstäptlfa imiIJös^q, wefl 11 qpter deq PiyUortn top x*~1Q& 

ist; dagegen die Gleichung 

17*— 105=a? a 

ist unmöglich, weil sich 17 nicht unter den Divisoren von «*+105 vor- 
findet, und wir wissen daher im Voraus, dass alles Probiren zu Nichts 
führen würde* In Betreff der ersten Gleichung findet man leicht, dass 
die beiden Wertbe 

Lösungen derselben sind und ebenso auch die beiden Werthe 

*=* 14, JT35B7. 

Wir bemerken noch, dass die sämmtlichen Divisoren des Ausdruckes 
x 1 — q mit Notwendigkeit auch Divisoren des Ausdruckes 

aP—qy* 
sein müssen; denn wir wissen nach dem was vorhergeht, dass, wenn q 
ein Rest von p ist, daraus mit Notwendigkeit auch qy 1 als Rest von p 
sich ergiebt 
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Beispiel 2. Die Divisoren de« Ausdruckes ** — 30 sind nach der 
absoluten Grösse geordnet folgende 16 : 

j>«*120»+ 1 7 13 17 19 29 37 49 
71 83 91 101 103 107 113 119. 
Beispiel 3. Die Divisoren des Ausdruckes x*+58 sind folgende: 



p=232w+ 1 9 

37 39 

01 65 

85 91 



15 
47 
67 



21 
49 



51 

77 



31. 

55 

79 



33 

»7 
81 



35 
59 

83 



95 101 107 115 119 121 



123 127 129 133 139 185 148 157 
159 161 169 179 187 189, 191 265 
209 213 215 219 221 226 227 229. 
Beispiel 4. Die Divisoren des Ausdruckes *>*+ 22 sind: 
p = 88*+ 1 9 13 15 19 21 2» 25 29 31 
35 43 47 49 51 61 71 81 SS 85. 
Beispiel 5. Die Divisoren des Aasdruckes 8*+ 57 zerfallen in fol- 
gende 4 Klassen: 

(1) P-229»+ 1 25 49 61 

(2) p = 228*+2» 41 53 65 

(3) p = 228n+31 67 79. 91 103 127 151 211 223 

(4) p = 228n+ll 23 35 47 88 119 131 191 215. 



73 85 121 157 169 
89 113 173 185 221 
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Vierter Abschnitt. 

Von der Auflösung der allgemeinen Congroenz 
zweiten Grades mit einer Unbekannten. 

$ 19. 

Aufstellung der theoretischen Grundlage. 

1) In dem vorhergehenden Abschnitte haben wir uns mit der Theo- 
rie der Congruenz 

x 1 = R (tnoä F) 

beschäftigt; aber die wesentlichen Feststellungen, zu denen wir gelangt 
sind, betreffen nur die Unterscheidung der Fälle, in denen die genannte 
Congruenz möglich oder unmöglich ist, und was die eigentliche nume- 
rische Auflösung anbetrifft, so sind wir auf Probiren oder indirecte Me- 
thoden angewiesen, welche allerdings in den meisten Fällen rasch und 
sicher zum Ziele führen, aber eines allgemeinen wissenschaftlichen Cha- 
rakters entbehren. Man vergleiche hierüber den 6ten Abschnitt der Dis- 
quisitiones arithmethicae. Gehen wir näher auf die Natur des angedeute- 
ten Problemes ein, so existiren eine grosse Anzahl von Fällen, in wel- 
chen die Lösung vermittelst strenger Methode a priori folgt; aber es 
bleibt immer wenigstens ein Hauptfall übrig, in welchem wir von der 
Methode im Stiche gelassen werden und die Auflösung nur durch eine 
Reihe von Versuchen gefunden werden kann. 

Nehmen wir unsere Congruenz als möglich und den Modul als : eine 
Primzahl an, so muss letzterer notwendig ton einer der Formen 4*+l 
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oder 4n+3 sein. Ist er von der Torrn 4n+3, so hat man die Bedin- 

gungscongruenz 

Ä** 1 = 1, also fi*+* = R (mod P) 

und mitbin sind die beiden gesuchten Lösungen 

x = + AM* {mod P). 
Ist dagegen P von der Form 4n+l, so sind die beiden Specialfor- 
men 8n+5 und 8n+l zu unterscheiden. 

Im ersten Falle gilt die Congruenz 

Ä 4»+* = i f oder (jpH4 + i)(jpH-i—i) = (mod P) 

und es ist daher, je. Julkdt«i der erste «der d*# iWeite Factor der Con- 
gruenz genügt, 

■ • *S t£Ä»+t (ihoä P)i ' 

IiaiWeifea Fille, wenn P die Fdrü &*+i bot , Hit BP Ate höchste 
in n enthaltene Potenz von 2 und mitbin n von der Form 2^(2m+l): 
dann ist die Bedingungscongruenf 

Sollte sich nun (Jurch Prdbireu herausstellet, das« dk Cbtogrüettz 

. , ; Ä*»-H = 1, also Ä 2m +« 5= Ä (morf P) . 

besteht, so hat man , ,, . 

a?=s ±Ä m +i (moil P); 

wenn dagegen diese Congruenz nicht besteht, so existirt überhaupt keine 

... • ■ ■ • • 

ungerade Potenz von Ä, welche 1 geben und demgemäss zu einer Lö- 
sung für x führen könnte *). Mithin müssen wir den gesuchten kleinsten 

. ... . v . i 

Werth von s. dessen Quadrat die Zahl R um ein Vielfaches von P über- 
.trifft, durch directe Versuche bestimmen, d.h. wir müssen nach einander 
die Glieder der Beihe 

P+Ä 2P+Ä 3JM-Ä kP+R 



*) P4be m ungerade Potenz«« ve» Ä, weleb* 1. zum Reste, lje»M* «ad 
wäre die kleinste darunter Ä 2 ** 1 , so wäre 2h +1 der zu der bhl R gehö- 
rige Exponent. Denn gäbe es einen kleineren Exponenten, welcher die Con- 
gruenz 1 befriedigt, so könnte derselbe ' nur gerade und müsste ein f heiler 
%n iH+l sdö, was nlöht angeht. \teöh äW Ä zu th+t gefflfrt, so muss 
2A+1 ein Theiler von P— 1 =* B.2^6#*+!) seM Utad dtofet nkM ****** 
tttglirik,«!« fotafc 2fr+l' die Kahl £tm+l theift üna aier wfini*,.\gegen 
Ity . YowmwtffDg* i dje ,Poi«wä* #*#, . jf-i l ; 4*0* P) #pc Folge tobe* . 
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untersuchen, bis wir auf ein vollkommenes Quadrat stessen. Da der 
kleinste Werth von x absolut genommen unter {P ist, so wird diese Un- 
tersuchung nur auf solche Glieder der Reihe auszudehnen sein« die klei- 
ner als \P* sind und die Zahl der Versuche nicht über \P steigen. 
Aber immerhin bleibt die Rechnung äusserst weitläufig und die Beschrän- 
kung der Versuche äusserst wünschenswert^ Dies ist in der neuesten 
Zeit von Desmarest geleistet und wenn er selber den theoretischen Werth' 
seiner Methode vielleicht zu hoch anschlagt, so ist sie doch ohne Zweifel 
praktisch und auch sonst geeignet die Einsicht des Anfängers in das Wo- 
sen der Zahlentheorie zu fördern. Sie ist niedergelegt in einem auch 
weiter unten von uns benutzten Werke, dessen Titel „Theorie des 
nombres par E. Desmarest* Paris 1852" ist, und indem wir uns an- 
schicken eine kurze Analyse von der Arbeit des erwähnten Gelehrten zu 
geben, bemerken wir, dass wir, bei Feststellung der theoretischen Grund- 
lage, im Interesse der Kurze und Uebersichüichkeit einen selbstständigen 
Gang einschlagen zu müssen gemeint haben. ' 

2) Die allgemeinste Form der Congruenz zweitem Grades « .njbDplicfr 

iXH*X+C= (modP) 
geht durch Multiplication mit einem vermöge der Congruon* 

2mA 3 1 {med P) 

bestimmten Factor 2jw und durch AbstreiCung der . Vielfachen von P jp 
den dadurch entstehenden nuen Coeflüciente* von X* ober in ein« Con r 
gruenz von der Form 

X»+*tf+* = {mi P), 
dto man auch noch schreiben kann, wie folgt; 

(I+o)Hi-a x = (mod P> 
Wir kommen mithin, indem wir 

msaX+at &**b — o* 
setzen, wieder »rück auf unaere alte Form 

x*+R .5 (med P), 
welche identisch ttU. der Gleichung 

(1) *HÄ=rfy, 

in de* wir die Grösse» R und P als positiv und «war die erstere dp 

.Ueiner *ls P, annehme«', d»nn wäre Ä. negativ oder grösser al» P, sp 

könnte man inmw ohne 4w Natur ter vorhergehen Congrwm w 
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ändern ein solches Vielfache von P links entweder zu A addiren oder 
auch davon subtrahiren, dass das neue resultirende Ä' die gewünschten 
Eigenschaften besitzt. 

Dieses vorausgesetzt haben wir die Gleichung (1) zunächst in Bezug 
auf die ganzen 2ahlenwerthe , welche die Veränderlichen x und y anneh- 
men können, zu disctitiren. Da aber y und P genau in der nämlichen 
Weise in die Gleichung hineingehen, so liegt der Gedanke nahe, auch P 
variiren zu lassen und hiernach bleibt blos die Grösse Ä als eine unver- 
änderliche Zahl übrig, die 3 Grössen x 9 y, P dagegen können unendlich 
viele Zahlenwerthe annehmen und es entsteht die Frage, unter welche 
Formen dieselben sich stellen. 

Verstehen wir unter X, Y, P irgend welche specielle, aber sonst 
willkürliche Zahlenwerthe, die der Gleichung (1) Genöge thun, so ist zu- 
nächst klar, dass aus dieser einen specieHen Lösung in x und y zwei 
Vota einander verschiedene (und , wenn P eine Primzahl ist , die einzigen) 
Systeme von Lösungen folgen ; wir erhalten dieselben, indem wir alle Zah- 
len für x einsetzen , welche nach dem ModuL P den Zahlen X und P—X 
congruent sind und mithin unter der allgemeinen Form x = NP+X 
stehen, wo N irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Betreffs des zugehöri- 
gen y hat man alsdann Py = (NF+X)*+R = N*P*+2NPX+X*+R oder, 
wenn wir für X*+R seinen Werth PY einsetzen und darauf mit P darch- 
dividiren y = N % F+2NX+Y. Demgemäss folgen die beiden Systeme ein- 
ander entsprechender Zahlenwerthe von x und y: 

(2) x=NP+X, y = JV*P+ 21VX+ F. 

Um nun auch das P in den Kreis der Veränderung hineinzuziehen, 
wollen wir die Annahmen treffen: 

X = n, F=l, P=*n*+r, 
wo n irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet Alsdann ergiebt sich 
durch Substitution dieser Wertbe in den Gleichungen (2) 

| Psrf| 2 +r 

(3) j x = (n*+r)N+n=s (nN+l)n+rN 

Nun hören diese Wertbe aber nicht auf der Gleichung (1) Genöge zu 
thun, wenn man die Werthe von y und P mit einander vertauscht. Dar- 
nach hat man folgendes Syitem zusammengehöriger Werthe : 
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P «x (»»+ r)JV*+2nff + 1 -» (*NJj:iy*+rN* ■■• ' 

und erhält > indem man in den Gleichungen (2) die Grösse N durch die 
Grösse JV' ersetzt uud darauf die Werthe für P, X, F sobetituirft, fol- 
gende beiden Systeme suaammengebftriger und der Gleichung (1) gentf- 
gender Werlhe: 

(4) |^-j(^-l)Hr^jiV'+j(nJV-l)n+rVj 



• i 



P=(nfr+l)*+rW* 



. t " l . 



j**\NN<+\yn+m*+r{lfN'+l)*. 



liassen Wir jetzt in den Gleichungen (3), (4), (4') die P und g ihre, 
Rollen verlauschen und führen an ihrer Stelle zugleich die gleichnamigen 
griechischen Buchstaben ein, so erhalten wir folgende 3 Gleichungsreihen: 

Tj = n z +r 
(I) \x = (nN+l)+rN ""j'j 

JI=(nJV+l) J +riV» 

tj = (nN— l)HrJV* 



tl'llil 



rj'"> J* = i(»^+l) 5 +riVJ^j(nJV+l)n+VJVJ 
n=J(iV^+l)n+^J 2 +r(^+l) 1 

und dksdben r< geben, indem wik»»n anbestimmt hsseri, dagegen flürir*' tittä 
i¥1 die spöoielltn lablenwerthe •■:.,;■■■■ >. 

•ü* ".■•:■ ■■■■ ■•!■■»:' 1 ü^8 4' 5 V:';... "" : 

einfetten* eine Tabelle, in denen wir abef nur die verschiedenen Werfbe 
/?? und JI wteichnönv weü* die Werthe 1 von »aus den genitariteti 

Schwärs, Zotten- Theorie. 19 
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Grössen vermöge einer algebraischen Transformation des Productes Ih\ 
in einen Ausdruck von der Form x*+R mit Leichtigkeit sich ergeben. 
Die Zahlenwerthe von 17 sollen die oberste Horizontalreihe bilden und 
Hauptzahlen heissen. Die erste Hauptzahl ist demgemäsa n 2 +r und 
die dazu gehörigen Werthe von II, die aus der betreffenden Formel m 
(4) sieb berechnen lassen, indem man die Grösse N der Reihe nach tii 
Werthe 1, 2, 3, 4, .... durchlaufen lässt, bilden die dieser Haupt* 
zahl entsprechende Verticalcolumne. Die folgenden Hauptzahlen 
werden paarweise aus den Formeln iür rj in (A') und (Ji") erhalten, in- 
dem man daselbst gleichfalls der Reihe nach die oben genannten Special- 
werlhe von N einsetzt. Sie bilden demgemäss eine ins Unendliche fort- 
gehende Reihe. Die entsprechenden Verticalcolumnen fliessen aus den 
Formeln (A') und (1"), indem man daselbst in den Ausdrücken für P 
der Grösse N den durch die zugehörige Hauptzahl festgelegten Werth von 
N ertheilt und darauf JV' variiren lässt Jede Verticalcolumne besteht aus 
zwei Abtheilungen, von denen die eine auf der linken Seite dem oberen 
Vorzeichen in -den Gleichungen (4), (A') t (A"), die andere auf der reck- 
ten Seite dem unteren Vorzeichen in den nämlichen Gleichungen ent- 
spricht. Zugleich sind die einzelnen darin enthaltenen Zahlen in einer 
abgekürzten Art dargestellt. Nämlich in allen Fällen hat man H von 
der Form 

JI=|/(n)|*+Ä.Q 2 , 

wo f(n\ irgend eine lineare Function von n und Q irgend eine positive 
ganze Zahl bezeichnet. Hiernach hat man nur nöthig die respectiven For- 
men der Function f(n) in die Verticalcolumne einzutragen, wenn man 
nur die zugehörigen R.Q 2 in eine besondere Verticalcolumne einreiht und 
dafür Sorge trägt, dass zwei zusammengehörige R.Q 2 und f(n) immer 
in derselben Horizontalreihe stehen. 

Bei dieser Einrichtung ist es äusserst leicht, den Werth von N zu 
bestimmen, der irgend einem Glied der auf die Hauptzabl n 2 +£ bezüg* 
liehen Verticalcolumne entspricht. Man hat nämlich nur zu zahlen, weJ* 
eben Platz das betrachtete Glied in der bezüglichen Verticalreihe, mag sie 
ntyfti<ft? fpfilitft .ofcr die linke Seite der Golumne ausmachen, einnimmt. 

iHfu#u|nfc ä* «totf *pecielleü Function f(n) eit- 
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sprechende Werth von N' an, das wie vielste GKed In seiner Verticalreihe 
d*s betrachtete f(n) ist. 

Endlich bemerken wir noch, das9, wenn man in den Formeln (40 
und (4") der Grösse N den spcciellen Werth 1 ertheilt, ferner art die 
Stelle Von n respective n+l and * — 1 treten liest and hierauf auch noch 
N' durch N+l ersetzt* beide Systeme von Formeln in die Formeln (A) 
übergehen. Demnach haben wir bei der Bildung unserer Tabelle nicht 
nöthig in (4') und (4") die Substitution N = 1 vorzunehmen und die in 
Rede stehende Tabelle nimmt daher folgende Gestalt an: 





.(1) 


(10 


<A") 


(10 


<1'0 




JV 


JV=2,.5' 


JV=2, JV' 


2v=a, jv 


• ' A=r3, JV' 


Ä.Q* 


n«+Ä 


(2n-l)*+4Ä 


(2n+l)*+4Ä 


(3it— 1)*+9Ä 


(3n+l)»+9Ä 


Ä. 1» 


n— 1 n+l 


n— l 


»+i 






R. 2» 


ÄW--1 gs+1 




» 


2»-l 


mM*^M 


Ä. 3» 


3n— 1 3n+l 


3n — 2 3n— 1 


3n+2 3*+l 






A. 4» 


4» — 1 4n+l 






4n-I 


in+l 


1. 1» 


ftn— 1 5n+l 


fin— 3 *»— 2 


5n+3 5»+2 


fr»-2 


Sofa 


Ä; 6* 


6n — 1 6»+l 








i 


Ä. 7* 


7n— 1 fn+1 


7»_4 7 n -3 


7n+4 7n+3 


7n-2 


7n+2 


R. 8* 


8n— 1 8n+l 






8»— 3 


8ft+* 


JL «* 


9n— 1 9»+l 


9w— 5 9n— 4 


9it+ö 9ii+4 






R.W 


lOn^t 10n+l 






10n-3 


10n+3 


Ä.ll* 


Uli— 1 llft+1 


lin— e iin-5 


lln+e lln+5 


Un-4 


Iln+4 


RAV 


l*i—l i9*+i 


• 











(10 

Atel, N' 


/V=x=4, IV' 


(10 

iv=d, w 


(l'O 

JV=5, JF 


(10 • . 

JV=G, N' • 


Ä.fc* 


(4n— 1)«+1SÄ 


(4n+l)*+16Ä 


(5»— 1)*+25Ä j (5n+l)«+2M 


(e*-~4)«+S6A 


R. V 










R. 2» 












B. 3* 
Ä. 4* 


3»— 1 


3n+l 


4n-l 


4n+l 




Ä. 5» 
R. 6« 


Ön--1 


5n+l 


«it— 1 


e*+i 


5n— 1 


Ä. 7* 
K. 8* 


7n-2 


7n+3 




• 




Ä. 9» 


9*— 2 


9«+2 


9n— 2 


9n+2 




JMO 1 
Ä.ll' 


lln— S 


lln+3 


lln- 2 


lln+2 


lln-2 


RiW 








1 


• 



3) Wir wollen jetzt beweisen, dass, wenn die Öleacfcuog (1), in 
der wir jetzt unter P irgend eine epetttlle Zahl verstehen, möglich ist, 

19* 
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imjner eipcy ppefldlicjie Mepge von Zablenwerthep JJ in ^er^T^eMe 
existiren, welche Vielfache von P sind. In der That, die allgemein JForfli 
Irgend eines.JZ (dep FalJ der .ersten Verti^alcolunane UMt ^ingßT^P*) ist 
|(Ä^+l)n+^| a +Jl<2Vif'q:i^Vüiid damit et ein Vielfaches ton P dar* 
stelle,! ist aotbwendig and hinreichend,; das* sich fiir fi, AT, JflVwMiii 
ganze qn4 positive ZahleaiMerthe bestimmen lassen, vermögt ckrco dte 

(*> : ((iWCflJn'+ir'j» « — «(iwvq:!)* (m^ P) :i 

befriedigt wird. Bestimmen wir ans hier zunächst die Gtösseü tf fand ir 
derartig, dass NN'+l eine relative Primzahl stu P wird. Indem man 
eine solche mit tu bezeichnet, ist dazu hinreichend, das* man Äff'+l=m 

Bette,- also- W«*—^» -und mm f ftr if aHe nur möglichen Tbeiler von 

m+1 einsetzt. Namentlich ist hier die specielle Annahme 1 N *=pl als 
unter allen Umständen zum Ziele führend zu bemerken, weil daqiui, mit 
Rücksicht auf das Nachfolgende; sich ergiebt, dass ia der erbten 
Yerticalcolumne eine unendliche Menge voitf IHie&erji jfijri- 
stiren, welche Vielfache von P sind. ■.. .< - \^ 

Dieses vorausgesetzt ist (NN'+l)* unter allen Umstiftden einliest 
ton P. D$nn seien die Primfactoren . von P dargestellt durch * diq )Syfn- 
bole a, b, c, ...., so dass man P=a a , 6^, c^, .... bat, so igt naclrdem 

Satze unter c) p. 227 der genannte Ausdruck ein Rest der einzelnen 

• . . . . « 

Factoren a, i, c, ....; mitbin weiter auch (cf. ,p. 214) ein quadratischer 
Best. 4er Potenzen 4*, tf, tf, ..., um) endlich (nach eiiem p. 3QF Jb*- 
flndficben Satze) auch von dem Producte P. Ferner ist — lt ein | Qua- 
dratischer Rest von P, weil wir die Congruenz s*+R = (mod rcals 
möglich voraussetzen. Dies beides zusammengenommen ergießt, dafs'der 
Ausdruck — R(NN'+1) 2 , welcher die reichte Seite der Congrueifc (5) 
ausmacht, gleichfalls ein quadratischer Rest von P ist. Dies pcdsst 
nichts anderes als der Ausdruck auf der linken Seite in (5), ninilid) 
(NN t '+l)n+N i kann «ine unendlich* Menge von Zahlen werthen aimeh* 
men, welche Lösungen der Congruenz (5) sind. Sei die kleinste darun- 
ter x' , so darf man, indem M eine beliebige positive ; oder negativ*} 2*h| 
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öMfttif." Öa hier' rittinflfe >;' 2^; n, P, a?' feutkr beriitomte , #e<m / aüdi / 
zum Theil wiHWrflftäW (namenüich ist dicf Mei^gb zü^mtäertgellötigtjr 
Werthe von N und N' unbegrenzt)^ Zahlen sind, so bleiben in dieser 
GtekHumg n«r'z#ei 'Zahlen n und M ü^rig^ welche unbestimmt «rod. D* 
^'ttdeBsinnfcr in der ersten Potenz darin vorkommen y so lflssfc iich 
eilte (unendliche Häng* einander ^sprechender : Zapfen wehh* von 1 *"rä* 
Af ftaden, welche* ihrGentige leisten. Namentlich wird; da JfboWott po^ 
sitiv wie negativ sein kann, eine gleichfalls unbegrenzte Meinfre positiver 
Zahlenwerthe der Grösse n exfatiren.'* Also jeder der unendlich vielen 
slafttiiftbtt Anaahftfta Über dife N *nd"iV *nts)irtthen J fcletehftflh ünetidlfcb 
vtefe'Kähijenwierthe ^6n *, d.h. das 'darth ein 1 sßeftieHetf 2V* festgelegte 
Glied der Wen Verticalcolumne stellt för einen' dürth die C(xngrnen« ,M vl 

(7) (NN'^n+W = o* (mod P) 
festgelegten Werth von n ein Vielfaches von P dar. 
, .Hiermit ist das, Theorem bewiesen, dass, wenn die Gleichung 

sI-h-jI:» Jl'-fhiK! •'•:■ : ! vn • > \«.. . ■'■■ -H ■■ • r-..-j i*.,; i ■ i , ..i/ 4 Mfr 

a? 2 +Ä«"P</ möglich ist, in den Verticalreihen unserer. Ta- 
belle eine unendliche Meiige. von Zahlen JI sich verzeichnet 
finden, welche Vielfache von P darstellen,. s(o dass man JI 

y) lilKA ■»»!» .1 »v n-'i. »Im !«:! .1 • u\ ! •:• -j r- ' i* ; m u«! um' ti; T 

von der Form mP hat. Insbesondere sind, solche Zahlen 

flu/ i|r"M-t n . •• ; ^-' ii«»/!i|'. • L I««. ,ir«»i ■•:■•] ■• ..■■■ . :* - ii|H* : 1 --.-Sit U.\ 

allemal in der ersten Verticajreihe anzutreffen. It . 

Nehmen wir nun an, wir hätten ein solches Vielf^clj.fjf 
von P in der Tafel 'gefunden, so führt 4ie tenntniss der 
SiUlJtf»! a,n der *s eUht,,,iunmiUe]bar zui einer* Lösung -d*r 
geg^eh«)»«^ GUichup,g^i Zu dem. Zwecke brauchen, wir uns. nur auf 
piuQn 1 1 Sato : m beliehen f , der s aus der Anlage der ; Eotwickelung ,! welche 
unauzuudw Gleichuqgen (i), (A') y (1"). geführt hat, unfluttelbar folgt, 
dasa»jedft ein^r VöTticalcoiumne angehflrige Zahlrmü ihrör 
HattptMbt/.m.ultiplioirt eiin ProdilctMKon der Form dtf+lR 

i i ) Jw der That [sea.:J7 die. betrachtete s^etielle Zahl von der Form mF: 
8Qi,i$i)sie,4och in <kr Tafel unter der Fiorm . :!i< / "} i ■!.«» 

•» ,f '- '' :i;,? ' :: '-'- '■ : ••• •" j7C») : J'*4-* m ifl^ ' 

in ÜöT bekannten Weise dargestellt und die Untersuchung 1 der Stelle ^ ah 
d^ stä f(H) Defindet/ftlnrt unmittelbar 1 zur^es'tiromu 



% 
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yop. N und N\. welche sich auf das betrachtete Vielfache von P beziehen* 
die Zahl » endlich wird .gefunden , indem wir die Gleichung 

naph *. auflösen. Nun ist weiter jfify *? eiJPi? ein Product von der Form 
#34. A npd die speziellen Xablenwerthe vqo i\ und a;. werden berechnet 
jadem man in den allgemeinen Auedrücken ander (i), (i') oder (i") (ur 
3T, if f * die gefundenen speziellen Zahlenwerthe einsetzt. Dies voraus* 
geeeUt besiebt die Gleichung 

indem 9* und vf die durch die angedeuteten Substitutionen erhaltenen 
Zahlenwerthe von x und 1} bezeichnen; d. h. wir haben die particiilüre 
Lösung der vorgegebenen Gleichung 

x s= 0% y =f tw^'. 

4) Aus den vorstehenden Entwicklungen fliegst nun folgende Auf- 
lösunasmethode. Wenn die gegebene Gleichung möglich ist, so e;i$tiren 
im Allgemeinen immer solche Zahlen mP (wo m auch der Einheit gleich 
sein kann), die unter der Form V 2 +R.Q 2 stehen; daraus folgt weiter 

mP—R.Q 2 =U*. 
Um nun für irgend ein specielles m, am einfachsten »1=1, die Zahl Q 
zn bestimmen, welche die Differenz auf der linken Seite zu einem voll- 
ständigen Quadrate macht, untersuche man der Reihe nach die Diffe- 
renzen 

«P— J.l 2 , mP— Ä.2 2 , mP~JL3*, , 

bis man auf eine selche stösst, welche die gewünschte Eigenschaft hat. 
Sei diese Differena tnP — Ä.<?*, wo Q eine durch die bezeichneten Ver- 
suche bestimmte Zahl bezeichnet, so wird man in der durch den Rest 
R.Q 2 bestimmten Herizontalreihe sich diejenige Function von n- aussu- 
chen, welche die Gleichung f(n)-=*U dergestalt befriedigt, dass n sich 
als eine ganze positive Zahl bestimmt, und da man die Wertbe von N 
und N' aus der Stelle sich entnehmen kann, welche f(n) in der Tafel 
einnimmt, so hat man alle Elemente nur vermöge der Formeln (A) t (!') 
oder CA") die Werthe von s und tj und mithin die particuläre Lösung 
x *= x und y = mt] sich zu berechnen* Man sieht leicht ein , dass die 
angedeutete Versuchsreihe eine sehr begrenzte ist; einmal ist sie begrenzt 
durch die Natur der Zahl P selbst; denn offenbar wird die frftserate 
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Grenz«, bis gu der hin man kommen kann» diejenige ganze Zahl Q sein, 
für welche die Differenz mP—R.Q 2 anfängt negativ r zu werden. Weiler 
aber werden die Versuche auch sehr abgekürzt (dnrcb Beseitigung der 
Quadratwurzelausziehungen, welche mit den einzelnen Gliedern unserer 
Differenzenreihe vorgenommen werden müssen), wenn man bemerkt, dass 
alle solche Glieder der Differenzenreihe, die auf eine der Ziffern 

2, 3, 7, 8 
ausgehen, unbedingt keine vollständigen Quadrate geben können. Indes- 
sen werden wir weiter unten Näheres über die Mittel beibringen, die zur 
Lösung erforderliche Versuchsreihe abzukürzen und wollen zuvor nur noch, 
um das Verständniss zu erleichtern, ein Beispiel durchrechnen. 
Sei die vorgelegte Gleichung 

a?*+254«4689y, 

so ist die zu betrachtende Differenzreihe 

P— A ;= 4435, P— 411=3673, P— 9Ä-2403, P-^16Jt =* 625. 

Das erste Glied derselben ergiebt sich durch den Versuch der Wurzelaus- 

ziehurig oder auch zu Folge der Bemerkung, dass eine anf 5 ausgehende 

Zahl nur dann ein vollständiges Quadrat sein kann, wenn die torletzte 

Ziffer eine 2 ist, als irrational; ebenso ist das zweite und dritte Glied 

wegen der Natur der letzten Ziffer irrational; das vierte Glied dagegen 

hat zur Quadratwurzel die Zahl 25. Hiernach ist 

4689 — 254. 4 2 =25 2 , = 4, ff = 25. 

Sucht man jetzt in der durch die Aufschrift Ä.4* bestimmten Hq- 

rizontalreihe nach solehen Formen der linearen Function f(n), welche, 

indem n eine ganze Zahl darstellt, der Zahl U gleich werden können, so 

genügt dieser Eigenschaft die Form 4n+l. Betrachtet man diese Form 

als der ersten Verticalcolumne angehörig, so findet man 

n=6, JV = 4. 

Die Formeln (A) liefern dann weiter für das untere Vorzeichen 

y =:ft M? = 7 ? ==6H254=:290, » = 25.6+254.4 = 1166. 

Betrachtet man 4n+l als eine Zahl der fünften Verticalcolumne, so 

hat man n = 6, N' = 1, JVa»3 und die Formeln (i") liefern für das 

untere Vorzeichen 

a = (19*+254.9).l+(19.6+254.3) = 3523, 

y s n = 1ÖM-264 • » = 2647. 
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,-. Die Anwendung endlich der Fora 4»+l ab einer Torrn der nennten 
ÜMKdeainuw ergiebt *=«, JV'= 1, Jf = S und die Porpeln (4") he- 
ftrn -für-dn» «bere Vorzeichen die folgende particaläre Loeung: 

i>t<.i.i : sri» (3P+254. 25)— (31.6+254.5) = 2855 
,,,•: . i( | :.«.. .i.-.i f = , = sl s + 254.25 = 7311. 

s i - ff: i \ » .'■ •»}■. 

Die zuerst gefundene particalire Lösung für x fahrt auf folgende 



allgemeinen, die von einander Terschiedeo sind: 
, x ^ J166, 3523 (mod 4689) 
jfj^g^nz ft* , ff^ qM»f to^ " ■ J^sqny n fliessen auch ans den beiden andere» 

paruwiiarei^^j... M ,,( . ,..i t : . .„, ,;j ( ... 

Da der Modal P eine Zeriegang in die Primfactoren 3.3.621 = 
3 2 .52l, also im Ganzen zwei 'iH%leMÜiJ > rimfacloren enthält, so müssen 
nach einer am Schlüsse der zweiten- AhUnüig p. 205 gemachten Bemer- 
kung» 4 täd fcinaltde* <mschiid£ne Lös«n~gön :#IeÄ gegebenen Gleichung exi- 
9ÜMU B* itogfl *ieb*'wie masndie beiden noch 'übrigen Lösungen findet 
J£r bedarf femkeiner Yorsuche^ is«Mkm,iie idinen vermittelst strenger 
< Jfodmde testimmt wcndeo< . Unseiin <Q>tchi<ig ist dochi identisch mit der 

iCongfUenfe i-.u 1 .:. «7\ - •-!• i-.< i.-mi'.«{i .".ii..i;ini -:.. . irl 
ti";„ *:.rjj i.'i;i* -isi'!* ".t,& : FrT'*7tTi-4l^ WWp nnnrn/ i »i» ni)!./ » 

und zerfallt in die beiden rCongränzent !«isX *ii> i »\wh.ibniu \ 

x 2 = '^25* («feil S) ui* ** * ^U54 <(*tt 521). 

itin 5e^e^*e«er"i>eiäeil , d>tt^eri^n ,, tet f!, eiie i> L»sa^^^ ^116^; mithin 
fctdfe andere ^^^1168 brückt niitf 'clieW ^^ri^ri 1 in' 1 *«* Weitf- 

»WfeWz^eÄeii'gldÄ ^Uo U tfatf M H ''^ i-.!'<n--H »'<-il. >:--ri- 3 

»V = + 4, — 4 (woa 9) 
o" ^ + 124,' —124 '(«#.! 52»). 

* = -52V+521 f " («ed 4689). „,,.:,„,, ..,.,,„„ 

laden man hfatSan Stell«!:««* |>'|Nad|^"ifil>«.Werlbe-_«H|seUt und die 
Tertdüedenen ■oglicfaaT» d&HnhfaiajittpeiF <h|ldat f feigen die 4 Losungen: 
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»'M521V4 ! +522.l24 ! i±='. 826&# 1981 l.i.-V «ü. »■■*■- v'- 

_.' : ' -^»22. 124 tt— 66812 ^ — UM""' • '"L'„' ' '■'" 
1 +521.4+522. 124= 66812= 1166 ,r ' 



■ •I i < 



« 



—522 . 124 = —62644 = —1687 
Der erßten uijter diesen 4 Lösungen entspricht ^aa .System, dej Werthe 
8 = 1687 und y ' = 607. 

Mön sieht leicbl eift,' Aais ,, did iän deU vörsteh'endteh Bdifcpiele 'erör- 
terte Methode allgemdiiier Natur uüd dass? am alle ntglkben fonöinari^ 
der verschiedenen LtsAtogeb' einer Cbrigruen« < zweite* Grades n< eNaoge&, 
man nur nötbig hat irgend eine apebielto' zu! finden- Mithin' tat 'allein' die 
praktische Schwierigkeit »»beseitigen, welche sich der Aufs* churtg einer 
L6*mg eirtgegensteiM und iweloke wesentlich >im dfcn Menge* der Uierta»ler^ 
forderlichen 'Viersuthe besteht. . Did Zahl dieeer iVerfcucbe kläglichst ' zii 
vermindern ist der Zweck der weiter unten (olgenden Auseinandersetzungen. 

¥ 

■ 1 1 • « : • ) ' > i '. • ■ . I ■ i I • l ; ■ . t '!,|i l j «aä* i ■ ■ ' 1 1 : • ■ 1 1 . i • • ■ ■ | •//■.■:■; J ; i // , . . 
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BääqhrÄnkeing der Eur .Auflösung , der GieiohuogMi 
... ;, ■ M ^ + fi a r=fy erforderlichen Vers.uqhe., lN n ;j 

! 

Wewn die Gleichung a? 2 +Ä=.Py, wo Ä und P positiv und 
Ä<P möglich ist, so existirt im Allgemeinen Immer eine 
Zahl* 17, welche positiv und kleiner als P l! is l t,»Vöii a*f^ Be- 
schaffenheit» dass die GjeUbhfti t, .;>n . . i ...■,-.. so^i 

^ (1) ftn = ÜM-R.O 2 oder Pm—RQ*= U* 

f. p« -. i v" 

erfüllt wird, indem m nicht ü*ber =-^+3 und Ö nicht übe* 3 



hinausgeht. 

m den Beweis dieses Theoremes eimgermassen abzukürzen wonen 

wir den Modul P als eine ungerade Zahl 1 betrachten und hhBen Platin diS 

böfdöfe ^Fäl[e zof «tersdheideto:'P=s -4f +l'»wad tt P ■«= 4$^i ;»'ltott w tte«* 

wir namentlich den ersten mit allst Ausführlichkeit durtlmhjiieQ'jifrefrdenp 

1) Es sei P von der Fofip 4j+l. 

Zunächst bemerken wir, dass, wenn wir unter fr und y diejenigen 

;mbi »lr) ruh Tniw f ii'>ttotf 

speciellen Zahlen verstehen, welche }. parfjculäre Lösungen unserer Glei- 
chung in den kleinsten Zahlen darstellen , die Grösse x nicht den Werth 
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2q und die Zahl y nicht den Werft 9 übersteigen darf. Das erste bedarf 

wohl keines Beweises; das «weite erhellt daraus , dass, wenn in der 

Gleichung 

(2) Ä*+Ä = (4«+l)y 

x<2q ist, noth wendig, indem man an Stelle ton x 1 den Werth (2f) J 
und an Stelle ton Ä den grösseren Werth 4g +1 treten liest, die Un- 
gleichheit 4$ 2 +4?+l>(4?+l)y folgt; hieraus y <«+j~ZT» d - h *» * 

der Bruch rechts keine Ganzen enthält, es ist y kleiner als f. Für ob* 
seren Zweck ist es daher hinreichend nur solche Werthe von y zu unter* 
suchen, welche positiv und kleiner als 4 sind. 

Denken wir uns für y alle die verschiedenen Zahlenwerthe, die in* 
terbalb dieser Grenzen liegen, eingesetzt und betrachten darunter, iaden 
k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3 bezeichnet, zuerst die folgende Partie: 

12 8 4 ^^+3, 

so wird entweder eine unter diesen Zahlen der Gleichung (2) Genuß 
leisten, etwa die Zahl m, oder es ist keine, die dieses thut, darunter. 
Im ersten Falle ist unser Theorem veritteirt und zwar für den spedelea 

Fall = L Denn m ist eine Zahl <^~r — h3 und mithin nach te 

F 
Voraussetzung über die Natur der Grösse k, auf jeden Fall <Ctä+^ 

10 

Im zweiten Falle dagegen kann man versichert sein, dass die « 
Frage stehende Lösung nach y nothwendig eine der Zahlen ^-j— +*» 

ij — h5, q — 3, q — 2, q — 1, q ist. Nehmen wir der grösttW 

Einfachheit halber an , dass , unter Beibehaltung der über die Natur von 
k gemachten Voraussetzung, auch die absteigende Reihe der Zahlen fi 
q — 1, q — 2, q — k keiner Lösung nach y entspreche: dann mw* 

der gesuchte Werth von y nothwendig zwischen den Zahlen ~ — H vw ' 
q+—k liegen; mithin, indem wir in (2) 

»= 4 +H 
setzen, wird die Gleichung 

(^+l)(^+» : )=^+Ä 
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ilhwendig befriedigt werden müssen durch irgend einen der folgenden 

hlenwerthe für *: 4, 5, • , a — t— ^-r 1 -; d.h. die Zahl n ist 

4 

* fr 

ischen den Zahlen 4 und 3 . ^— r- enthalten. Diesem speciellen Zah- 

4 

Qwerthe Ton » entspricht nun ein Werth von x, der. indem d eine 
»störe und in keinem Falle pber n hinausgehende Zahl bezeichnet, ?on 
er Fenn f+2* — 8 ist 

Dm dieses zu beweisen gehen wir von den beiden Identitäten 

(4« + l)(i=*+*) = («+*)* + (2jn+n-n*-5*+i=^) 
ld 

(4f+l)(^+n) = ( f +2*,R)*-(^^^ 

is« In der ersten Identität ist das zweite Glied der rechten Seite im 
Jgnmeinen stets grösser als JL Es ist nämlich, wegen der Jör sich 

*4|e«te» Ungleichungen 2«n+n— **— f*+ t ^<8j(*+l)+(»+l)-- 

i+l)*— gt + ^p und 2j»+n-~n*— ,* + !Zl*>2fn+!i--n l — 

ä — *— 1 

l+I)+ z — r klar, dass dasselbe mit wachsenden n zunimmt und 

it wachsenden k abnimmt. Demgemäss ist im ungünstigsten Falle , der 
ntreten kann , n = 4 und k = 3. Unter dieser Annahme reduoirt sich 

ler unser Ausdruck auf 8j — 12 — 3g +^-r— = — ^ — und der Werth 



Quantität bleibt» wenigstens wenn man q > 10 annimmt, stets un- 
rhalb der Grenze 4g und daher auch unterhalb R. Da nun die rechte 
eite unserer ersten Identität denselben Zahlenwerth haben muss, wie die 
tike Seite der Gleichung (2), so ist wegen des Verhältnisses der Un- 
eicbbeit, welches zwischen den zweiten Gliedern dieser beiden Aus- 
rfick* eintritt, nothwendig q+n<£ x. 

Aus der zweiten Identität folgt, da das zweite Glied rechts stets ne- 
itiv ausfallt, wenn anders, wie es sein muss, die rechte Seite gleich 
Z +A werden soll, x<g+2n+l. Es besteben also die beiden Un* 
leiofanngen 

«+»<a?<?+2*+l 



flnla r! #nl^As , ' «Mfer 1 aM<W'd<4-' l^haüjttettti F6'rnT$+'»<^o < seih , , ,,| io , 'da&il 

^%b»t«ps. deich ff wjrd.v A f () ,. 4 . u ,,,, „.„, ...„„..i.j.x 

Indem also das System der Weiche 

i.'-\ i-' •'!■ n fj- iifi'":'! goii-lKf.il'ir» . i Juki i- ii'»iilr.\ ijm!j n-tii*-i/f\ 

ie particuläre Lösung der Gleichung (2), in den kleinsten Zahlen dar- 

ipit . i 'ip i ■■■ • «! ': ' > •■:■■•.-_:■ i'^.iisii « «'Ulli .•«U { . I (ü'Mij-M im Ikiii '/il*-n-| 

stellt, können wir dieselbe uns jetzt auch durch eine Gleichung der fol- 
genden Form 

« • ' ' Hii& 'ii//\n »iri- iiMr.r»// ■;! u\ r'».fi!- m I 



(3) (4 9 +])(l T ^+» =( 9 +2«-<J)»+Ä 

f v .-,v - - ; V 4 : '\«i V ' "'"', V :" ivl- 
letzt ' denken und zwar sind die Voraussetzungen , unter denen diese 
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Gleichung besteht, folgende : .zuerst, dass keine der Zahlen -rl^-s 1 1. 

ooge 'leistet!' irad 'mithfti-H'zwnJcbeii' detf Grenzen '4-unÄ ,, 3.*^"lfe|K 

undJdanü lweit*r> tfass <K$ gahzt im* porithte, Zahl 4 W fohl* H"tt'<k(Hi 
nem Falle übersteigt. v -\ v 

* "Die^ vottuisgeseUt kam? maii beweisen, <jass, *enn man die Glei- 

in .eine Gleichung entweder von der Form ** 

'i »!• . 'ili. i '.i-'A-i:-' : "i':iin i|ii Wi. '^J>yMW f |H ( lAs ' I,,fnti,1 ^ l> ^ »i -I»ii*» i!'»i // tun 

öder iton- der Forto'<'/ •'■ ! ^' > '■■ ' ■«■ -^ > : "' * '• .'mh.i ü^-m»'!'« 

trarisformiri wird , ;mit der fßr uns wesentlichen ' Becfirigung ,' dass der 
Goefficient ■'■* Von. iP in \der tram«formirten'€i«icb'd8g i 'nMW'fcrtMser th 

t^M' m 'also iaf :l ^- > Filfa >,l bBfe4k |,| JI«^nDM '^'liegt 
Hiipmit ist dargetfiai), dfiss, wnn i^ie Glei^^ n , ,, ^ ! i( iif . . !ri 

P 

nicht stattfindet, indem m zwischen de^ ^Gr^db tO/Undr r^i^SiienliMith 

ist; Eöth wendi g, »demiwi^i widert dtri"häR#ifehdd G*tb*eti bleibt'/ eine 
der ; Tottoetyehdntfen Gleictawgen • besteht /' d. h:'' unser Theöfota'ist tf* 
richtig: ieniieseq. '■ ü-mi-m-mI .! .S *^-*-v; > '». ,!'»•• i:*\n>r, \\ ■-. 

Multipliciren wir (3) mit 4, so folgt nach einander (44 + l)(4~- u Jt4 L 4*) 
= (2«+4n-2d)*+Ä .2*] :(|^f)(4?JK-Si3j^-l— t+4ii) = (4« + l + 
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4fir^SU^34 --**)*+* <2* ade? , mmi «*b wich iPoU*äiu>.ton'4q+ 1 

•fSHf-.iM-i !. .«!•// ..!. ....i:. !.u.' -■•.:'.• ii -f.-'. I 1 : e •-" ,;,f 

(4) (4«+l)j«-t-(4n-4^1)j = J4n-(2<J+29+lJ 1 +Ä.2*, 

und, wenn diese Gleichung eine solche Lösung geben soll, die den Be- 
dingungen ; unseres Theoi^roes entspricht v do ist die 'eifbnffettidte 1 :, tittd 
zureitende ^fp^gdaa .^tafjtfin^.^r V^ii^miA-ktr^ß^rAd^nl) 

^^—+3, welche identisch ist mit der folgenden »nim-w! 



ii in 



(St) 4(i^— i)>3t=5— 2; 



= (3?+ßnrr-n8d)*+ Äv3?l #fcr Wem riJan 'femWicUU «na< dabtf dach Po- 
tenzen von 4fl + l orfjneti .^ Sx ' * \\ [ ■■•«' i 
(6) (4« + l)j^+6<f— 3»^-2*fl}i(6fi-3<J— j_n*+fi.3* . 

und damit hier die linke Seite, ey) VieJfpcbfts de* B^ufc ,P YM n dp,ß*T 
forderlichen Art darstelle, ist dici« erforderliche und zureichende Bedior 

gung, dass man habe i- — hW— 3*— *Zk+l <- 2-^- +3 oder d<r 

) i » i t ■ ....■■ ■ 

ii k + 1 »\ 

¥Th'' V •> !' ■ » ^fa*» da i n^ch unserer 'Abnahme den Zahlen w^rth 31 laicht 

übersteigt, also in dem Bruche— ^- höchstens eiq einziges Ganzes, ent- 
halte* seih kann; ■■-■ ■; : " ■ • - •■•' iy !■ • ■ .'vi ■ y * \ m> ) 

< 7 > <J<S+i..a»— *>^i. . , «»■ , . 

Es lässt sich nun zeigen, dass, wenn n und (J den gedach^p y^^ß- 
Setzungen unterworfen bleiben^ di^ Ungleichungen (5) und (7) mit einan- 
der unverträglich sind ,' stf. data , weite* tfUe eine besteht, die andere nicht 
b^t^tfcjuad ,d#ss .mithin notbwe^ig .ßt^U ^ine ton ihnen Aerf ftllt Mfehtai 
BUW ? sd^;d^,(?ug^höi:Jg9: GMichpjc, b»t didsiiwd dem l Theorem gifor- 

man habe 

-.!•• .nx • !i..n i.i-.^ir ■•.!'. rnä-Tii ?'' , TTT.Ti^ rafs - ? - ..!.-» • '■■ . *. n-.- 
«j J irt».lilPW!«#«ri,kJ»»r l t 4M»i4«»,!^wr|l» dar jWarzd.* in ß)i 
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*» das Ntalkhe Ist, der Werth tm }+2j#— * irf (3) ottterbilb der 
Grenze 4+ o~ — 1 Hegt; mithin wird man diese Wurzel darstellet! köÄ- 

nen durch feinen Ausdruck vort der Form q+-~- — *, Wo * eine Zahl 

zwischen den Grenzen 1 und -^ Sein mnss, so jedoch, dass es keinen dk-* 

sir toenztfetlhe erreichen darf. Statu wir diesen Werth iü (S) 6ifi, 80 
kommt 

(») (4«+l)(^*+n)=(4+^-*) s +Ä. 

Indem wir den Werth von h aus dieser Gleichung berechnen, können wir 
4M Grösse Ä ternaebUssigen. Setieti wir dämlich deft aus fcolchtf Ver- 
naohUsaigung entspringenden Werth tob h gleich V y so halben Wir 

( M+ l ) (l^! + .).( l+ *L*J». 

Da nach unsere!» obigen Auseinandersetzung der Werft Aer linken Seite 
zwischen (tf+w) 1 nfld (fl+2*+l)* enthaltet fteitf tousö, 66 folgt, dass 

A' zwischen den Grenzen — ^ und +<r + l liegt, ohne dieselben jedoch 
erreichen zu können ; mithin ist sein absoluter Werth, wie der von k f je- 
denfalls nicht aber | und dahtfr h+hf eine Gföfee, weicht die Zahl » 
nicht übersteigt Nun folgt aus titoseten beiden letzten Gleichungen 

(q + j— *')* = (« + y— *) + R oder » da R kleiner als 4«+l Ist, 

f ?+i?— *' ) 2< ^(* + 'o"" fci "* r+44+l, mithin nach einigen leichten Eni* 
Wickelungen 




W«il nun h+h* nicht über »ist/ bö ist der Nemier rechts ftteht unter 
der Grenze 29 +2» und mitbin jedenfalls grösser als dte Qtf äütifit 2«+(; 

demgemäss ist der Werth des ganzen Bruches kleiner als der Werth 4M 

40 + 1 
Quotienten o ili ** 2 üöd di * vorhergehende Ungleichheit ieigt, dass 

die Differenz * — hf jedenfalls unter 2 bleibt; die Vertauschung der Grös- 
sen * und hf ist daher statthaft, da ihre Grenzen sehr nahe zusam- 
»itfalltfi; in der Th^t ist ** 'nicht ftbwe» sich dft*6tt*tt fcbettetffce»; 
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de4s dadurch die weite* unten zu erwfihiende Grenze tod q nur um ein* 
Einheit geändert würde« 

Entwickeln wir .jetzt aus der Gleichung (9) unter Vern*cblAsf»gung 

von R den Werth der Grösse A, so folgt «+^— A = V(4«+l)( ,J ^+» ) 
(die Quadratwurzel darf nur positiv genommen werden , weil die Grösse 
9 + -r — A bei der Beschaffenheit von A nothwendig positiv ist. Also hat 

&n 
man zu Folge der Bedeutung von A q+2n — <J =?+-«-— A, also n— <J = 

^ — A und 

4(*— <J) tx 8n— 4A » — 4(4+fc)+Vi6« a +64«iH.l6»+4(4— *) — \6qkl 

Wir mflssen jetzt zusehen 1 , ob durch den gefundenen Ausdruck tot 
4( n _j) # indem die Ungleichung (8) iristeht, die Ungleidlmfig 1 (6) be- 
friedigt werde oder nicht befriedigt werde, d.h. ob die Ungleichung 

(10) — 4(9+h) + Vi6«H64{n + 16n+4(i— *) — 16#>8^p— 2 
oder die mit ihr identische 
|l69*+64«n+16»+4(4— *) — 16«*J — faq+ n )+B q ^—2^Q 

bestehe oder nicht bestehe. Entwickeln wir uns den Ausdruck linker 
Hand, so geht er über in 

(11) 26«n+(32+6*)n-16n*-Ä + ,^23- 7 ^^ 

und wir haben nun sein Verhalten naber zu untersuchen, wenn man die 
Grösse n die Reihe der zulässigen Wtrthe durchlaufet! Msst, Nun fallen. 

alle Werthe von n, die zwischen den Grenzen 3 und 3^ 3 enthal- 
te 

len sind, wie wir weiter unten zeige« werden, als mit der Ungleichung 
(8), die wir hier als bestehend voraussetzen, unvereinbar aus unserer Un- 
tersuchung heraus. Wir ' haben also nur den Verlauf des Ausdruckes 

zwischen ded Grenzen n = 3~s 3 und n «= 32-—- zu betrachten. Zu 

dem Zwecke bemerken wir, dass er innerhalb der gefttnnteft Grenaefr 
gleichzeitig mit n wachst. Denn setzt man n-f 1 au Stelle von n und zieht 
vo» dem auf difcse Weise entstehenden Ausdruck den utspMnglicheft 
ah, öo ist der Rest 26« +16 4* 6*— 32«, eine Grösse, die fflr die m 



Ansprach t genommenen Wertbe tön«? stets pofitnri«refiill. ii Jbtarit alao 
die Quantität (11) immer positiv bleibe, ist hinreichend, «bss- äe<ür 

die «utero Grertze ftp *?;■' näarttdr ^GL*;-.^ positiv fcä. ■ Ntm'fcett sie 

o 

(jlrtreh $ubstithtie& 'dieseä Wfirllufc ftr * «bei- Tä ^-^«(^+f) — 

(A»T|.i> .Mi i !••// *;J ':('! ».■■ :;•; sin 1 tili '. *\:,-.. . ; :!i'l !:'.■ j-t\ii'"i. • «i i l * • ■' '■■ 
—r — f-73Af+244), oder, wenn man den allerungünstigsten Fall jr<ss 3 

4 . . 15fl 2 +682a— 8380 .. . . , . .. - A . 

setzt, in — - — ■ — *tf -, ein, immer positiver Abdruck, sobald q die 

Grenze 55 überschreitet. In weiterer Folge hiervon besteht die Unglei- 
chung (10), welche mit der Ungleichung (5) identisch ist, d.U gferadg 
d*<Jutch, .dass x 4ie IfegMc^iIng. (?)' tafrckt 1 b<&te*t , wird; das Bestehe» ftt 

VffglqohwgX 5 > Mwrt» °fter» 4wJhei<tea JJogWcbuqgwi (£) upd Ob 

s^e^scn^ifOi gpg^seitjg a^ w ^e, wir ßhw ibdtftpttfen» ;.. !: , *.\. 

Eaiiat aherf, um idiedeiL Sohkm zu rechtfertigen, noch nachttSgüch 

zu untersu<jhßa, inwiefern die ^bi^ Yorauf j^etzurigj ^^lt^pg Jw^e, daaöjfür 

q — ir 
alle solche Werthe von n, die zwischen den Grauen ß .und BW^-r-*^ 

l .'• ,i i • 

liegen od&r mit andern Wolfen,, dM indem J* eine' «wifeti&eta 3 'hpd 

sSL^-O-f- vartireiwle Zahl bezeichnet, unter der allgemeinen Firm 



i • : i . 



* h 

3-— i stehen * d?e Ungleichung, (ß) keinen Bestand haben könne. 

. 8 ; - j ■: -. ; \: • ; ' J) l v. ■"' :.{ . ■■ i ! • 

■'.:"■' " ' ' <' <: 3n 

Aus der Ungleichung (8) folgt q + 2n— d< ?+-«-— 1» also, wenn 

man für fi seine« Wwth^*^^^l linset«; »•* ' ;,: ' : -^ 



.!.- i 



- q+2n— <J<t# — (16+ 1 ) — ö 
und ebenso leitet man her , 

Nun göllt ' Aer ,! aus,.der GfeiiihWn^ (3)^hervol"; x rfass, Wetin iilan Aas 
Quadrat) der auf -de» arechteö Seite; dar «orhergehendm iMglelohwäg tbe^ 
Bodtichan: Gräfte abzieht vc^Mder n rechtem ÄölteJder ieteCtn' 4Ueichw^ 
wenige^ aU, Si undMnihis aoch twbli mth«i i wenige^ ; aU 4^4-l*ieraubko«H 
»ea misae, d.h. also ^ entwedet eine^njBgaÜfevJSahl 4>fler ^ioe' pwitivla 
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Zabl <4j+l. Berechnen wir uns diesen Unterschied, so ergiebt sich 
derselbe gleich 

.,„, 19«* /15 95* \ / 81** , 7*, . \, 91/ Hfl— 27*— 64 ,\ 
(,2) 256 + «(r-i2§/-(256 + T +, ) + 4(^ L -36 l l 

und zerfällt offenbar in zwei Partien, von denen die eine unabhängig tob 
I ist und , in dem ungünstigsten Falle (nämlich k es 8) und wenn man q 
grösser als 45 annimmt, beständig positiv und grösser als 4) aasfällt. 
Die andere Partie ist ton l abhängig, verschwindet für 1=0 und ist 

von da ab für alle Werthe von I unterhalb der Grenze I =s — ? — — 

gleichfalls positiv. Mithin besteht der Ausdruck (12) al$dann aus zwei po- 
sitiven Theilen, von denen der erste schon für sich allein grösser als 4f 
ist und sein voller Werth muss daher die Grösse 4$+l übersteigen, was 
unstatthaft ist Also alle diejenigen Zahfen von 1=4 bis zu la 

S^-o *> welche unterhalb der Grenze — - — r^ sieh befinden, 

sind mit der Ungleichung (8) unvereinbar. Das Nämliche gilt aber auch 
ven denjenigen unter den genannten Zahlen, welche oberhalb der Grenze 
11?— 27t— 04 .. 

- —86 liegen ' 

Um dieses darzuthun bemerken wir, dass für alle solche Werthe von 
I die erwähnte zweite Partie in (12) negativ wird und dein absoluten 

Werthe nach gleichzeitig mit I wächst« Daher ist der ungünstigste Fall 

o— - k 
derjenige, wo l seinem Maximum 3 * ft —4 gleich wird. Nun geht durch 

diese Substitution und nach* verschiedenen Reductionen der Ausdruck (12) 
über in 



25 . \ . 13* 



<w ••(f-O+'i 



19 



d. h. in eine im Allgemeinen beständig positive Quantität. Damit dieselbe 
grösser als 4) ausfalle, ist nothwendig, wenn 1) fc=0, dass die Un- 
gleichung g>8, wenn 2) fc=l, dass die Ungleichung g>12, und 
wenn 3) fc=12, dass die Ungleichung <?>50 bestehe. Wenn dagegen 
4) Jfr = 3 ist, so ist der Ausdruck (13) nicht nothwendig grösser als 4?, 
aber man kann sieb wenigstens mk letehter Mähe davon überzeugen, dass 
er grösser wird als 4$, sobald man den Maaimal werth von l r nämlioh 

Schwärt, Zahle*- Theorie. 20 
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3-^— 4, um eine einzige Einheit verkleinert. Im Allgemeinen kann 

daher der Ausdruck (12) in allen Fällen als positiv und grösser als 4) 

q — Je 
angesehen werden, sobald n zwischen den Grenzen 3 und 3— 3 an- 
genommen wird, d. h. die oben gemachte Voraussetzung ist verificirt. 
Daraus aber darf weiter geschlossen werden, dass die Reihe dieser Zah- 
lehwerlhe für n mit der Ungleichheit (8) sich im Widerspruche befindet, 
d.h. sie giebt keine Lösung der Gleichung (3), oder, was dasselbe sagt, 
der Gleichung (2). 

2) Es sei P von der Form 4g +3. 

Wenn die Gleichung 

(2) »*+Ä=(4«+l)y 

möglich ist und x und y ihre Lösung in den kleinsten Zahlen darstellen, 

so ist x<.2q + l und y<fl + l. Wenn nun, indem k höchstens gleich 

Q — k 
3 sein darf, eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, -j — 1-3 für y einge- 
setzt die Gleichung (2) befriedigt, so geschieht dem Theoreme für den 
Fall 0=1 Genüge; ist dieses nicht der Fall, so lässt sich beweisen, 
dass dem Theoreme für einen der beiden Fälle entweder 0=2 oder 
0=3 nothwendig genügt wird. 

In der That nehmen wir an, dass die Reihe der abnehmenden Zah- 
len q> q — 1, q — k für y substituirt die Gleichung (2) gleichfalls 

nicht befriedigt, so lässt sich diese letztere ersetzen durch die Gleichung 

(3) (4« + 3)(i^+n) = (fl+2n-^+Ä f 

wo n eine der Zahlen 

4, 5, 6, 7 3^p? 

bezeichnet und d eine jedenfalls nicht den Werth von n übersteigende 
Zahlengrösse bedeutet, und diese Gleichung gestattet die beiden folgenden 
Transformationen : 

(4) (4j+3)(«— i+4d— 4n+3) = (4n— 2<J— 2q— 3)*+Ä.2* 
und 

(6) (4fl+3)( 9 ^*+6d— in— 2*-f 3 \ = (6n — 3<J— q— 3) + H.3* 

und, wenn (4) dem Theoreme für den Fall 0—2 Genüge leisten soll, 
so ist nothwendig und hinreichend, dass man habe 
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(5) 4(»-d)>3^ 

und, wenn (8) dem Theoreme genügen soll, so ist die gleichfalls not- 
wendige und hinreichende Bedingung 

(7) d^|+l, 2»-<J>|-l 

und wir haben nun wieder zu zeigen, dass, wenn die Ungleichung (7) 
nicht besteht, d. h. wenn man hat 

(8) <>>! + l, 2n-<J<|!-l, 

gerade um desswillen die Ungleichung (5) bestehen muss. 

Setzen wir, die Ungleichung (8) vorausgesetzt, 4(n — 3) = 2n — 4A, 
so ergiebt sich aus (3), indem man R vernachlässigt, der folgende Werth 
für h: 

* = S+«-%/« 2 +4«n+3n-«fc+3 , ~* 



q-k 



2 . * y * . -i- . — i- . - 4 

und die Ungleichung (5) wird identisch mit der folgenden 

(10) — 4(« + n)+VlÖ9* + Mgn+48n+12(g— k) — 19qk > 3 
und ihr Bestehen oder Nichtbestehen hängt von der Natur des Ausdruckes 
(11) 26,»+n(48+6fr)-16n*-^ 2 +fl( 12-^) -^-12* 

ab. Dieser Ausdruck braucht wiederum nur für die Reihenfolge der 

Q——k o — — Ar 

Werthe von n zwischen den Grenzen 3^-3 3 und 3^-7- betrachtet 

o 4 

q — k 
zu werden, weil die unterhalb der Grenze von 3-^ 3 befindlichen 

Werthe von n mit der Ungleichung (8) unvereinbar sind. Dieses voraus* 
gesetzt wächst er zugleich mit n und geht für den Minimumswerth die- 
ser Grösse, nämlich n = 3-^— — 3, über in -y' — ql —+12 J — 

(814* \ 

-r-= — H84JT+288 j oder, wenn man diesen Ausdruck gleichfalls für den 

- .• . nw ou. u, . • 15« 2 381« 9369 _. . 
ungünstigsten Fall 4 = 3 betrachtet, in -^ ~ i ^-. Nun aber 

10 o 10 

ist diese letzte Quantität immer positiv, wenn man die Ungleichung 4>6I 
setzt; mithin gilt dasselbe noch verstärkt von dem allgemeinen Ausdruck 
(11), und es ist damit dargethan, dass die Ungleichungen (S) und (8) 
gleichzeitig bestehen. 

20* 
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Die Voraussetzung, auf der die letzten Schlussfolgen ruhen, ist die 
Unvereinbarkeit der Ungleichung (8) mit allen Werthen von n, die die 

Form n = 3 . 1 — 1 besitzen , wo I eine zwischen den Grenzen 3 und 

4 

Q—k 
3±-ji 3 befindliche Zahl bezeichnet. Für die angegebenen Werthe 

von I hat man zunächst 

, + 2»^<J<- I ^-( Ii +lJ— - 2 -, 

iä ,»J9— *, \ V /20*— 15 \ 15« ., a , 

und indem man die vorhergehende Ungleichung quadrirt und Ton der letz- 
ten abzieht, kekommt man rechts die Differenz 

„o 4 W , / * 95 * \ / 81fc2 .«.j» \j 9l ( 11« -27t— 9« ,\ 

welche, zu Folge f der Gleichung (3) mit Retbwendigkett kleiner als 4f+3 
ausfallen, also entweder eine negative Zahl oder eine positive Zahl klet* 
ner als 4g +3 gehen muss. Dies ist nun für die ia Anspruch genom- 
menen Wertbe von l eben nicht der Fall und daher waren wir vorhin 
berechtigt, dieselben als unverträglich mit der Ungleichung (8) in die 
Untersuchung nicht mit hinein zu nehmen. 

In der That besteht der Ausdruck (12) aus 2 Theilen, von denen 
der erste unabhängig von l und, sobald man 4>29 annimmt, in dem 
ungünstigsten Falle Ar =3 positiv und grösser als 4g + 3 ist; der zweite 

Theü hängt von l ab und ist von I =s bis I » — - — — . positiv. 

Für alle I innerhalb dieser Grenzen fällt daher der Ausdruck (12) be- 
stimmt positiv und grösser als 4f+3 aus, was, wie wir wissen, unstatt- 
haft ist. Betrachten wir nun weiter den Verlauf der von l abhängigen 

n . if 11«— 27* — 96 . q9 — k . 
Partie, wenn l von i= — - — — zunimmt bis l = 3~ 4, so 
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ist sie negativ und nimmt, dem absoluten Werthe nach gleichzeitig mit I 

zu. Demgemäss tritt der Fall, in welchem (12) seinen kleinsten Werth 

Q — k 
erlangt, ein, wenn I seinen Maximum werth 3 -=■ 4 erhält, Substitui- 

ren wir diesen Werth für l in (12), so ist das Endresultat 



.(?-)-(*+» j. 



— 809 — 

d. h. eine im Allgemeinen immer positive Zahl. Diese Zahl ist für k = 
grösser als 4fl+2, sobald man q >5, für 4 = 1 grösser als 4« +2, so- 
bald man q >9 und für fr = 2 grösser als 4j+2, sobald man 0>22 
hat Ist dagegen 4 = 3, so ist sie im Allgemeinen nicht grösser als 4q+2, 

aber der Ausdruck (12) würde schon für den um eine Einheit kleineren 

o — 4 
Werth $—t 5 von I grösser als 4) +2 ausfallen — und auseerde* 

erfordert unser Raisonnement eigentlich auch Mos, dass der Ausdruck 
(12) überhaupt nur grösser als Ä ausfalle und das wird in den meisten 
Fällen auch für 4 = 3 zutreffen. 

3) Ueberblicken wir das Gänse unseres Beweises, so ist die Gül- 
tigkeit unseres Theoremes keine absolute und darf es daher kaum als 
eine wesentliche Bereicherung der Theorie angesehen werden. Seine Gül- 
tigkeit erscheint durchweg an gewisse Bedingungen geknüpft, die schliess- 
lich darauf hinauslaufen, dass die Zahl q und dem zu Folge die Zahl P 
beträchtlich genug sei, um die Anwendung des Satzes zuzulassen. Als 
eine Grenze dieser Art kann im Allgemeinen die Zahl P = 250 gelten. 
Indessen ist damit nicht gesagt, dass der Satz für Modul unterhalb die- 
ser Grenze seine Anwendbarkeit verliere; dies würde an der Natur der 
Sache nach nur seltenes Zusammentreffen der allerungunstigsten Bedingungen 
voraussetzen und selbst wenn dies eintrete, so wäre, immer vorausge- 
setzt dass man sieb der Möglichkeit einer Lösung vorher versichert bat, 
nichts verloren , sondern man würde nur noch die Hinzufügung einiger 
neuen Versuche nölhig haben. Ausserdem ist zu bemerken, dass man 
Tafeln hat, welche bis zu 1000 geben (z. B. der Canon arithmeticus) 
und vermöge deren die praktische Lösung irgend einer quadratischen 
Gleichung mit 2 Unbekannten leicht ermöglicht werden kann« Die Haupt- 
sache für uns ist dem zu Folge, dass man für Modul, die über die 
Grenze der Tafeln hinausgehen, eine praktische Methode besitze und hierzu 
bietet allerdings der voranstehende Lehrsatz das geeignete Mittel dar. 

Aus ihm folgt, dass immer ejne Zahl m zwischen den Grenzen 1 

p 

und T77 + 3 exisürt, welche eine der Gleichungen 

(18) Pm— Ä.P=Ü*, 

(19) Pm— R. 2* = U\ 

(20) flu— R.&ceU* 
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befriedigt und die Zahl der xur Ausmittelung dieses *t erforderlichen Ver- 
Sache kann höchstens 31 vg+3 )♦ also ungefähr r- ß P sein. Diese Zahl 

m als bekannt vorausgesetzt giebt die in dem vorigen Paragraphen ent- 
wickelte Tabelle ein Mittel an die Hand, um zwei zusammengehörige Zah- 
lenwerthe x und y zu berechnen. Zu diesem Zwecke ist indessen nicht 
die Benutzung der ganzen Tabelle erforderlich, sondern wir brauchen 
nur einen kleinen Theil derselben« nämlich folgenden: 





R.(P 


J7 = n*+Ä 




N=l 


Ä.l" 


n-1 n+1 




N*=2 


fi.2* 


2»— 1 2»+l 
3n— 1 3n+l 


y = mt], x =■ 2n*+ »+2Ä 


ff=3 


Ä.3* 


y = mt), x = 3n*+n+3R 



% 



Wir haben nun je nach der Form, welche das gefundene Vielfache Pm 
fon P hat, 3 Fälle zu unterscheiden. 

a) Das Vielfache Pm hat die Form Ü 2 +Ä.l 2 , d.h. es genfigt der 
Gleichung (18); alsdann hat man unmittelbar eine Lösung der vorgege- 
benen Gleichung in x und y, nämlich y=m und x = D. 

i) Das Vielfache Pm hat die Form I7 2 +JR.2 2 , so dass es der Glei- 
chung (19) genfigt. Alsdann hat man die beiden Fälle, U ungerade oder 
gerade zu unterscheiden. In dem ersten Falle setze man U gleich einer 
der beiden Formen 2n — 1 oder 2n+l und bestimme hieraus n; alsdann 
ist das System der Werlhe 

y — m(n*+K), x = 2n*+n+2Ä, 
wo das obere Vorzeichen der Form 2n — 1 , das untere der Form 2*+l 
entspricht, eine particuläre Lösung unserer Gleichung. In dem zweiten 
Falle bemerke man, dass aus der Gleichheit P.m = U 1 +R.2 2 die an- 
dere Gleichheit P.m 4 = (P— tf)*+Ä.2 2 folgt, in welcher, da P als un- 
gerade, U als gerade vorausgesetzt wird, P — D ungerade ausfällt, so 
dass wir wieder auf den ersten Fall zurückkommen. 

c) Das Vielfache An ist von der Form Ü 2 +Ä.3 2 , so dass es der 
Gleichung (20) genfigt. Alsdann kann U die drei Formen 3q — 1, 3g + 1, 
3{ haben und sind hiernach drei Unterfälle zu unterscheiden. In den 
beiden ersten Fällen setze man, je nachdem U von der Form 3) — 1 oder 
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3g +1 ist, diese Grösse gleich 3» — 1 oder 3n+l und bestimme n ver- 
möge der entstehenden Gleichung; das System der Werthe 

y= tn(n*+R), a>= 3n*+n+3Ä 
giebt hierauf die gesuchte particuläre Lösung. 

Im dritten Falle, wenn U von der Form in ist, muss U 1 durch 9 
theilbar sein und mithin ist es auch P, so dass man — =( - )*+R 

hat. Wenn nun P eine relative Primzahl zu 9 ist, so ist m durch 9 

U m 

theilbar und das System der Werthe a? = —-, y = — stellt eine particu- 

läre Lösung unserer Gleichung dar. Ist dagegen P keine relative Prim- 
zahl zu q , so kann man immer die gegebene Gleichung auf 2 andere 
oder, wenn man lieber will, aul 2 Congruenzen zurückführen, deren eine 
zum Modul eine relative Primzahl zu 3 hat, während der Modul der ande- 
ren als irgend eine specielle Potenz von 3 sich darstellt. Will man nicht 
diese Zerfällung in mehrere Gleichungen anwenden, so kann man sich 

auch folgender Methode bedienen: 

« 

Wenn P mit 9 einen gemeinschaftlichen Theiler hat, so ist der 
gross te, den es mit ihm gemein hat, entweder 3 oder 9 selbst und dem 
entsprechend erhält man die beiden Gleichungen 

Hieraus folgt nun eine particuläre Lösung der Gleichung 

(21) * 2 +Ä = üy, 

P P 

wo II entweder die Bedeutung -» oder die Bedeutung -jr hat. Schliesst 

man von der particulären Lösung nach y auf die allgemeine, so linden 
sich unter den darin inbegriffenen Zahlen stets solche, die respective 
durch 3 oder 9 ohne Best theilbar sind. Die aus dieser Division her- 
vorgehenden Quotienten geben Werthe von y, die sich auf die Gleichung 
(2) anwenden lassen. Die zugehörigen Werthe von x sind den Gleichun- 
gen (2) und (21) gemeinsam. 

Die ganze Methode, die wir eben auseinandergesetzt haben, basirt 
auf der Möglichkeit ein solches Vielfaches von P aufzufinden, welches 
einer der Gleichungen (18), (19) oder (20) Genüge leistet. Für die prak- 
tische Bestimmung eines solchen Vielfachen, die immer eine Anzahl von 
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Versuchen erfordert» mögen folgende Bemerkungen dienen: 1) Die Zahl 

p 

m ist eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, ts+2 und bleibt daher immer 

16 

p 

unterhalb der Grenze tö+3. 2) Die Endziffer einer vollständigen gan- 
zen Quadratzahl kt l f 4, 6, 9 t 5, 0. 3) Die Zehnerziffer einer voll- 
ständigen Quadrttzahl, die auf oder 5 ausgeht, ist notbwendig oder 2. 
4) Jede vollständige Quadratzahl, die in der Einerstelle eine 6 hat, hat 
in der Zehnerstelle eine ungerade Zahl. 5) Jede vollständige Quadrat- 
zahl, die in der Einerstelle mit 1,4 oder 9 schliesst, hat in der Zeh- 
nerstelle eine ungerade Zahl. 

p 
Beispiel, »H-171 es 1559y. Die Grenze für die m oder r^ +3 wird 

97+3 tss 100. Bildet man sich nun zunächst die Reihe der Zahlen P — Ä, 

2P—R, 3P— Ä, .... 9P— Ä, so erhält man 

1388 2947 4506 6065 7624 9183 10742 12301 13860 15419. 

Die erste Zahl 1388 ist kein vollständiges Quadrat, weil sie auf 8 aus- 
gebt, und damit fallen auch die Zahlen HP— Ä, 21P— H, 31P— Ä, 
41P— R, 51P— Ä, 61P— Ä, 71P— Ä, 81P— H, 91P— Ä aus der Be- 
trachtung heraus,, weil sie alle auf die nämliche Ziffer 8 ausgehen. Die 
zweite Zahl 2947 und mit ihr die Zahlen der Reihe 12P— Ä, 22P— Ä, 
.... 92P — R sind gleichfalls wegen der Endziffer 7 keine vollständigen 
Quadrate. Was ferner die Reihe der Zahlen 3P— JR, 13P— Ä, 23P— Ä, .... 
betrifft, so hat man nur diejenigen Glieder zu untersuchen, deren vor- 
letzte Ziffer eine ungerade Zahl ist, d. h. die an den geraden Stellen sich 
vorfinden, nämlich 

20096 51876 83056 114236 145416. 
Die Ausziehung der Quadratwurzel zeigt, dass alle diese Zahlen irrational 
sind. Weiter in Betreff der Reihe 4P— Ä, 14P— Ä, .... hat man blot 
das einzige Glied 44P— Ä dem Versuch der Quadratwurzelausziehung zu 
unterwerfen, wobei ein Rest bleibt; denn die übrigen Glieder haben in 
der Einerstelle eine von 5 und in der Zehnerstelle eine von 2 verschiedene 
Zahl. Indem man in dieser Weise fortgeht, überzeugt man sich, dass den 
Gleichungen (18) und (19) kein Genüge geschieht. Nimmt man die dritte 
auf die Gleichung (20) bezügliche Versuchsreihe vor, so hat man wegen der 
Beschaffenheit der Einerstelle nur folgende Glieder zu berücksichtigen; 



% 
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1659. 1^.9.171*= 20, 1559.2-9.171=1579,155». 5— ».171= 6258, 
1559. 6 -9. 171 «7815, 1559.7-9.171=9374, 1559.10-9.171=14051. 
Untersucht man nun die Reihe P—QR, IIP— 9R, 21P— 9ß, 31P— 9Ä, 

91P — 9Ä (wobei übrigens nur ein einziges Glied den Versuch einer 

wirkliehen Quadratwurzelausziehung fordert), so findet man kein taugliches 
Resultat, eben so wenig ist das mit den auf 1579, 6256 und 7815 be- 
züglichen Versuchsreihen der Fall} dagegen die mit 9374 anfangende Zah- 
lenreihe hat zu ihrem zweiten Gliede 

1559.17 — 9.171 =158*. 
Setzt man 3n — 1»»158, so findet man n— 53, tj = n* . R « 2980, 
y = mrj = 17.2980 «=50660, x = 3.2809 — 53+513= 8887. Die ge- 
suchte particuläre Lösung unserer Gleichung ist daher: 

x = 8887 , y = 50660. 
Sondert man von x die Vielfachen des Moduls 1559 ab, so findet man 
die Lösung in den kleinsten positiven Zahlen, nämlich 

aj=+467. y = 140. 

§ 21 

Auflösung vermöge der Methode der Ausschliessung. 
Eine andere Methode, die Wurzeln der Gleichung 

X*+R = Py 

aufzulösen, röhrt von Gauss her; es ist die auch sonst häufig anwend- 
bare Methode der Ausschliessung, vermöge deren solche Zahlen , die nicht 
Jähig sind, Lösungen zu geben weggeworfen und aus der kleinen Menge 
der übrig bleibenden Zahlen durch Versuche diejenigen, welche Lösungen 
entsprechen, ausgemittelt werden. 

Wir bemerken zuvörderst, dass die absoluten Zahlenwerthe von x, 
welche sämmtlich mögliche von einander verschiedene und in den klein- 
sten Zahlen ausgedrückte Lösungen geben können, nothwendig zwischen 

P 
den Grenzen und ^ enthalten sind. Dadurch bekommen wir die ent- 

sprechenden Werthe der Unbestimmten y eingeschlossen zwischen den 

Jt R 

Grenzen -= und \P+p (die, wenn R positiv und <P ist, in und 

+P übergeben) und der nächst liegende Gedanke ist, wie schon im An- 
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fange dieses Abschnittes angedeutet wurde, in den Ausdruck Py — R für 
y nach und nach alle zwischen diesen Grenzen befindlichen Zahlen einzu» 
setzen und zuzusehen, wie viele unter diesen Substitutionen denselben zu 
einem vollständigen Quadrate machen. Wenn aber P nur einigermassen 
beträchtlich ist, so häuft sich die Zahl der Versuche dergestalt, dass eine 
Verringerung ihrer Menge äusserst wünschenswerth erscheint. 

Um diesen Zweck zu erreichen ,• wähle man sich irgend eine ganze 
Zahl £>2 und relative Primzahl zu P; hierauf bilde man sich ihre 
sämmtlichen quadratischen Nichtreste, welche durch die Reihe der Zahlen 
a, b y c, .... dargestellt sein mögen, und bestimme die Zahlen a, ß, y, .... 
dergestalt, dass sie in positiven Zahlen die kleinsten Lösungen der Con- 
gruenzen 

Pa — R = a, Pß—R = 6, Py— R = c (mod E) 

ausdrücken. Alsdann kann man versichert sein, dass alle Zahlen von 

einer der Formen 

Et+a t Et+ß, Et+y, 

bestimmt keine Lösungen der gegebenen Gleichung nach y sind. Denn 
wäre z.B. Et+a eine Lösung, so hätte man a? 2 +Ä = EPt+Pa, woher 
x 1 = Pa — R (mod E) oder x 2 = a (mod E) t d. h. es wäre a gegen 
die Voraussetzung ein quadratischer Rest von JB. 

Beispiel. Sei die aufzulösende Gleichung 

0* — 22=97y, Ä = — 22, P = 97; 

dann sind die Werthe von y in der Reihe der Zahlen 1 , 2 , 3, 24 

enthalten. Nehmen wir J?= 3, so ist der einzige Nichtrest dazu a=2 
und der Congruenz 97a -f- 22 = 2 {mod 3) geschieht Genüge durch er = 1; 
mithin müssen wegen J?== 3 alle Zahlen der Form 3f+l aus obiger Zah- 
lenreihe ausgeschlossen werden. In ähnlicher Weise findet man für E=4 
sogleich a = 2, 6 = 3, a = 0, ß = l und die beiden neuen auszu- 
schlagenden Zahlformen 4f und 4f+l. Dadurch bleiben nur noch fol- 
gende 8 Zahlen übrig: 2, 3, 6, 11, 14, 15, 18, 23. Setzen wir weiter 
J? = 5, so findet man die Formen 5f und 5f+3 als unzulässige und die 
zurückbleibenden Zahlen sind: 2, 6, 11, 14. Die Abschliessende (wie 
man die Zahl B füglich bezeichnen kann) gleich 6 gesetzt giebt nichts 
Neues. Nimmt man endlich die Ausscbliessende gleich 7, so ergeben 
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sich die Formen 7f+2, 7f+3, 7f+5 als zu verwerfende und es bleiben 
noch die 3 Zahlen 6, 11, 14 übrig. Diese Zahlen in unsere Gleichung 
eingesetzt geben respective 604, 1089, 1380 als Werthe des Ausdruckes 
Py—R; unter denselben ist der mittlere das vollständige Quadrat von 
33, mithin x = 33 (mod 97). 

Beispiel 2. Die aufzulösende Gleichung sei 

a?*+37=175y, 11 = 37, P= 175 = 7.25. 
175a— 37 = 2 (mod 3) ; a— 1 = 2; a = 

175 '- 37 = 2 Ort 4); 3 <*" 1S25 '- 1 
= 3 =3; /?=0 



175/-37 S 2 

3 


ly— 5 = 2; y = l 
3 


5 (mod 8); 

6 

7 


5 6 

6 5 

7 4 


175eJ-37 = 2 


<J+4 = — 2; <J=5 


6 


+5 1 


7 (mod 11); 

8 


+4 
+3 10 


10 


+1 8 



Hiernach sind wegen 17== 3 und 17 = 1 folgende Formen auszuschliessen : 

3f, 4f+l, 4f; ferner wegen 17 = 8 die Form St +6 (denn die Formen 

8f+l, 8f, 8f+5, 81+4 sind in den beiden schon dagewesenen Formen 

4f+l und 4f mit enthalten); endlich wegen 2? = 11 die Formen: llf+5, 

llf+1» llf, llf+10, llf+8. Die Zahlenwerthe von y, um welche es 

37 175 37 

sich handelt, sind zwischen den Grenzen r-« und -? — Vr=z> d. h. zwi- 

8 chen und 44; schreiben wir uns daher die Zahlen von 1 bis 44 in 
4 Horizontalreihen, jede zu 11 Zahlen, so fallen wegen der Formen llf, 
llf+1, llf+5, llf+8, llf+10 sogleich die lte, dte, 8te, lOte und 
Ute Verticalreihe aus und indem man durch einfaches Abzählen, ähnlich 
wie bei dem Siebe des Eratosthenes , die wegen der Formen 8* +6, 
4f,4f + l, 3f überflüssigen Zahlen ausstreicht, bekommt man folgendes 
Schema: 
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34 


35 


30 


37 


3* 


30 


«0 


4* 


42 


43 


44 



und die Reibe der übrig bleibenden Zahlen wt 

2 7 26 31 35. 
Setzt man diese Zahlen in den Ausdruck 175y— 37 für y ein, so wird 
er für keinen dieser Werthe ein vollständiges Quadrat ; mithin ist die vor- 
gegebene Gleichung überhaupt nicht möglich, oder mit anderen Worten; 
— 37 ist ein quadratischer Nichtrest von 175. In der That kann man 

dieses ohne Schwierigkeit nachweisen. Denn es ist ( — ^— ] = (£-) = — 1, 

d.h. — 37 ist ein Nichtrest von 5, folgeweise auch von 25 und 175. 



Fünfter Abschnitt. 

Theorie der quadratische! Formen. 



Allgemeine Erklärungen und Lehrsatze. 

1) DerAttsdrack ax % +2h>y+ey*,ln welchem a, b, c ganze Zahlen 
vorstellen, soll in dem Nachfolgenden eine quadratische Form oder 
auch schlechthin eine Form genannt and, wenn man wesentlich auf die 
Art der Abhängigkeit sieht, hl welcher er ven den drei coneUnten Grös- 
sen a, 6, c steht, durch das Symbol (a, 6, c) bezeichnet werden. Zu- 
gleich bemerken wir, das» die Ordnung der bierin vorkommenden Ele- 
mente a, 6, c eine wesentliche Rolle spielt und demgemäss (c, 4, a) 
eine andere quadratische Form darstellt ab (a, 6, c). Denken wir uns 
in der Form ax*+2bxy+cy 2 den Grössen x und y eine specielle Bedeu- 
tung zuertheilt, so wird dieselbe irgend einen Zahlenwerth M erbalten 
und wir werden, um dies VerhäJtniss näher anzudeuten, künftig uns der 
Ausdrucks weise bedienen, die Zahl M werde durch die quadra- 
tische Form dargestellt oder repräsentirt. Wir werden übri- 
gens im Nachfolgenden, wenigstens zunächst, durchweg voraussetzen» das& 
die speciellen Zahlenwerthe x = m , y = n , für welche eine Form die 
Zahl M darstellt, relative Primzahlen zu efnander sind. Endlich wollen 
wir den Ausdruck (* — ae, welcher für diese ganze Theorie von entschei- 
dender Bedeutung ist, mit dem Namen der Determinanten der qua» 
dratischen Form (a, b f c) belegen und der Kürze halber durch den be- 
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sonderen Buchstaben D bezeichnen. In den nachfolgenden Entwidmun- 
gen ist die Determinante D durchweg als von verschieden vorausge- 
setzt, um auf diese Weise eine grössere Concinnität in der Aussprache der 
Sätze zu erzielen. Nach diesen Erläuterungen gehen wir sogleich zu dem 
nachfolgenden Theorem über: 

Wenn eine bestimmte Zahl M so durch eine gegebene 
Form (a, 6, c) darstellbar ist, dass die Werthe der Unbe- 
stimmten x t y, für welche sich die quadratische Form auf 
Mreducirt, relative Primzahlen zu einander sind, so ist 
die Determinante D ein quadratischer Rest von M. 

Zu Folge der Voraussetzung ist 

(l) am 2 +2bmn+c* 2 = M 
und können wir die Zahlen fi und v auf unendlich viele Arten derartig 
bestimmen, dass die Gleichung 

(2) jU!lt + l7la=l 

besteht. Wenden wir diese beiden Relationen auf die Identität 

[fi(mb + nc) — v(ma + nb) | 2 — (b 2 — ac) (fm+vn) 2 «= («m* +2bmn + cn 1 ). 

(av 2 —2bfiv+cii*) 
an, so geht dieselbe über in die Gleichung: 

fi(mb+nc)~ v(ma+nb)\ 2 — D Ä M(av 2 —2bti*+cv*), 

welche auch, indem wir 

(3) * = ju(mft+nc) — v(ma+nb), s = av 2 —2bfiv+cv 2 
setzen, dargestellt werden kann in einer der beiden Formen 

(4) z 2 — D= Ms oder z 2 = D (mod M), 
d.h. es ist, wie behauptet wurde, D ein quadratischer Rest von M. 

Die Zahl z hängt zunächst von den Unveränderlichen m und n ab 
und weiter von den Zahlen fi und y, welche sich in unendlich verschie- 
dener Art bestimmen lassen; indessen alle irgend nur möglichen Zahlen- 
werthe von z, welche den verschiedenen zusammengehörigen Werthen von 
ft und v entsprechen, sind einander nach dem Modul M congruent, 

In der That bezeichnen fi, v, z und /*', v\ z 1 zwei beliebige Sy- 
steme zusammengehöriger Werthe, so folgt zunächst aus den Gleichungen 
jum+y»= 1 und ii'm+v'n = 1, dass man habe p' — fi = *(pV— fiv') und 
*'— ye= — mQi'v — fw'), und die sich leicht ergebende Gleichung *'—*=», 
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(/*'— ju)(m6+nc)— (v'~ v){ma+nb) gebt über in *'— * = (f*V— fifOC«* 1 
+26mn+cn 2 ), woher mit Röcksicht auf (1) leicht die Congruenz «f = % 
(mod M) erhellt. 

Umgekehrt, wenn irgend eine mit % congruente Zahl *' gegeben ist, 
so lassen sich immer zwei solche zusammengehörige Zahlenwerthe fi\ y 4 
bestimmen, welche an die Stelle von fi, v substituirt die Zahl z* geben. 
Offenbar wird dies geleistet, indem man in den Werth von s, nämlich 
ft(jnb+ne) — v(ma+nb), an Stelle von fi und v die Zahlenwerthe /*' = 

^ U M un< * v * s=sV — ~ treten lässt; denn dadurch verwandelt 

er sich in — j (i(mb + ne) — v(ma + nb) j -f- 1 —jr=- (am 2 + 2bmn + cn 2 ) J , oder, 

da der erste Theil dieses Ausdruckes sich auf %, der zweite auf %■ — * 
reducirt in »'. 

Hiernach ist es statthaft für % denjenigen Werth zu nehmen, der 

unter allen möglichen der kleinste ist, d. h. absolut genommen kleiner als 

M 

— und in diesem Sinne entspricht einer particulären Lösung der Glei- 

chung (1) immer eine und nur eine Lösung der Congruenz (4). Die letz- 
tere wird freilich in Bezug auf z im Allgemeinen mehrere Lösungen klei- 

M 
ner als -~- zulassen, aber es kann nur eine darunter die durch die erste 

der Gleichungen (3) vorgeschriebene Form haben, weil, wenn mehrere 
diese Form zu gleicher Zeit besässen, sie, wie oben gezeigt, nach dem 

Modul M einander congruent wären, im Widerspruche dazu, dass sie 

M i 

sämmtlich kleiner als -=■ sind. Also nicht jede beliebige Lösung der Con- 

gruenz (4) hat die bestimmte Lösung # = m, y = n von (1) zu Folge 
oder, wenn auch, damit die Gleichung (1) in bestimmten ganzen Zahlen 
für x und y bestehen könne, die Bedingungscongruenz (4) nothwendig 
statthaben muss, so ist dies Statthaben durchaus noch kein zureichender 
Grund für die Existenz jener bestimmten Werthe von x und y, für welche 
die quadratische Form (a, 6, c) die bestimmte Zahl M repräsentirt. Die- 
ses vorausgesetzt hat es also seinen guten Sinn, wenn wir sagen, das 
System a? = m, y=n, für welches unsereForm die bestimmte 
Zahl M darstellt, gehört zu der (speciellen) Lösung ä = £ 
der Congruenz z 2 = D (mod M). 



*. 
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Wenn die Zahl M eine zweifache Darstellung durch die Form («, 6, c) 
gestattet, nämlich die eine entsprechend dem Systeme x=*m und y = *, 
die andere entsprechend dem Systeme x~m 4 und y = *f, so muss so« 
wohl das erste wie das zweite System zu irgend einer Lösung der Be- 
dingungscongruonz 

(5) %*= D (mod M) 
gehören; da nun die Congruenz (5), wenn sie möglich ist, wie es hier 
eintreten muss, wenigstens zwei von einander verschiedene Lösungen und 
im Allgemeinen noch mehrere gestattet, so können hierbei folgende drei 
Fälle eintreten: 1) Diebeiden Systeme & = m, y=n und x = m\ y«=n' 
gehören zu der nämKcben Lösung ton (5); 3) sie gehören zu sonst glei- 
chen, aber einander gerade entgegengesetzten Lösungen; 3) sie gehören 
verschiedenen Lösungen der Congruenz (5) an, so dass dieselben, immer 
in der Voraijssetzung, dass sie in den kleineten Zahlen ausgedruckt sind, 
verschiedene absolute Werthe haben. Der Natur der Sache nach werden 
die nämlichen 3 Fälle eintreten können, wenn die Zahl M durch sonst 
verschiedene Formen, aber mit gleicher Determinante dargestellt wird; 
denn die Constanten der Bedinguugscongruenz (5) bleiben anter dieser 
Voraussetzung unverändert. 

Betrachten wir beispielsweise die Form 

(3, 7, — 8)=3x*+14a?y — ßy*, 
deren Determinante den Werth 73 hat, so wird die Zahl M — bl darge- 
stellt, sowohl indem man die Werthe # = 13, y = 25, wie auch, indem 
maii die Werthe x = 5, y = 9 einsetzt. Lösen wir die diesen beiden Sy- 
stemen entsprechenden Hülfsgieichungen 13^+25* = 1 , 5/*'+ 9y* = 1 
oder auch die damit identischen Congrueaaen ISju = 1 (mod 25), bfi 4 = 1 
(mod 9) auf, so erhalten wir ji=f*' = 2, y« y '= — 1 und für * und s' 
ergeben sich jetzt vermöge (3) die Werthe: 

* = 2(13.7 — 25.8)+(13.3 + 25.7)= — 4; 
*' = 2(5.7 — 9.8) + (5.3+9.7)=a+4; 
es tritt somit der Fall (12) ein. Uebrigens überzeugt man sich leicht, 
dass die Bedingungseongraenz 

** = 73 (mod 57) 
durch z as +4 befriedigt wird. Um ihre übrigen Lösungen- zn finden, 
bemerke man, dass sie in die beiden Gongratiraen z* 3 73 (mai 3) ud 
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s* = 73 (mvd 19) zerfällt, deren Lösungen respective durch die Formen 
z=z 3n+4 und *=19n'+4 dargestellt werden ; offenbar sind die beiden 
Formen gemeinschaftlichen Zahlenwerthe die Lösungen der betrachteten 
Congruenz; wir erhalten dieselben daher, indem wir erstens 3n+4 = 
19it'+4 setzen, wodurch wir auf die schon bekannte Lösung zurückkom- 
men, und zweitens, indem wir 3n+4 = 19n'+4 setzen; dies giebt 3»== 

19n'+8; n = 6n'+2H — =- oder, wenn wir *'+2 = Sm setzen, n = 

o 

19ro+ 10. Hieraus folgt Ä=3a + 4=:3(19m + 10) +4 = 57m + 34 oder 
« 57ro'+23. Dem zu Folge sind alle 4 von einander verschiedenen Lö- 
sungen unserer Congruenz in den kleinsten Zahlen 

% = +4, —4, +23, —23 (mod 57) 
und man kann sich nun mit leichter Mühe direct davon überzeugen, dass 
die 3 letzten Lösungen mit dem Systeme a?= 13, y = 25 unverträglich 
sind. In der That, indem man für a, 6, c ihre Werlbe und m—13, 
n = 25 setzt, folgt das System der beiden Gleichungen 

109fi+2Uv = — z, U[i+25v=l 
und hieraus 

_ 214— 25* 13g — 109 

fl ~ 57 "' y ~ 57 # 
Setzen wir nun für % die Lösung +4 ein, so bekommen wir für fi und 
v, wie es sein muss, ganzzahlige Werthe ; dagegen jede der 3 übrig blei- 
benden Lösungen * = — 4, +23, — 23 ergiebt für fi und v gebrochene 
Zahlenwerthe. Also unter den 4 Lösungen der Bedingungscongruenz ist 
nur eine einzige, welche zu dem Systeme a?= 13, y = 25 gehört. 

2) Wenn die Form F = (a, 6, c), in der x, y die Unbestimmten 
sein mögen, durch die Substitutionen 

(6) x = ax'+ßy', y = yaf+üf; 
wo a, ß, y, 3 ganze Zahlen bezeichnen, in die Form jF*=*(a', V, c*), 
von der die Unbestimmten x\ y 4 sind, sich verwandelt, so sagt man, die 
Form F scbliesse die Form F 4 in sich oder die Form F' ist in 
der Form F enthalten. Die Natur der Transformation wird durch 
die Gleichungen (6) charakterisirt und es giebt daher, da die Grössen 
a, j?, y, (J unendlich viele Zahlenwerthe haben können, eine unendlich 
grosse Menge. Je nachdem die Grösse ad — ßy wesentlich positiv oder 
negativ ist, heisst die Transformation eine eigentliche oder 

S c km *r 9, Zdden- Theorie. 21 



Un eigentliche. (Wie die Grösse ad — ßy dazu komme ein unter- 
scheidendes Merkmal abzugeben, wird weiter unten von selbst erhellen.) 
Betrachten wir mehrere Transformationen unter sich , so beissen sie ein- 
ander ähnlich, wenn sie alle entweder eigentliche oder alle uneigent- 
liche sind» Es giebt also zwei Arten ähnlicher Transformation; wir wer- 
den indessen nur solche ähnliche Transformationen betrachten, die sämml- 
lich eigentliche sind. — Führt man die angedeuteten Substitutionen wirk- 
lich aus, so ergeben sich nach einigen Rechnungen folgende Werlhe für 
die Constanten a\ 6', c': 

ja' = oa*+2&ay-f cy 2 , c' =* aß*+2bß3 + cd*, 
(7) | V =r aaß + b(ad+ßy)+cyd 

und daraus folgt für die Determinante der Form F 

(3) b'*— a'c'= {b* — ac){ad—ßyY, 
bö dass erhellt, dass alle in der Form F enthaltenen Formen & eine De- 
tefrrtinänte bekommen, deren Vorzeichen dufch das Vorzeichen der Deter- 
minanten in der ursprünglichen Form bestimmt wird. 

Aus der Betrachtung der Gleichungen (7) fliesst, dass jeder gemein- 
schaftliche Divisor der Zahlen a, b, c auch ein gemeinschaftlicher Divisor 
der Grössen a\ 6', c' ist, und jeder gemeinschaftliche Divisor von a, 26, c 
buch ein Divisor von a', 26', c. 

Die Form F geht durch die Substitution (6) in F über. Nehmen 
wir nun an, dass die letztere für die speciellen Zahlenwertbe x* = m, 
$'=** die Zahl M darstelle, so folgt, dass die Form F y indem man ««■ 
am+ßn, y — ym+dn setzt, dieselbe Zahl M darstellen muss. Also jede 
Zahl, die durch die Form F darstellbar ist, kann auch durch 
die Form F, in der jene enthalten ist, dargestellt werden. 
Wenn M auf mehrfache Weise durch die FormF dargestellt 
werden kann, so wird auch die Form F eine mehrfache Dar- 
stellung der Zahl M gestatten; mithin hat M wenigstens ebenso 
viel von einander verschiedene Darstellungen durch die Form F wie durch 
die Fofrn F. Seien nämlich ä = m, y = n und o?'=m', y' = n' zwei 
verschiedene Systeme, welche beide der Form F den Werth M geben, 
so sind die auf die Form F bezüglichen Lösungssysteme, welche dieselbe 
Zahl geben, nämlich x = am+ßn, y = ym-f-<J» und x = cm'+ßn', p 
ym'+d»' gleichfalls von einander verschieden. Dean wenn man m ab 
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gleich annähme, so dass am+ßn= am'+ßn' und ym+dnzeym'+dn', 
so würde folgen, indem man die erste dieser Gleichungen mit d, die 
zweite mit ß multiplicirt und darauf subtrahirt, (ad—ßy)m=z(ad — ßy)m' 
und, indem man die erste mit y, die zweite mit er multiplicirt, (ßy — ad)n=z 
(ßy-*-ad)n* , d. h. es wäre gegen die Voraussetzung m = «i' und n = n\ 
wenigstens, wenn man, wie wir fernerhin thun werden, die Grösse ad—ßy 
als von verschieden annimmt. 

Wenn die Form F die Form F einschliesst und die Form 
F die Form -F", so schliesst die Form F auch dne Form F" 
ein. Seien die Unbestimmten der drei Formen F, F, F' respective x 
und y, x 1 und y', x" und y" und möge F in F übergehen durch die 
Substitutionen x=ax'+ßy'> y = yy'+dy', sowie F' in F" durch die 
Substitutionen a?'= a'tf'+ß'y" , y 4 =. y t x u +d'y"\ so erhellt unmittelbar, 
dass f in F 1 übergeht durch die Substitutionen x= a(a'x" +ß*y") + 
ß(?ai"+W)> V = y(a'aj / '+/?y)+5(y / a?"+(jy') oder 

x = (aa'+ßy')x"+(aß'+ßd')y" y y = (ya'+dy ß )x"+(yß l +dd l )y"\ 
'.jrisa schliesst die Form F die Form F'' in sich. Die identische Gleichung 

<«a'+/y)(y/J'+(W')--. (aß'+ßd'Hya' + dtf^iad— ßy)(a'd'—ß'y') 
enthält zugleich den Beweis, dass die Determinante der Form F" gleich 
(Ä* — *c)(ad — /fy) 2 («'<$' — ß 4 */) 2 ist, wie vorauszusehen war. Der vor- 
stehende Satz UssC sich leicht verallgemeinern: Wenn eine Reihe 

von Formen F, F', F', F", F w) gegeben ist, von denen 

jede die nachfolgende enthält, so enthält die erste Form 
gleichfalls die letzte. 

Wenn die Determinanten D und £' zweier Formen F 
und F einander gleich sind und zu gleicher Zeit F unter 
F enthalten ist, so ist umgekehrt auch F unter F enthal- 
ten und zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem P unter F eigent- 
lich oder uneigentlich enthalten ist. Indem nämlich F durch die Substi- 
tutionen (6) in F fibergeht, erhellt aus der Gleichung (8), dass, wenh 
die beiden Determinanten gleich sei« sollen, nothwendig (ad — ßy) 2=z I» 

also ad — ßy = entweder +1 oder gleich — 1 sein muss. Entwickelt 

öx — — * fftt 
man sich nun aus (6) die Werlhe von y', #', nämlich x' = . __/ ■ 

21* 
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y' = — '—= — Jt : so sind dieselben zunächst ganzzahlig wegen aß — ßy s 
ao — py 

+ 1 und substituirt man sie in die Form F, nämlich in 
(aaH 26a; + cy 2 ;* 1 + 2(aa/H 6(ad ^ 

90 bekommt man als Nenner in jedem der 3 Glieder den Factor {aß — ßy)\ 
also» wenn man diesen als der Einheit gleich unterdrückt, 
{aa 2 + 2bay + cy 2 ){3x— ßy) 2 — 2 S { aaß + b{ad +ßy) + cy${3x—ßy){yx—ay) 

+ {aß 2 + 2bßd + cd 2 )(}X—ay) 2 
und diese Form ist, wie man sich durch Entwicklung überzeugen kann, 
identisch mit der Form 

( ax 2 + 26 xy + cy 2 ) (ad— ßy) 2 = ax 2 +2bxy + cy 2 = F. 
Dass F unter F in demselben Sinne enthalten ist, wie F unter F f er- 
hellt aus den beiden Gleichungen 

6'*-r aV = (6*— ae)(ad - ßy) 2 , b 2 — ac = {V 2 - a'J){ad—ßy)\ 
in welche die Grösse ad — ßy in vollkommen gleich massiger Weise 
hineintritt. 

Solche Formen, von denen jede in der anderen ent- 
halten ist, heissen aequivalente Formen. Die Gleichheit der 
Determinanten ist mithin wohl nothwendig zur Aequivalenz, aber nicht 
hinreichend, es muss die Bedingung noch hinzutreten, dass die eine der 
beidep Formen in der anderen enthalten ist; denn daraus folgt, wie wir 
gesehen haben, auch das Umgekehrte, dass die zweite Form in der ersten 
enthalten ist. 

Man wird in ähnlichem Sinne, wie man von einem eigentlichen und 
uneigentlichen Enthaltensein einer Form in einer anderen spricht, auch 
von einer eigentlichen und uneigentlichen Aequivalenz zweier 
Formen sprechen können. Wir werden aber hauptsächlich solche For- 
men in's Auge fassen, welche eigentlich aequivalent sind und verweisen 
rücksichtlich der Theorie der u neigen tlich aequivalenten Formen auf die 
Disquisitiones arithmeticae. Also wenn wir schlechthin von aequivalenten 
Formen F und F reden, so setzen wir im Allgemeinen stets die Gleichung 

(9) ad— ßy=+l 
voraus. Dieses vorausgesetzt lassen wir nun folgende Theoreme über 
aequivalente Formen folgen, welche zum Theil als unmittelbare Folgerun- 
gen aas dem Vorhergehenden des Beweises an dieser Stelle nicht bedürfen : 
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Theorem 1. Wenn zwei Formen einer dritten aequiva- 
lent sind, so sind sie auch unter einander aequivalent, und 
zwar eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die beiden ersten Aequiva- 
lenzen in einerlei oder in verschiedenem Sinne gelten. 

Theorem 2. Wenn zwei Formern F und F aequivalent 
sind, so ist der grösste gemeinschaftliche Theiler der Zah- 
len a, 6, c, oder auch der Zahlen a, 26, c derselbe, wie der 
grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen a' t b\ e' oder 
auch der Zahlen a', 26', c'. 

Theorem 3. Die Formen (a, —6, c), (c, b f «), (c, — 6, a) 
sind der Form (a, 6, c) aequivalent und zwar die beiden 
ersten. im uneigentlichen, die letzte im eigentlichen Sinne. 

Um dies zu beweisen bemerke man zunächst, dass die genannten 4 
Formen zunächst alle dieselbe Determinante haben. Man hat daher nur 
nöthig die Natur der Transformation ins Auge zu fassen, vermöge derer 
die letzte Form in die drei vorhergehenden übergeht. Wenden wir nach 
einander die Substitutionen x = s 4 + . y' und y = . jt' — y', jr s= . 
rf+y* und jf=x'+0.y', r =r O.o?'— y* und y = jr'H-O.y' an, so geht 
die Form (a, 6, c) respective über in (a, — 6, c), (<v 6, a), (c, — 6, a) ! 
und der Ausdruck ad — ßy respective in 1. — 1 + 0. 0=s — 1, 0.0 — 1. 
1= — I, 0,0 — ( — 1).1 = +1, d. h. die behaupteten Aequivalenzen fin- 
den und zwar in dem angegebenen Sinne statt. Die Formen (a, 6, c) 
und (a, — 6, c) heissen entgegengesetzte Formen und wir haben da- 
her den Satz: Entgegengesetzte Formen sind einander im 
uneigentlichen Sinne aequivalent. 

Solche quadratische Formen (a, 6, e) und (c, 6',c'), welche 
gleiche Determinanten haben und deren mittlere Coeffi- 
deuten ausserdem noch der Bedingung 6+6' = (modc) ge- 
nügen, sollen angrenzende Formen heissen und «war, wenn 
eine genauere Bezeichnung noth thun sollte, so werden wir sagen, die 
Form («, b, c) in Bezug auf ihren letzten Theil ist angrenzend an die 
Form (c, 6', c') oder auch die Form (c, 6', c') ita Bezug auf ihren ersten 
Theil ist angrenzend an die Form (a, 6, c). Von Formen solcher Art 
gilt .nun der Satz: : \ .' . 
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Theorem 4. Angrenzende Formen sind immer eilan- 
der (im eigentlichen Sinne) aequivaleht. Da die Gleichheit der De- 
terminanten vorausgesetzt wird, so haben Wir nur nöthig nachzuweisen, 
dass die Form (a, b> e) dnrch ganzzahlige Substitutionen in die angren- 
zende Form (c, fc'> c) übergehe und in der That wird dieses ge leistet, 

wenn man setzt x =*= 0.4/ — y' und y ** x*+-~ — tf (wo *-^- in Folge 

der obigen Bedingungscongruenz eine ganze Zahl ist) und bemerkt, dass 

cf =s : ist. Zugleich wird der Aufdruck ad — /?y=?(h - 

-*-» (— -1) . 1 es + 1. fiebrigen* setzt dieser Beweis voraus , dass c eine 
von verschiedene Grösse ist, weil sonst die Relation zwischen h und V 
eine tthisorieoh* wtirde; aher dieser Fall ordnet sich dein allgemeineren 
unter, in welchem die Determinante D ein vollständiges Quadrat iet, und 
wir werden von demselben weiter unten besonders handeln. 

Theorem 5. Jede von zwei äquivalenten Formen I4sst 
ebensoviel Darstellungen einer Zähl M und nicht mehr zu, 
wie die andere-, und die specialen Zahlenwerthe der Ver- 
änderliche», weiche die eine Form ^ gleich M machen, ha- 
ben denselben grössten gemeinschaftlichen Theiler, wie 
die entsprechenden Zahlenwerthe der Veränderliche», 
welche die andere Form F gleich M maehen. Sind also 
die einen relative Primzahlen zu einander, so sind es auch 
die anderen. 

Der erste Theil des Theoremes ergiebt sich daher, dass, wenn eine 
Form, in einer anderen enthalten ist, eine Zahl M Wenigstens ebensoviel 
Darstellungen durch die letzte gestattet, wie durch die erste; das Enlhal- 
teaiem cter einen Form in der anderen ist aber hier reciprok; in Folge 
davon mvce die Anzahl der Darstellungen für beide Formen die nMliobe 
sein. Seien ferner die speciellen Zahlenwerthe, vermöge deren & die 
Zahl flf darstellt, s 4 =*m und j' = *, : so sind die specialen Zahlen- 
werthe, welche der Repräsentation von M durch F entsprechen, jr*s 
<m+ßn und y ~ym+<Jn. Bezeichnen wir drin grössten gemeinschaft- 
lichen Divisor von m und n durch J> den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor von am+ßn und ym+ön dagegen durch J*\ wählen wir hierauf 
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die Zahlen fi und v derartig, dass sie die . Gleichung mp+nvx^jä be- 
friedigen (dies ist immer möglich ; denn die genannte Gleichung kann auf 

die Form ~7i M +-7 y = 1 gebracht werden, wo —^ und -— nach Voraus- 
setzung relative Primzahlen zu einander sind) und betrachten endlich die 
Identität 

(d/t — yv)(am+ßn) — (ßft — av)(ym.+ dn) = {ad — ßy)(mfi + nv): 

so erhellt, wegen der Relation ai — ßy = +1, dass deren rechte Seite 
sich auf +d reducirt, die linke dagegen durch d* theilbar ist; mithin 
ist auch der Zahlenwerth d der rechten Seile durch d 1 theilbar. Nun 
ist aber auch umgekehrt d 1 durch d theilbar } denn da d in m und n 
aufgeht, so muss es in am+ßn und ym+dn und also auch in den gröss- 
ten gemeinschaftlichen Divisor d' zwischen diesen beiden Zahlen aufgehen. 
Damit beide Aussagen einander nicht widersprechen, mnss d — d 4 sein« 
wie zu beweisen war. 

Theorem 6. Wenn zwei aequivalente Formen dieselbe 
Zahl M darstellen und zwar für solche einander entspre- 
chende Systeme der Unbestimmten, welche bezüglich durch 
relative Primzahlen zu einander gebildet werden, so ge- 
hören beide Systeme zu einer und derselben Lösung de* 
Hfilfsgleichung (4) * 2 — D=* Ms. 

Die beiden gegebenen aequivalenften Formen seien (a, 5; c) und 
(a' V c') und die letztere möge die erstere werden durch die Substitutio- 
nen jt* = ax+ßg, y'^yar+df, wo die Coeffiotenten der Nebenbedin- 
gung etd—ßy = +1 unterlieget! ; ferner möge M dargestellt werden durdt 
die Form (a, h, t) vermöge der speeieHen Zahlenwerthe iram, y=a*: 
so wird dieselbe Zahl M dargestellt durch die Form (*', V, tf) Vermöge 
der speciellen Zahlenwerthe x* = am+ßn, jj' = ym+dn, die wir der 
Kürze halber durch nt und ri bezeichnen wollen. Endlich sei die zu 
dem Systeme jr=m, p — n gehörige Lösung der Gleichung (4) «*=£,' 
8 — omü die zu dem Systeme 4* =±*tt', y'=sn' gehörige Lösnng der 
nlmficheri Gleichung *= £', s = ff*. Alsdann vermittelt sich der Zusattf* 
meribang der Zahlen *, n, f, er, zu Folge der in der Terbergebenden 
Nummer enthaltenen Erörterungen , vermöge der Gleichungen 

mp +nv «= 1 , '£ t*a f$(mb +fw) — i<miM* nb), a » apz-^toftv+tp* 
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ood der Zusammenhang der Zahlen m'== an+ßn y n'^ym+d», £*, & 
▼ermöge der Gleichungen 

m'fi'+nV = 1, Psa^m'ft'-MiV)— A«V+nT), 

a' = aV 1 — 2V/£V+cV*. 
Sachen wir ans jetzt zunächst die Zahlen fi* und ** durch fi und * aus- 
zudrucken und gehen zu dem Zwecke von der Identität 

(am+ßn)(dfi— -yv) — (ym+dn)(ßfi— av) = (ad — ßy)(mft+nv) 
aus: so lässt dieselbe, da beide Factoren rechts der Einheit gleich sind, 
die Gestalt m\S(x — yv)+n'(av — ßß) = 1 zu und daraus erhellt, dass 
die Gleichung m'fi'+n'v' = 1 aufgelöst wird, indem man setzt: 

. /u' = d/u — yv t r' = — (ßp — av). 

Die Coefficienten a, b, c, a\ b 1 % d ferner sind zu Folge der Natur der 
Transformation durch die folgenden Relationen mit einander verknöpft: 

a =r a'a 2 +26'ay+cy , c = a'0 2 +26'/W+c'd 2 l 
b = a'aß+b\ad+ßy) + c'yd. 

Setzen wir jetzt in den Werth von £' für m', »', /*', y* ihre Zablenwertbe 
ejn und ferner in den Werth von £ für a, fr, c die eben erwähnten Zab- 
lenwertbe, so ergiebt sich nach einer Reihe yon Reductionen die Gleich- 
heit von £ und £'• Aus dieser Gleichheit ergiebt sich die Gleich- 
heit von a und &, weil die Relationen % x — D =* Ma, £' 2 — D == Mo' statt 
haben. Dte Systeme x = m und jr = n, x' = m' und y' = h' mithin ge- 
hören zu einer und derselben Lösung der Bölfsgleicbung * 2 — £ ss= üfs. 

Wenn demgeroäss mehrere Paare von relativen Primzahlen existjren, 
welche Darstellungen von M durch F = (o, ö, c) geben und lauter ver- 
schiedenen Lösungen der Hülfsgieichung (4) zugehören, so werden die 
entsprechenden Systeme von Werthen der Unbestimmten in der Form F, 
welche dieselbe Zahl M repräsentiren, der Reihe nach den nämlichen Lö- 
sungen der Hülfsgieichung (4) zugehören; und wenn keine Darstellung 
Ton M durch die Form F möglich ist, welche zu einer bestimmten Lö- 
sung der Hülfsgieichung gehöre, so wird auch die Form F keine Dar- 
stellung Ton M gestatten, welche eben dieser Lösung entsprechen könnte. 

Es mag der Vollständigkeit halber noch die Bemerkung hinzugefügt 
werden, dass, wenn die beiden Formen F und F im uneigentlichen Sinne 
aequivalent sind, die beiden einander entsprechenden Syiteme m und n, 
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mf und *' zu sonst gleichen, aber einander entgegengesetzten Lösungen 
der Hülfsgieichung (4)' gehören. 

Theorem 7. Wenn das System der Zahlen x^m, y = n 
(die keinen gemeinschaftlichen Theiler besitzen) einer Darstellung 
der Zahl M durch die Form F entspricht und die dazu ge- 
hörige Lösung der Hülfsgieichung (4) * = £ und s=aist, 
so sind die beiden Formen (a, t, c) und (M, £, a) einander 
(im eigentlichen Sinne) aequivalent. 

Zunächst sind die beiden Determinanten b* — ae und C 2 — M* ein« 
ander gleich wegen der Gleichungen b 2 — ac~D und £*— D===ül<7. In- 
dem wir daher in die Form (a, 6, c) die Substitutionen q = mx' — vy\ 
y sc nx'+fiy* einletzen und bierin die Grössen /t und v vermöge der be- 
kannten Hülfsgieichung mji+*y=l bestimmen» *o dass durch diese Ne- 
benbedingung die Transformation als eine eigentliche sich charakterisirt, 
haben wir zuzusehen, ob die auf diese Weise hervorgehenden neuen Coef- 
ficienten den Bedingungen 

M «= «m 2 +26mn+cn*, a = av 1 — 2b*fi+c(i 2 f 
£ sc — amv + b(mfi — nv) + cup 
(dieselben ergeben sich aus der Gleichung (7), indem man <* = «•, /?« — v> 
y = », d~(i annimmt) Genüge leisten. Die erste wird erfüllt, weil die 
Zahl M durch die Form F vermöge der Zahlenwerlhe x = m, g = n dar- 
gestellt wird; die dritte und zweite ist identisch mit den beiden Gleichun- 
gen (3), wenn man erwägt, dass die Grössen a und £ hier genau die 
nämliche Rolle spielen, wie dort die Grössen $ und z. 

Betrachten wir beispielsweise die Form 3x 2 +2xy+ty\ so istiH = 
188, wenn man einsetzt x = 4 f y = 5; es wird ferner 4/i+5*=l, also 
/u~ — 1, ycsl, * = — 14+20) — (12+5) = —4L Die dem Systeme 
.r» '4, jr = 6 zugehörige Lösung der Hülfsgieichung « 2 +ll -188t wird 
daher * = — 41, * = 9 und die Formen 9x 1 +2xy+4y 2 und 188a/ 2 -*-* 
82»y+&y 2 sind dem zu Folge einander aequivalent. Von der Gleich- 
heit der beiden Determinanten überzeugt man sich leicht und die Trans- 
formation, vermöge deren die erste in die letzte übergeht, ist a> = 4a* / -~yV 
y « 5a?'-r-y'. . Die umgekehrte Transformation ist x l = y—x, y' =.4jf— 6x. 

Theorem 8» Zwei nicht aequivalente Formen von einer- 
lei Determinante können nicht dieselbePrimzahl darstellen*. 



— «80 — 

Zunächst kam man leicht nachweisen, da» die Werthe der Unbe- 
stimmten, für welche eine Form die Primzahl M darstellt, notlmtndig 
relative Primzahlen zu einander sind. Denn hätten sie einen von 1 ver- 
schiedenen Factor mit einander gemein, so mftsste das Quadrat dessel- 
ben ein Theiler von M sein, was nicht angeht» Dies vorausgesetzt sei 
M dargestellt durch jede der beiden Formen *F ind F and zwar indem 
die Unbestimmten respectiv« die Werthe m, n und m 4 , nf erhalten; Diese 
beiden Werthsysteme müssen nun nothwendig entweder zu derselben oder 
zo gerade entgegengesetzten Lösungen der Hülfscongruenz (5) geboren. 
Denn da M als absolute Primzahl vorausgesetzt wird, so existiren nur 
2 Lösungen, /lie, in den kleinsten Zahlen ausgedruckt, einander gerade 
entgegengesetzt sind. Die entsprechenden Lösungen der HülfsgleichuDg (4) 
sind « = +£, * s= a und % = — £, s — <x und wir haben datier nach dem 
vorhergehenden Theoreme, je nachdem die Systeme m, n and «»', nf 
gleichen oder entgegengesetzten Lösungen der Hülfsgleicbung (4) zugehö- 
ren, die beiden Formen F und F entweder aequivalent der nämlichen 
Form (ZU, +£-,-■ o) oder aber sie sind bezüglich den entgegengesetzten 
Formen (M, +£, a) und (M , +£, o) aequivalent. Im ersten Falle er- 
hellt unmittelbar nach Theorem i) die Aequivalenz der beiden Formen 
F und F im eigentlichen Sinne, im zweiten Falle dagegen erhellt sie als 
im uneigentlicben Sinne stattfindend, wenn man bemerkt, dass entgegen« 
gesetzte Formen einander im aneigenllkhen Sinne aequivalent sind und 
darauf wieder das Theorem 1) anwendet. 

Wenn hiernach zwei Formen mit derselben Determinante D die näm- 
liche Primzahl darstellen, -so sind sie jedenfalls aequivalent Sind sie 
also nicht aequivalent T so werden die Primzahlen, welche die eine etwa 
darzustellen fähig ist, eueh nur durch sie allein oder die ihr aequivalen» 
ten Formen dargestellt und es ist nicht möglich irgend eine v*n ihnen 
durch die andere Form darzustellen. 

3) Sehen wir, dm ans zu orientiren, za, warum es skft haupt- 
sächlich bandelt und in welchem Vcrhähniss* hierzu die vertiergebenden 
EMwickelungen stehen , so ist der Zweck unserer Untersuchung zu er- 
forschen, ib wiefern eine Form von gegebener Zusammensetzung eine 
gegebene Zahl darstellen tonne oder nicht, i* h. mit anderen Worten , ob 
die Gleichung ! < «■ 
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in ganzen Zahlen Kkr x und y aufgelöst werden könne oder nicht. Dies 
Problem wird durch das Theorem 7) auf das andere zurückgeführt, eine 
gegebene Form F in eine andere .von. gegebener Zusammensetzung zu 
transformiren. Ist nämlich unsere Gleichung möglich, so existiren immer 
solche der Hülfsgleichueg (4) genugende Wertha von « und $> nämlich 
*** £ und *«B0, vernftg* deren die Fenn (M, J, 0) gebildet werden 
kann, welche der gegebenen aequivalent ist und aus derselben vermöge 
der Substitationsformeln s*=caf+ßy\ y«r yaf+dg 4 folgt. Gemäss dem 
Beweise voa Theorem 7) stellen alsdann die beiden Coeffioieotea von x 4 
eine Lösung der gegebenen Gleichung da*, nämlich w*ct, y = f- 

Wir haben also eine doppelte Aufgabe zu erledigen, einmal, da die 
Congruenz (4), welche die speciellen Werthe von £ und o Hefert, im All- 
gemeinen mehrere Atflösungen zulässt, diejenige unter den möglichen Fort 
■rtn (A7, £, c) hentuseuwäfalen , in welcher die £ und o einem Lösung** 
Systeme der vorgegebenen Gleichung zugebören, und dann weiter, wenn 
die Form fjf, f , 0) bestimmt ist, die Transformationsformeln von F ta 
F* =*{M; £, 0) aufzustellen. Indessen wird es von jetzt ab notfawendig 
die Untersuchung für die drei verschiedenen möglichen Fälle 1) die De« 
terminante D ist negativ, 3) 4ie Determinante D ist positiv und kehle 
Quadratzahl, 3) die Determinante D ist positiv und eine Quadratzahl, ab« 
gesondert zu fuhren und nur die Lösung einer Aufgabe, welche die 
Transformation betrifft, möge an dieser Stelle noch einen Platz finden, 
weil sie von der Natur der Determinanten unabhängig ist. 

Es sei die Reihe der Forme« F, F 4 , F\ F" , FW gegeben» 

von denen jede in Beeug auf ihre letzte Partie der nachfolgenden angren- 
zend ist: man seil die Transformation der ersten in d\^ letzte finden. 
Indem wir «Liese Formen, wie folgt v darstellen: (n, ft* «<), (a 4 , b\ a 4 \ 

(a", 6", a'")> (a< n >, b<*) x o^») und ihre Unbestimmten respective 

durch x und y, x 4 und y 4 , x 44 und y", * w und !f {n) bezeichnen, 

nässen die Gleichungen beeteben: '., 

and meo bat die TreosJeriiMjbiotyfttomeln 
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Gleichungen stehen unter der allgemeinen Form 9 = a&gfi*)+ 
j" Cp V*» f « ^w+^)jf« und, wenn man hierin die Substitutionen 
einsetzt, vermöge derer F& in die angrenzende Form #&•+*> übergeht 
(▼ergl. Theorem 4)), nämlich «<">= — ^<" l+l) , iWarf^+I^V 1 »» 
so resultiren die beiden allgemeinen Formeln: 

g = i(«)aj(«+» + (<JO»)A<«+t)— yWyyO*+*) f 

welche Geltung haben för die Werthe m=l, 2, 3, 4, (n — 1). 

Indem man diese Werthe wirklich einsetzt, folgen der Reihe nach die 
Gleichungen : 



aW = a**-*) /#»>= /?<»-*)*<■)— «(»-*) y<«> = #*-*> <JGO-= ^(»-DAOO— y(»-t>. 

Hieraus ergiebt sich weiter: 

et =0 ^ = — 1 t* «1 * = *' 



nnd können zu Folge dieser Formeln die Grössen «W, /?<">, y* Ä) , <J (n) 
auf reenrrirendem Wege allmälig berechnet werden. Der Algorithmus, 
vermöge dessen das geschieht, ist ähnlich dfem Algorithmus, welcher bei 
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der Berechnung der Näherungsbrüche zu einem Keltenbruche angewandt 
wird und kann in folgender Weise schematisch dargestellt werden: 




(X) 



_A/W"A"+A'"+A" 



(Y) 1 | A' |A"A'-I | A"'A"A'-A'"-A' | A^A / "A"A'-A^A" / -A/W-A"A / +1 
Die Grössen A', A", A'", , die sich ihrer Entstehung nach als Re- 
sultate ausgeführter Divisionen ausweisen, mögen kurzweg als erster, zwei- 
ter, dritter .... Partialquotient gezeichnet werden: dann hat man folgende 
Regel, vermöge deren mit Ausschluss des ersten und zweiten Gliedes alle 
Glieder sowohl der Reihe X, wie der Reihe Y der Reihe nach sich bil- 
den lassen: Um irgend ein Glied der Reihe X oder Y zu bil- 
den, multiplicire man den bezüglichen Parti alquoticnten in 
das erstvorhergehende Glied und subtrahire von dem Pro- 
duete das zweitvorhergehende Glied. Der Beweis ist leicht aus 
den obigen Formeln zu entnehmen und mag daher übergangen werden. 
Wenn auf diese Weise die beiden Reihen X und Y gebildet sind, so lie- 
fert uns die erste die Coefficienten der auf x t und die zweite die Coeffi- 
cienten der auf y bezüglichen Substitution , vermöge derer die Form F 
in irgend eine Form FW übergeht. Indem wir nämlich x = a^s^ + 
ßWyim) un( i y — y{m) x {m) + dimym) haben, sind ßW und cJM die auf den 

Partialquotienten A (m) bezüglichen Glieder der beiden Reihen (X) und (F) 
und a (m) und y (m > sind die auf den vorhergehenden Partialquotienten 
A(m-i) bezüglichen Glieder. 

Damit die Enlwickelung der beiden Reihen X und Y möglich sei, 
müssen die Quotienten h' , A", A'", .... nolhwendig alle endliche Zahlen- 
werthe haben; dies ist immer der Fall, wenn keiner der Coefficienten 
a', a", a'", «IF, .... fl « der gleich ist. 

Beispiel. Gegeben seien die Formen 
JF=(23, 38, 63), F = (63, 25, 10), F' = (10, 5, 3), F"=(3, 1, 2), 

jPV=(2, —7, 27), ^ = (27, -20, 15), JFW«(1S, 20, 27), 
welche alle dieselbe negative Determinante — 5 besitzen , alsdann hat man 

*._S+»_ +I , i»=^+- S =3. *--iil-«, »ir-'-i»— l 



63 



10 



A"=^=^ = -l, ÄF/=0 
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und die Berechnung des obigen Schemas fahrt sich wie folgt aus: 



(X) 

(Y) 



I —1 

T 



—3 



—3 

■hataHB 



18 



— 1 



—13 



—IS 



11 



1 | 2 | 3 | -11 | 8 | 
und hiernach geht F in FW über, wenn man setzt 

a? = — 13a?W— 18yW, y = toW+llyH; 
es geht ferner F in F"' über durch Anwendung der Transformation x — 
— 3a?"'— 5y"' , y = 2x'" + 3y'". 

Betrachten wir die Bedingungen näher, denen unsere Reihe angren- 
zender Formen genügen niuss, so finden sich dieselben ausgesprochen in 
den beiden Gleichungssystemen: 

6*_ aa' = b'*—a'a" = b"* — a"a'" =x V"*— a'"aF = 

b + V = a'A' ; b'+b" = a"A" ; 6" + b"' = a"'h'" ; 

Dieselben zeigen, dass man, wenn die erste Form F gegeben ist, man 
die übrigen Formen F, F' , f", .... sich in folgender Weise herleiten 
kann. Man löse zuerst die Gleichung b + b' = a'A" nach den beiden 
darin vorkommenden Unbestimmten V und V auf. Nun ist (* — aa' = 
6'2_ a ' fl ", also folgt nach einander b 2 -V 2 = aa'-a'd", (B+6';(6 — 60 = 
a\a — a"), a'A'(6— 6') = a'(a — a"; und endlich, wenn man mit af hebt 
und a 1 ' entwickelt, a" = a — Ä'(6 — 60. Ganz ebenso entwickelt man sich 
t,'" = <,'— A"(6'-6"), a 1 * - <*"— A"'(6"— b'") u. s. w. ; mithin können die 
beiden eben genannten Gleichungssysteme auch durch die nachfolgenden 
Gleichungen ersetzt werden: 

b + 6' = a' A\ a"=a — A' (6 — b% 



U) 



b' 


+b" 


= a" h", 


a'" = o' 


-A" 


(b' 


- &"), 


b" 


+b'" 


= a'" h'", 


a»' = o" 


—h'" 


(b" 


-**"). . 



Indem die erste Gleichung jeder Horizontalreibe immer zwei Unbestimmte 
(z. B. in der ersten sind es b' und A', in der zweiten 6" und A", in der 
drillen b" 4 und A'" u. s. w.) enthält, welche eine unendlich mannigfaltige 
Bestimmung zulassen , die zweite Gleichung dagegen immer für jedes Sy- 
stem von zusammengehörigen Werthen dieser Unbestimmten nach einander 
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die Goefficienteb a", a'" f aW, .... in unzweideutiger und endlicher Weite 
bestimmt: ergeben sich unendlich viele Von ginander vetttehiedene Reiben 
angrenzender Formen* die ?\k mit der Form <a, 4* «') al* «rster be- 
ginnen« Unter diesen Reihen wird sich besonders diejenige hervorheben, 
welche lauter Lösungen der verschiedenen unbestimmten Gleichungen in 
den kleinsten Zahlen entspricht und wir werden sogleich im nächsten Pa- 
ragraphen auf die Betrachtung dieser Reihe näher eingehen. 

• 

§. 83. 

Von den quadratischen Formen mit negativer 

Determinante. 

1) Indem wir in diesem Paragraphen nur solche quadratische For- 
mell, wie F ==(tf, 6, c), betrachten, deren Determinante wesentlich ne- 
gativ, alsio Voö der Form — B ist, so dass man D =*= ac — b 1 als eine 
wesentlich positive Grosse hat: ergiebt sich, dass a und c beide von 
demselben Zeichen, also beide entweder positiv oder negativ sein müssen. 
Zugleich erhellt, dass, wenn a und c positiv sind, die Form (er, fr, t) ±s 
*& B +äfoy-f ty* für alle möglichen Werihe von x und y mir positive 

Zahlen bl darstellen kann; denn aus der Ungleichung «c > S 2 folgt <f> 

** ■'.■'■-■*? 

— ußd, wenn man in der Form (a, 6, c) für a den kleinem Werth — 

m i ■ i * 

b 2 (bx-\-cv) 2 

substituirt, *o gefct sie über in — x 2 +2bxg+cjf 2 *z^-r-*"^- , d.h. in 

c c 

'ehre unter allen Umständen positive Zahl. In Folge hiervon wird unsere 
Form, wenn a und c beide negative Zahlen sind, nur negative Zahlet) 
M darsieHen können und man wird diesen Fall auf den verigen zurück- 
führen können , wenn man statt der Form F die Form — F betrachtet, 
in welcher o und c beide positiv sein werden. Es ist datier allgemein 
Ätaitbaft b nur solche Formen f «=(«,*, c) zu betrachten, iji 
denen die Goefficienten a und c beide positiv sind. Wir be- 
merken nach, -'dass nur ein einziges System von Werthen der & und $ 
eräUrt, für welches die Form gleich wird, üämlich, «? = ©, y = 0. 
Defcn wenn man sie mit * QMdJiplicirt und dem Producte dre Form 
(ax+by) 2 +Dy 2 giebt, so sind beide Glieder, dieser Stmup* wesentlich 
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positiv and sie kann sich daher nur so anniilliren, dan man y = 0, 
cx+by = satt, woraus f = 0, x =■ folgt 

Nehmen wir jetzt wieder die Betrachtung der Reihe von angrenzen- 
den Formen: 

(a, 6, «0, («', t>\ «"), '<»", *", O. (a<*-*\ b^\ <*•>) 

auf, so erhellt sofort, dass alle die Grössen a, a\ a", a'", a (i) 

positiv sein müssen. Denn a und a! sind es als Coefficienten der* Aus- 
gangsform. Weil nun in der zweiten Form, die ja dieselbe negative De- 
terminante, wie die erste, hat, a* and a" dasselbe Zeichen haben müs- 
sen und ot positiv ist, so muss es auch a" sein und das geht so weiter 
fort. Schreibe*) wir uns ferner die Gleichungen b + b ij = afk\ b'+b" = 

af'h" , in dem Gleichungssystem (A) des vorigen Paragraphen, wie 

folgt, um: 6 / ee — b (mod a'), b" = — V (mod a"), , ßo ergiebt 

sich sofort, dass, wenn man diese Congruenzen sich in den kleinsten 
Zahlen auflöst, den absoluten Werlhen nach mit Nothwendigkeit die Um- 
gleichungen 

»'<!«', &"<*a"> *"'<**"'• ••••• ^- f) <ia(»-« 

bestehen. 

Endlich, da die Zahlen a, a', a", a'", alle positiv sind, folgt 

ans der Betrachtung der Ausdrücke für a", a'", a^, ...... in demselben 

Gleichungssysteme (A) y dass, wenn die Reibe nur weit genug fortgesetzt 
wird, man habe 

<*"<<*, a'"<a\ aiv<a", aV<a'" a<*> = a<-*>. 

Betrachten wir, um dieses nachzuweisen, die beiden allgemeinen Glei- 
chungen 

so folgt aus der ersten, dass der Ausdruck A (w ~ i^ftf*-* — ft(«— D) keines- 
falls' *pegativ sein kann. Denn es wird zu Folge derselben der in Frage 
stehende Ausdruck gleich a (m - i W m -*>* — 2i (, "- | W , ~ w und dieser letztere 
Ausdruck kann nicht negativ werden , weil der absolute Werth von 
»0*-i>^|«0»-i> und mithin ^*-i)A(«-i)*—26<«-»A<»- | > >4»-VW-&— 
Ä (»-i)A(»-i) igt. Dies vorausgesetzt erbellt aus der zweiten Gleichung, 
dass <*<*&< ö<*-*> ist (die Gleichheit wird eintreten, wenn man ftc*-*)« 
Ja**-» u ^d A(^-i)=s+l hat). 
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Nehmen wir weiter an, indem wir die Zahl m nach und nach die 

Werthe 1, 2, 3, 4, durchlaufen lassen, der specielle Werth m — n 

sei der erste, für welchen die 'eben bewiesene Ungleichung «<*& < a (w ~*> 
in die Gleichung a ( ") = a ( "~~ 2 > übergeht : dann sind die beiden Formen 
(a<*-*>, **-«, flC»- 1 )) und (af^», §*-», <*<*>) als angrenzende Formen 
einander eigentlich aequivalent, also müssen die beiden Determinanten 
gleich sein und das ist wegen der angenommenen Gleichheit zwischen m& 
und a(*~*> nur möglich, wenn die mittleren Coefficienten 6^-*) und b (ßmm '^ 
gleiche absolute Werthe haben. Betrachten wir die Vorzeichen dieser bei- 
den Coefficienten, so müssen dieselben, da die Aequivalenz im eigent- 
lichen Sinne statthaben soll, zu Folge des Theoremes 9) im vorigen Pa- 
ragraphen, entgegengesetzt sein, also iC*-*)=s — &<*-*>. Wollte man nun 
die Reihe noch weiter fortsetzen, so würde aus der Gleichung M*" 1 ^ 
lOOs-aMAW oder auch -iM + iWa-aMi« sich als Lösung in 
den kleinsten Zahlen JW = 6( n -*>, A<"> = ergeben, woher weiter a^fls» 
«(»-i) folgen würde. Die nächstfolgende Form wära daher (a**-**, 4<*-* f 
g(»-i)), d.h. sie fiele mit einer schon früher dagewesenen zusammen. 
Also, wenn die Gleichheit a ( *>=- o^»** eintritt, so liefert die Fortsetzung 
der Reihe nichts Neues, sondern nur die beständige Wiederholung der 
beiden zuletzt erhaltenen Formen (a ( *~ 2 ), ftf»- 2 ), a (n - a) > und (a**-^, ft*»- 1 ), 
o^) , und wir brechen sie daher bei der ersten derartigen Gleichung ab. 

Nun muss diese Gleichung irgend einmal eintreten und mithin die 
Reihe, in dem oben bezeichneten Sinne, zum Abschlüsse kommen. Denn 
aus den oben bewiesenen Ungleichungen schliessen wir 

ß>a">aiy>ayi> und a' >a'" > ö v > aVU > , 

d. h. die Coefficienten a nehmen mit wachsenden Indices ab. Da sie nun 
stets ganze positive Zahlen, so ist die endliche Grenze für die Abnahme, 
wenn sie nicht schon früher eintreten sollte, entweder oder 1. Nun 
kann a^ n) nicht werden, weil sonst die Determinante der letzten Form 
( a (»-t) j J(*-D f «f«)) gegen die Voraussetzung positiv wäre, also bleibt 
nur die Annahme a& = 1 übrig, welche, da a ( "~ 2) eine ganze Zahl ist, 
die Gleichung a< n) = a (n ~ 2) zu Folge hat. Also wird die vorangestellt* 
Reihe von Ungleichungen 

a"<a, a"'<a', a^<a\ a« = a<*~'> 

notbwendig mit einer Gleichung schliessen und zwar spätestens, wenn af*> 

Schwär», Zahlen* Theorie. 22 
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den, Werth 1 erlangt, möglicher Weise aber auch schon vorher, wenn 
• ( "> einen höheren Werth ab 1 hat. 

Die beiden Formen, mit denen unsere Reihe hiernach scbliessl, sind 
*•<•-*>, 6<»-», a<*~^) und (a<*~ l) t — *<•-*>, a<»-»). Sehen wir uns die* 
selben näher an, so kann der absolute Werth des mittleren Coefficientea 
+^~^, wie oben gezeigt ist, in keinem Falle die Hälfte -de* erstes 
Ceefficienten übersteigen, mag .man nun die erste oder die zweite Form 
nehmen. Was femer die beiden äusseren Coefficientea anbetrifft, se 
stehen sie entweder in dem Verhältnisse der Gleichheit oder Ungleichheit* 
und da, wenn letzteres eintritt, das Verhältnis» der Ungleichheit in bei* 
dei) Formen ein verschiedene* ist, so folgt, dass in irgend einer von bei- 
den der dritte Coefficient entweder gleich dem ersten oder grösser alt 
der erste sein muss. Sei diese Form (i, £, C), so bat man D = AC—B\ 
also, wenn man C durch die jedenfalls nicht grössere Zahl A und i 
durch die jedenfalls nicht kleinere Zahl \A ersetzt, D^A 1 — £A S , woher 
A<^fyD. Eine solche Form von der Beschaffenheit, wie die eben be- 
zeichnete, beisst eine reducirte Form und wir können daher die Merkmale» 
die eine solche constiluiren, in folgender Weise zusammenfassen: 

Eine reducirte Form (4, 5, C) ist eine solche, in welcher 
der dritte Coefficient nicht kleiner als der erste und der 
zweite Coefficient (absolut genommen) nicht grösser als die 
Hälfte des ersten ist. Der erste Coefficient A einer redu- 
cirten Form darf nicht mehr als Vi# betragen. 

Wie man zu einer gegebenen Form die reducirte, die ihr aeqoivalent ist, 

finde, erbellt aus dem Vorstehenden; wir wollen indessen zur Verdeutlichung 

des Verfahrens ein Beispiel durchfuhren. Sei die gegebene Form 304x a + 

434#y + 155# 2 , so lässt sich die Rechnung auf folgendes Schema bringen: 

(a, 6, a'> =(304,217, 155); 217 + ^= 155A', A'*=l, *'«=— 62, a"~ 

304— (217 + 62) «25; 

(a', 6', a") =(155,-62, 25); — 62+6" = 25A", A" = — 2, 6" =12, 

a'"=: 155 +2(— 62— 12) = 7 ; 

(a",6", a'") =(25, 12. ly, 12 + 6'" = 7A'", A'" = 2, V" =2, a^=25— 

2(12— 2) = 5; 

(a"',6'",a")=(7, 2, 5)] 2+6^=5A^, A/r=0, 6^=— 2, <*v= 7— 0. 

(7-5) = 7= a'"; 
WW^a^»!*, ~2, 7). 
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Die fteihe der angrenzenden Formen ist daher: 

(304, 217, 155), (155, —62, 25), (25, Ift, 7), (7, 2, 5), (5, —2, 7) 
und unter den beiden letzten ist es die letzte, welche in reducirter Ge- 
stalt auftritt. Die Transformation, vermöge deren (304, 217, 155) in 
die reducirte Form (5, —2, 7) übergeht, ist x *= hx**— 2y'?, y*=— lx*V+ 
SyW und die Rechnung, vermöge deren die Coefficientei* von x*V un,j 
yW sich bestimmen lassen , erbellt aus folgendem Schema (man vergl. 
hierüber den vorigen $.): 

11-21 2 | 




3 



2) Indem wir im Verlaufe unserer Betrachtung auf den Begriff der 
reducirten Form geführt sind, so entsteht die Frage nach der Anzahl der 
reducirten Formen, die überhaupt möglich sind (wir betrachten hierbei 
natürlich nur solche reducirte Formen, die einerlei Determinante haben) 
und in welchem Verhältniss die verschiedenen möglichen reducirten For- 
men zu einander stehen. Nehmen wir den zweiten Punkt zuerst auf und 
suchen die Bedingungen dafür, dass zwei reducirte Formen mit einerlei 
Determinante einander aequivalent seien. Wir wollen bei dieser Unter- 
suchung in voller Allgemeinheit sowohl den positiven, wie den negativen 
Zustand der äusseren Coefftcienten einer Form zulassen. 

Seien die betrachteten beiden reducirten Formen (a, 6, c) und 
(*', 6', &), die gemeinschaftliche Determinante — D und nehmen wir, wie 
es statthaft ist, a'<« an. Wenn nun die beiden Formen einander (im 
eigentlichen Sinne) aequivalent sein sollen, so muss die erste Form in 
die zweite übergeben durch die Substitutionen x = ax'+ßg 4 f y = yx'+dy' 
und es gellen die 3 Gleichungen: 

(1) ad — ßy=l 
(2) aa z +2bay+cy 2 = a' (3) aaß+b'aS+ßy) + cyd = 6'. 
Aus (2) folgt (aa + &y) 2 +-Dy*= aa 4 , mithin ist aa 4 als Summe zweier po- 
sitiven Grössen selbst positiv, d. h. a und a* müssen von gleichen Zei- 
chen sein. Da nun a und c, a 4 und c' in Bezug auf das Vorzeichen 
gleichfalls übereinstimmen, so haben die 4 Grössen a, a' , c t e' alte das 
nämliche Vorzeichen. Betrachten wir jetzt den Ausdruck Dy 2 =zaa' — 

22* 
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(aa+6y) 2 , so ist klar, da a und of dasselbe Zeichen haben und absolut 
genommen nicht mehr als jfD betragen dürfen, dass das Product aa 4 
positiv und nicht mehr als \D ist. Dem zu Folge ist noch stärker die 
positive Grösse Dy 2 nicht mehr als \D und dieser Bedingung kann für 
ganzzahlige y nur genügt werden, wenn man entweder y«= oder y = 
+ 1 annimmt. 

a) Nehmen wir y=0 an, so folgt aus (1) a<J=l f also entweder 
a==l, <J=1 oder a = — 1, d = — 1. In beiden Fällen zieht man aus 
(2) die Gleichheit a — af und aus (3) die andere Gleichheit V — 6=+a/?, 
wo 6fC^a, b* <\a' =z {a sein muss, (natürlich gelten diese Ungleichun- 
gen nur für die absoluten Werthe und dasselbe wird selbstverständlich 
für die nachfolgenden Ungleichungen vorausgesetzt). 

Haben nun b und V gleiches Zeichen, so kann die Differenz V — b 
nur für 6' = 6 ein Vielfaches von a werden, nämlich dasjenige, welchem 
der Werth ß = entspricht* Daraus folgt aber die Identität der beiden 
Formen (a, b t c) und (a\ 6', c') im Widerspruche zu der Voraussetzung, 
nach der sie verschieden sind. 

Also müssen wir 6 und b 1 als einander entgegengesetzt annehmen: 
dies vorausgesetzt kann aber die Differenz 6' — 6 nur für die Werthe 
J' saipja, 6 = +{a ein Vielfaches von a werden. Die Form (a\ b\ c*) 
geht dann über in (a, — 6, c) und ist mithin zu der ersten Form (a, &, c) 
die entgegengesetzte mit der Nebenbedingung 26 = +a. 

b) Wenn y= +1 ist, so folgt aus (2) aa*+c — a'=+26cr. Nun 
ist e>a zu Folge der Natur der reducirten Formen, a^a 4 nach der 

Voraussetzung, daher c>a 4 oder c — a'>0. Dies in Verbindung ge- 

bracht mit der letzten Gleichung zeigt, dass (absolut genommen) 26er > 

aa 1 und dies dividirt durch die Ungleichung 26 <" a giebt <*>«*, welches 
nur möglich ist entweder für a = oder für a = +1. 

a) Sei a = 0, so folgt aus (2) c~a s und da c>a t a^a', d.h. 
a zwischen c und o! enthalten ist , so ist nothwendig c = a 1 = o. Fer- 
ner ist wegen (1) /?y = — 1 und dies, sowie +1 für y in (3) einsetzend 
erhalten wir 6+6' = + cd oder 6 + 6'=+ ad und die Werthe von b und 
6' hierin müssen wieder den Ungleichungen 6<^a, 6'<^a genügen. 
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Haben 6 und b 4 beide gleiches Zeichen, so kann die Summe b+b 4 
nur unter der Annahme 6== 6' = +^a ein Vielfaches von a geben; mit- 
hin waren gegen die Voraussetzung die beiden Formen (a, 6, c) und 
(a', 6', c') identisch. 

Also müssen b und 6' entgegengesetztes Zeichen haben und damit 
dann die Summe b+b 4 ein Vielfaches von a werde, müssen auch ihre 
absoluten Werthe gleich sein, also 6 = — b'. Da in diesem Falle wegen 
Gleichheit der Determinanten noch c = c 4 wird, so bekommt die Form 
(a', 6', c 4 ) die Gestalt a, — 6, c) und wird mithin die entgegengesetzte 
zu der gegebenen Form (a, 6, c): aber es muss noch die Nebenbedin- 
gung der Gleichheit der beiden äusseren Coefficienten eintreten, nämlich 
a~ c. 

ß) Sei a=jfl; dann folgt aus (2) a + c — a'= +26 und es ist 
mithin, da a^a 4 und c^_a', 26 >a und 2b^>c. Andererseits ist aber 
auch zu Folge der Natur der reducirten Formen 2b<*a, 26 <c und da- 
mit diese verschiedenen Ungleichheiten für 26 einander nicht wider- 
sprechen, müssen sie übergehen in die Gleichheit 26 = a=c. Da in der 
Gleichung a+c — a 4 = 26 die Zahlen a, c, a' dasselbe Zeichen haben, so 
folgt jetzt weiter auch a 4 = 26 , also 26 = a = c = a 4 . Endlich geht die. 
Gleichung (3) wegen c = tf und ad—l+ßy über in a(aß+yd) +2(1 + 
2ßy) = b 4 oder a(aß + yd)+2bßy = b 4 — 6 oder, wenn man iür 26 den 
Werth ±a einsetzt, 6'— 6 = a(aß+yd±ßy). 

Haben nun 6 und 6' gleiches Zeichen, so kann die Differenz 6' — 6 
nur so ein Vielfaches von a darstellen, dass man 6' = 6 bat, d.h. die 
beiden gegebenen Formen wären gegen die Voraussetzung identisch. 

Also müssen 6 und b 4 ungleiches Vorzeichen haben und alsdann kann 
die Differenz b' — 6 nur dadurch ein Multiplum von a werden, dass man 
setzt 6= +i fl » 6'«+4 ö » die Form (a' 6', c 4 ) geht dann über in die 
Form (a, — 6, c) und ist der gegebenen Form (<i, 6, c) entgegengesetzt, 
mit den beiden Nebenbedingungen, dass man 26= +a und. die beiden 
äusseren CoefGcienten a und c einander gleich hat. 

Fassen wir das Ganze unserer Entwickelung zusammen» so bekom- 
men wir das Theorem: Zwei reducirte Formen (a, 6, e) und 
(a', 6', c') sind einander aequivalent, erstens wenn sie ein- 
ander entgegengesetzt sind mit der Nebenbedingung 26 = 
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+*, und zweitens, wenn sie einander entgegengesetzt sind 
mit der Nebenbedingung der Gleichheit der beidfen äusse- 
ren Coefficienten a und c. 

• 

Die Aequivalenz, von der hier die Rede ist, ist im eigentlichen Sinne 
getneint. Indem also gewisse entgegengesetzte Formen als eigentlich aequi- 
valent ausgesprochen werden, könnte dies als im Widerspruch zu einem 
früheren Theoreme Stehend erscheinen, nach welchem alle entgegengesetz- 
ten Formen uneigentlich aequivalent sind. Der Widerspruch löst sich 
einfach auf durch die Bemerkung, dass im vorliegenden Falle die Aequi- 
valenz eben so sehr im eigentlichen, wie im uneigentlichen Sinne statt hat. 

Die beiden Formen (a, 6, c) und (a, — b, c) sind zunächst unter 
allen Umständen nach unserem allgemeinen Theoreme im vorigen Para- 
graphen einander im uneigentlichen Sinne aequivalent. Ist nun erstens 
die Nebenbedingung a — c erfüllt, so kann man sie zu gleicher Zeit als 
angrenzende Formen ansehen und mithin als im eigentlichen Sinne ein- 
ander aequivalent betrachten. Ist dagegen zweitens die Nebenbedingung 
26 = +.a erfüllt, so ist die Form (a, b, c) im eigentlichen Sinne aequi- 
valent der Form (c, — b, a) und diese letztere in Bezug auf ihre dritte 
Partie ist' die angrenzende an die Form (a, — b, c)*). Da nun angren- 
zende Formen einander im eigentlichen Sinne aequivalent sind, so haben 
wir die Form (t, — 6, a) in demselben Sinne aequivalent sowohl der Form 
(<z, b, c), wie auch der Form (a, — 6, c): mithin darf man die beiden 
letzleren als eigentlich aequivalent ansehen (cf. theor. 1 des vorigen $.). 

Eine solche Form, wie die eben besprochene (26, 6, c) oder allge- 
meiner eine Form (a, b, c) von der Beschaffenheit, dass der 
mittlere doppelte Coeificient 26 ein Multiplum des ersten 
Coeffienten a ist, hat Gauss eine zweideutige Form ge- 
nannt; die Benennung rechtfertigt sich durch den Satz, dass eine 



*) Die beiden Determinanten sind einander gleich; ferner ist der dritte 
Coefficient der ersten Form gleich dem ersten Coefficienten der zweiten Form 

und endlich ist ein ganzzahliger Ausdruck, weil a = +26 ist« — 

(X 

Uebrigens sind die an diese Untersuchung sich anknüpfenden und sogleich fei» 
genden Erklärungen Von der Natur der Determinante unabhängig. 
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«olcheForm «ich selber ebensowohl im eigentlichen Sinne, 
wie im uneigentlichen Sinne aequivalent ist. 

Die eigentliche Aequivalenz erhellt daraus, • dass sie vermöge der Sub- 
stitution a? = a3'+0. y\ y = 0. #' + #', welche der Bedingung ä<J— /fy= 1 
genügt, unverändert bleibt. Die unergentliche Aequivalenz ergiebt sich 
auf folgende Weise. Die beiden Formen (c, b, a) und («, 6, c) sind, 
wenn 26 ein Multiplum von a ist, angrenzende Formen und daher eigent- 
lich acquivalent; nun sind dieselben aber auch vermöge des Theoreme^ 
8) im vorigen §. einander uneigentlich aequivalent. indem also die Form 
(ö, 6, c) einmal der Form ie, b, a) eigentlich aequivalent und dann wie- 
der der nämlichen Form uneigentlieh aequivalent ist, muss sie vermöge 
des Theoremes 1) in dem eben erwähnten §. noth wendig sich Selber oti- 

eigentlich aequivalent sein. In der That wird sie durch die SubstitaVro« 

2b 

nen x = x' + — g' f y = 0.x 1 — y 1 nicht verändert und dieselben genü- 
gen der Bedingung ad — /?/=— 1, welche eine uneigentliche Transfor- 
mation anzeigt. 

Betrachten wir jetzt irgend zwei beliebige im eigentlichen Sinne aequi* 
valente Formen F und F, so müssen die ihnen entsprechenden reducir* 
ten Formen f und f gleichfalls aequivalent sein; die Firmen f und f 
sind alsdann entweder identisch oder entgegengesetzt, entweder mit der 
Bedingung, dass sie die beiden äusseren Coefficienten gleich haben, oder 
dass sie zweideutige sind. Umgekehrt, wenn die reducirten For- 
men / und f entweder identisch sind oder zweideutig und 
einander entgegengesetzt oder entgegengesetzt mit Gleich- 
heit der äusseren Goefficienten, so sind die Ursprung* 
liehen Formen Fund F im eigentlichen Sinne einander 
aequivalent* 

Nehmen wir, um etwas Genaueres festzustellen, irgead zwei belie- 
bige Formen F und ¥' an und bezeichnen die beiden entsprechendem 
reducirtea Formen respective durch / und f, so sind überhaupt folgend^ 
verschiedene Fälle möglich: 1) f und f sind weder identisch nach eutr 
gegengesetzt: dann sind F und F' weder eigentlich noch unei^enttieb 
aequivalent; 2) f und /' sind entweder identisch und zugleich zweideutig» 
'Oder ealgegepgeseut . mit Gleichheit der bebten äusseren Cwffijnatttep;: 
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dann sind Fund F ebensowohl eigentlich wie aneigentlich einander aequi- 
valent; 3) f und f sind identisch und weder zweideutig noch haben sie 
die beiden äusseren Coefficienlen gleich: dann sind Fund F nur im 
eigentlichen Sinne aequivalent; 4) f und f sind entgegengesetzt, aber 
weder zweideutig, noch haben sie die äusseren Glieder gleich: dann sind 
F und F nur im uneigentlichen Sinne einander aequivalent. — Der Be- 
weis ergiebt sich durchweg einfach und stülzt sich vernehmlich auf das 
Theorem 1) im vorigen Paragraphen, 

3) Die nächstliegende Frage ist die, wie die verschiedenen auf eine 
gegebene Determinante — D bezüglichen reducirten Formen (a, b, c) ge- 
funden werden. Es ist hierbei genügend, alle diejenigen Formen aufzu- 
suchen, in denen die beiden äusseren Coefficienten positiv sind) denn die- 
jenigen mit negativen äusseren Coefficienten folgen aus den ersteren mit 
der grössten Leichtigkeit. Man kann nun auf einem doppelten Wege zum 
Ziele gelangen. 

Erstens kann man für a der Reibe nach alle (positiven) Zahlen 
setzen, welche kleiner als Vf# sind und zu gleicher Zeit, da der Con- 
gruenz b 1 = — D (mod a) Genüge geschehen muss, zum quadratischen 
Reste die Zahl — D haben. Die einzelnen Werthe von b werden dann er- 
halten, indem man die eben genannte Congruenz in den kleinsten Zahlen 
für b auflöst. Die Werthe von c bestimmen sich hierauf durch die Glei- 
chung c= . Wenn hierbei irgend welche Formen entstehen, in de- 
nen a^>c ausfällt, so sind dieselben zu verwerfen* 

Zweitens kann man auch für b alle positiven oder negativen Zahlen 

annehmen, die nicht mehr als i^D =i / betragen und zerlege sich 

dann für die verschiedenen Werthe von b den Ausdruck b*+D auf alle 
nur möglichen Weisen in je zwei (positive) Factoren, die jedoch beide 
nicht unter 26 sein dürfen. Hierauf setze man den einen Factor und 
zwar im Falle der Ungleichheit den kleineren gleich a, den anderen gleich 
c und verwerfe bei diesem Geschäfte noch alle die Combfnationen , in 
denen a sich grösser als yJ$D ausweist. Die auf diese Weise resultiren- 
den Formen sind die sämmtlichen möglichen reducirten Formen. 

Beispiel. Es sei Z> = 85. Alsdann liegt y]\D zwischen 10 und 
11 und diejenigen positiven Zahlen, welche unter 11 sind und —85 
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zum quadratischen Reste haben, sind: 1, 2, 5, 10. Wir haben daher 
die 4 Congruenzen 

52 = _85 (mod 1), 6* = —85 (mod 2), b* = —85 (mod 5), 

b* = —85 (mod 10) 
aufzulösen; die Lösungen in den kleinsten Zahlen sind 

6 = 0, 6 = +1, — 1, 6 = 0, 6 = +5, —5 
und diesen Werthen von 6 entsprechend findet man der Reihe nach 

c = 85, c = 43, c=17, c== 11. 
Hiernach ergeben sich folgende 6 reducirte Formen mit positiven äusse- 
ren Coefficienten : 

(I, 0, 85), (2, 1, 4$), (2, — l f 43), (5, 0,17), (10,5, 11), (10,-5, 11) 
und eben so viele mit negativen äusseren Coefficienten: 

(-1, 0, —85), (—2, —1, -43), (—2, 1. -43), (-5, 0, -17), 

(—10, —5, -11), (-10, 5, -11). 

Wendet man die andere Methode an, so sind die Grenzen, zwischen 

denen i/ — liegt, die Zahlen 5 und 6. Die verschiedenen möglichen 

Annahmen für 6 sind daher 6 = 0, +1, Hh2, +3, +4, ±5. Die An- 
nahme 6 = giebt 6 2 +D = 85 und die Factorenzerlegungen hiervon sind 
1.85 und 5.17, die ihnen entsprechenden Formen (1, 0, 85) und (5, 
0/17;. Die Annahme 6 = +J giebt 6 2 +D = 86 und man hat 86 — 
1.86, 2.43. Die erste Factorenzerlegung ist unbrauchbar, weil der Fac- 
tor 1 unterhalb 26 == 2 liegt ; die zweite liefert die beiden Formen : (2» 
1, 43) und (2, — l t 43). Setzt man 6 = +2, so wird 6 2 + D = 89 nnd 
dies giebt überhaupt keine Zerlegung in 2 solche Factoren, die beide 
nicht, unterhalb 26=4 liegen; ebensowenig sind die Annahmen 6 = +3 
und 6 ar +4 statthaft. Endlich für 6 = +5 wird b*+D » 110 und man 
hat die Zerfall ungen 1.110, 2.55, 5.22, 10.11, von denen indessen 
nur die letzte brauchbar ist und die beiden Formen (10, 5, 11) und 
(10, — 5, 11) liefert. Wir haben also schliesslich dieselben 6 Formen 
mit positiven äusseren Coefficienten gefunden, wie vorher. 

Unter den 12 auf die Determinante — 85 bezüglichen reducirten For- 
men sind jedoch mehrere Paare von (im eigentlichen Sinne) aequivalen- 
ten Formen; es sind dies die Paare von entgegengesetzten und zweideu- 
tigen Formen (2, 1, 43) und (2« —1, 43), sowie (10, 5, 11) und 
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(10, —5, 11), ausserdem noch die entsprechende* mit negativen «um** 
ren CoefBcienten. Indem wir von jedem dieser Paare nur die erste Fora 
beibehalten und die letzte wegwerfen, bekommen wir folgende 8 auf die 
Determinante — 85 bezöglieben und wesentlich ton einander verschiedenen 
Formen : 

(1.0, 85), (2,1, 43), (5,0, 17). <10, 5, 11). 
(-1, 0, -85), (—2, l t -43), (—5, 0, -17), (-10, 5, —11). 
Allgemein, wenn man sich die sämtlichen auf eine bestimmte De- 
terminante — D bezüglichen reducirten Formeln gebildet hat, so suche 
man unter denselben sich alle diejenigen aus, die einander im eigent- 
lichen Sinne aequivalent sind, und werfe von jeder dadurch entste- 
henden Gruppe aequivalenter Formen alle bis auf eine weg. Die übrig 
bleibenden reducirten Formen haben die bemerkenswertste Eigentümlich- 
keit, dass jede beliebige Form, welche die nämliche Determinante — D 
besitzt, irgend einer und nur einer unter denselben (denn wären mehrere 
von dieser Art darunter, so wäre die eben erwähnte Ausscheidung nicht 
▼ollständig erfolgt) im eigentlichen Sinne aequivalent ist. Demgemäss 
zerfallen alle die unendlich vielen Formen, welche die- 
selbe Determinante — D haben, in eben so viele wesentlich 
von einander verschiedene Klassen, als nach der obiges 
Ausscheidung reducirte Formen übrig geblieben sind. Alle 
Formen einer und derselben Klasse sind einander eigentlich aequivalent, 
dagegen zwei Formen, welche verschiedenen Klassen angehören, können 
hiebt eigentlich aequivalent sein. Nachfolgend möge folgende aus den 
„ Disquisitiones aritfameticae" des grossen Gauss entnommene Tabelle re- 
ducirter Formen einen Platz finden, die nach den oben auseinander ge- 
setzten Principien entworfen ist, und der grösseren Kürze halber nur 
solche Formen enthält, deren äussere Coefficieaten positiv sind: 

Deler». 



—1 


(1, 0, 1) 


—2 


<1, 0, 2) 


—3 


(1, 0, 3), (2, 1, 2) 


■■ »4 


(1, 0, 4), (2, 0, 2) 


—5 


(1, 0, i), (2, 1, 3) 


— « 


(1, «. •>, (3, 0, 9) 
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—7 (1, 0. 7), (2, 1, 4) 

-8 (1, 0, 8), (2, 0, 4), (3, 1, 3) 

—9 <1, 0, 9), (2, 1, 5), (3, 0, 3) 

—10 (1, 0, 10), (2, 0, 5) 

—11 (1, 0, II), (2, 1, 6), (3, 1, 4). (3 t —1, 4) 

—12 (1, 0, 12), (2, 0, 6), (3, 0, 4), (4, 2, 4). 

Wir wollen, obwohl es überflüssig scheinen könnte, dennoch bemer- 
ken, dass unter den auf die beschriebene Art zurückbleibenden reducir- 
ten Formeln zwar keine sein können, die im eigentlichen Sinne aeqtiiva- 
lent sind, wohl aber solche, die es im uneigentlichen Sinne sind; so 
z. B. Tür die Determinante — 11 finden wir in der Tabelle die beiden 
Formen (3, 1, 4) und (3, — 1, 4) verzeichnet, die als entgegengesetzt 
nothwendig uneigentlich aequivalente sind und zwar nur uneigentlich aequi- 
valente, da in ihnen weder die beiden äusseren Coefficienten gleich sind, 
noch auch der erste Coefficient das Doppelte des zweiten ist. 

4) Wenn zwei (eigentlich) aequivalente Formen F= (4, B, 4*) 
und /=(a, 6, a') gegeben sind, eine Transformation der 
ersten Form in die zweite zu finden. 

Man bestimme sich zunächst die beiden reducirten Formen zu F und 
/: dies geschehe durch die beiden Reihen angrenzender Formen: 

(4, B, 4'), (4', B', 4"), (4", B", 4'"), .... (AC-D, B<—», A W), (4W, BW, 4<»+«) 
tmd 

(a, 6, a'), («', *';«"). (*".»". »'") (at*-»,»«"-^,««)), (<,<*>, »<■>, JOM-D). 

Alsdann sind folgende beide verschiedene Fälle möglich, die wir gleich- 
massig zu betfachten haben: 

o) Die beiden reducirten Formen <A&\ BW, 4<"+ 1 >) und («<*> f ¥ n \ 
tf^"H*i>) gind entweder identisch oder entgegengesetzt und zu gleicher Zeil 
zweideutig; es ist also 4« tsa^, BW = -fftW), j(»+n Ä a <*-M). Be- 
merken wir, dass zu Folge der Natur der angrenzenden Formen die beiden 
CMgraenzett *(•-«> +B« H (»od 4<*>) und JC«-*) +*<»> s («#d a< m >) 
bestehen, deren Modul einander gleich sind, so erkalten wir, indem wir 
#«-!>+ B<n) = »(«-!)+ J(m) folgere und darauf BW = *(«) abziehen, die neue 
Goilgtmni B^-« — 6< m - 1 > = (rfwwi a (m >). Also sind die beiden FonMh 
{#»-*>, M*~ l \ «W) turi (a<*>, — *W^i>, *<*-*>) angurtend an «inrnder 
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und wir können daher die beiden obigen Formenreiben unter Weglassong 
der beiden Jeizten zu Folge der Voraussetzung einander aequivalenten 
Formen, und nachdem wir die zweite, wie folgt, umgeschrieben haben: 

«,(«), _&<«-i), a«—»), (**-», —¥"-*>, <#*-*), («". — *'» «0. 

{et -6, «), 
zu einer einzigen zusammenschmelzen, nämlich 

(4, B, 4'), <4', V, A"), (4<«-'>, B<>-», a<*>), i(W, —60"-», <*<■"-*>), 

„0— D, _»(*-», a o— j>) ( a ", _ft', a <) f («*, _ft, a ), („, fr, af). 

Aus diesem letzteren kann aber nach dem im vorigen Paragraphen ge- 
lehrten Verfahren die Transformation der ersten Form in die letzte ge- 
funden werden. 

b) Die beiden reducirten Formen sind entgegengesetzt und haben 
gleiche äussere Coefficienten , d. b. es ist 4<*> = 4<*+ ! > — fl (»0 = a 0*+D f 
B*> — — 6 (m) . Alsdann wendet man genau das eben angegebene Verfah- 
ren an , mit dem einzigen Unterschiede, dass man die letzte Form in der 
ersten Reihe beibehält, und bekommt durch Combination der beiden 
Reiben die zusammengesetzte: 

(4, B, A'), (4', IT, 4") (4«, B<«>, «<*>), (a<*>, -»<*-•>, a<~~ »), 

(«<*-*>, &<»-*>, fl(m-J)), (a ", —b\ a'), (a', -6, a), (o, 6, <). 

(Dass die beiden Formen (4<«\ B<»\ a (, ">) und (a (m >, — M 1 »- 1 ), a**-») an- 
grenzende sind, erhellt daraus, dass man &*> — J0»-i) = — (JW + ifc»— i>) 
also durch a (m) ohne Rest theiibar hat)* Vermöge dieser Formenreibe 
findet man wieder in bekannter Weise eine (eigentliche) Transformation 
der ersten Form in die letzte. 

Auf der Auflösung dieser Aufgabe beruht nun unmittelbar die Lö- 
sung des wichtigen Problems: Zu finden, ob eine Form F=(a f 6, c) 
von gegebener Zusammensetzung eine gegebene Zahl M dar- 
zustellen fähig ist oder mit anderen Worten: die Gleichung 
ax 2 +2bxg+cy 2 = M in ganzen Zahlen ftir x und y aufzulösen« 

Zunächst, damit das Problem eine Lösung zulasse, ist erforderlich, 
wenn auch noch nicht hinreichend, dass die Determinante — D der gege- 
benen Form ein quadratischer Rest von M (nach $. 22, 1) sei. Dies 
vorausgesetzt löse man sich die alsdann immer mögliche Bedingungsglei~ 
chung * 2 +Daes Ms in den kleinsten Zahlen nach % und * auf und bilde, 
indem s = £ und $ ae c irgend eine Lösung reprisentirt , die •. Form 
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(M, £, a), so dass wir so viele derartige Formen erbalten , als verschie- 
dene Lösungen der genannten Gleichung existiren. Hierauf vergleiche 
man jede derselben mit der gegebenen Form. Wenn sich nun heraus- 
stellt, dass keine darunter der gegebenen im eigentlichen Sinne aequiva- 
lent ist, so ist überhaupt keine Darstellung der Zahl M durch die Form 
(a, 6, c) möglich, die zu irgend einer Lösung der Bedingungsgleicbung 
gehören könnte; die gegebene Gleichung ist mithin unmöglich. Wenn 
dagegen eine oder mehrere darunter der gegebenen Form aequivalent 
sind, so bilde man die Transformationsformeln von F in jede solche J* 

Form (M, £, o). Seien dieselben dargestellt, wie folgt: x = ax'+ßy\ 
y —yx'+dy\ so wird die Form (a, 6, c) die Zahl M repräsentiren für 
das System der Werthe & = a, jf~y und dies Werlhsystem stellt eine 
Lösung der Gleichung ax*+2bxy+cy 2 ~ M dar. 

Beispiel. Die vorgelegte Gleichung sei 

49a? 1 — 118a?y+317y* « 2221 , — D = —12052. 

Die Hülfsgieichung ist 

**+ 12052 = 2221s. 

Setzt man, um sie zu vereinfachen, s = ti + 5, so geht sie über in 
**+947 = 222iu oder %* — — 947 (mod 2221). Nachdem man durch 
Versuche die Gleichung 2221.4= 19 2 +9.947 gefunden hat, ergiebt sich 
in bekannter Weise £=+734 und der entsprechende Werth von s wird 
as 248. Betrachten wir nun zuerst die Lösung £ = —734, a = 248, 
welche auf die Form (M, £, <r) = (2221, —734, 248) fuhrt, und sir- 
chen die reducirte Form zu letzterer, so bekommt man die reducirte 
Form als die letzte in der folgenden Reihe von Formen: 

(2221, —734, 248), (248, -10, 49), (49, 10, 248). 

Suchen wir ferner zu der gegebenen Form die reducirte, so erhalten wir 
die zweite Formenreihe: 

(49, —59, 317), (317, 59, 49), (49, —10, 248). . 

Die beiden reducirten Formen sind also (49, 10, 248) und (49, — 10, 
248), d.h. entgegengesetzt, ohne im eigentlichen Sinne aequivalent zu 
sein. Also existirt keine Repräsentation von 2221 durch die gegebene 
Form , welche zu der Lösung £ = — 734 , o = 248 der Hulfsgleicbung 
gehören könnte. 
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Untersuchen wir jetzt die andere Lösung f=784, tf=j248, so sind 
die beiden zu vergleichenden Formen (2221 , 734, 248) und (40» — 59, 
317) und wir erhalten die Formenreihen : 

(2221, 734, 248), (248, 10, 49), (49, —10, 246) 
(49,-59, 317), (317, 59, 49), (49, —10, 248). 
Die beiden reducirten Formen sind identisch und es existirt mithin we» 
nigstens eine Repräsentation Ton 2221 durch die gegebene' Form , welche 
su der Lösung £ = 734, <r = 248 gehört. Um dieselbe tu erhalte«, 
bilde man sich aus den letzten beiden Formenreiben die zusammen- 
gesetzte : 
(49, —59, 317), (317, 59, 49), (49, —10, 248), (248, —734, 2221), 

(2221, 734, 248) 
und suche daraus die Transformation der gegebenen Form (49, —59, 

317) in die letzte (2221, 734, 248); man findet V = "^^ = <>. 



Ä „_59-10 

n ~ 49 - 1 » 



A'" = 



10 — 734 

248 



= —3, A"'= 



734+734 
2221 



= 



und indem wir die in dem Schema 
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angedeutete Rechnung benutzen, bekommen wir die Trans(ormation&for- 
meln x = 4r'+y' , y = dx'+y'. Milbin ist x = 4 und y = 3 eine Lö- 
sung der vorgegebenen Gleichung. 

Wir haben bisher beinahe durchweg nur solche Barstellungen einer 
Zahl M durch eine Form (a, b, c) ins Auge getasst, in welchen die 
Werthe der Unbestimmten relative Primzahlen zu einander waren. Neh- 
men wir jetzt allgemein auch solche Werthe von x und y als zulässig an, 
die zum grössten gemeinschaftlichen Factor die Zahl (x haben, so ist die 
Form eines Lösungssystemes x = f.te, y = juf, wo e und f relative Prim- 
zahlen zu einander bezeichnen. Substituten wir diese Werthe in unsere 
Form, so erhalten wir ti*\Ae*+2Bef+Cf*) = M und es erhellt daraus, 
dass M, damit die untersuchte Repräsentation ohne Widerspruch be- 
stehen könne, nöthwendig den Factor /** besitzen müsse. Hithin wenn 
eineZahlAIdurch eine quadratische Form, sei es mit negt- 
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tiver oder mit positiver Determinante, durch solche W er the 
der Unbestimmten, die relative Primzahlen zu einander sind, 
darstellbar sein soll, so muss sie nothwendig wenigstens 
einen quadratischen Factor enthalten. In einem solchen Falle 

bestimme man sich alle möglichen quadratischen Tbeiler p' 2 , jt*" 2 , n M \ 

vaa M und suche in bekannter Weise, indem (x 1 irgend, einen dieser 

Tbeiler bezeichnet, diejenigen relativen Primzahlen von e und f % vermöge 

M 
derer die Form (ä, fr, c) die Zahl - 2 repräsentirt ; alsdann sind (ue und 

jiif diejenigen Werthe der Unbestimmten x und y, für welche dieselbe 
Form die Zahl M repräsentirt. Also führt die Aufsuchung aller 
solcher Lösungen der Gleichung ax 2 + 2bxy+cy 2 = M, in wel- 
chen x und y nicht relative Primzahlen zu einander sind, 
auf den einfachen Fall zurück, in welchem sie solche sind. 
Die Lösung des allgemeinen Problemes, welches uns beschäftigt, die 
Gleichung ax 1 +2bxy+cy t = M in relativen Primzahlen für x und y 
aufzulösen, ist, was die Frage dar Möglichkeit oder Unmöglichkeit be- 
trifft und für den Fall einer negativen Determinante, mit aller nur wün- 
schenswerthen Vollständigkeit durchgeführt; dagegen tritt es als ein Man- 
gel hervor, dass wir, die Möglichkeit vorausgesetzt» vermöge der be- 
schriebenen Methode eben nur eine einzige specielle Lösung erhalten; die 
Frage bleibt unerledigt, ob noch andere Lösungen eiistireu und, wenn 
dies der Fall sein sollte, wie viele es sind und auf welche Weise wir sie 
erhalten. Da jede Transformation der Form (a, '6, c) in die Form (M, 
<r, £) uns eine specielle Lösung der vorgegebenen Gleichung liefert, so 
hängt diese Frage aufs innigste mit der anderen zusammen, wie viele 
solcher Transformationen existiren und auf welche Weise man sie erhal- 
ten kann. Diese Untersuchung soll später wieder aufgenommen werden; 
fürs erste aber wollen wir die Frage der Möglichkeit oder Unmöglichkeit 
unserer vorgelegten Gleichung auch noch für den Fall einer positiven De- 
terminante erledigen. 
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Von den quadratischen Formen mit positiver nicht- 
quadratischer Determinante. 

1) Indem wir jetzt die quadratischen Formen mit positiver Deter- 
minante näher betrachten , soll der Ausdruck D = b 1 — ac eine wesentlich 
positive Grösse bedeuten, die keine vollständige Quadratzahl ist. Dies 
vorausgesetzt nehmen wir die Betrachtung der Reihe von angrenzenden 
Formen wieder auf, mit welcher der $. 22 schliesst, und untersuchen 
insbesondere das Gleichungssystem (i), vermöge dessen die erste Form 
der Reihe nach und nach alle übrigen liefert. Bestimmen wir daselbst 

die Grössen b\ b" , b"\ vermöge der Gleichungen b + b' = afV, 

&' + &"= a"A", b"+b'" = a'"h'", derartig, dass sie, indem a\ a", 

a'", ohne Rucksicht aufs Vorzeichen und blos nach ihren absoluten 

Zahlenwerthen genommen werden (ebenso wie yjD) respective zwischen den 

Grenzen ylWund J1F— a' 9 Jl) und JD—a", Jb und ^D — a'", 

zu liegen kommen, etwas, was, wie leicht ersichtlich ist, nur auf eine 
einzige Art geschehen kann*): so ist zunächst ersichtlich, dass die abso- 
luten Werthe der Grössen a\ a", a'", a lv % nicht beständig abneh- 
men können; denn alsdann existirle eine unendliche Reihe beständig ab* 
nehmender ganzer Zahlen, was ein Widersinn wäre. Also, wenn man die 
Reihe nur weit genug fortsetzt, so. ist man sicher irgend einmal auf eine 
Zahl af^—V zu stossen ,. welche nicht kleiner als a (Ä) ist. Die dieser Zahl 



*) Alle die obigen Gleichungen stehen unter der Form ftO*— D + oWrs 
x a (m )& (m ) und 6 (m) muss, wenn J die kleinste in yjü enthaltene ganze Zahl be- 
zeichnet, zwischen J und J — a^ m) liegen. Ist nun a (m) positiv, also 4 die 
obere Grenze, so setze man, indem h eine Zahl <> (w) bezeichnet, &< m ) = 
J — A; dann ist die Bestimmung von 5 (w) identisch mit der BestimmaDg der 
Grösse h vermöge der Congruenz fc**— ! >+^ — h = (mod a ( ">), welche, 
wie wir wissen, nur eine einzige positive Lösung für h zwischen den Gren* 
zen und a^ m) hat. Diese Lösung fällt nämlich mit dem kleinsten positiven 
Reste zusammen, welcher bei der Division von 6( m ~ *)+^ durch a^ erhal- 
ten wird. Ganz ähnlich beweist man, dass, wenn a (m) eine wesentlich nega- 
tive Zahl, also d — a< m) die obere Grenze für 6 (m) wird, gleichfalls ein und 
nur ein Werth der Grösse 6< m) zwischen den angegebenen Grenzen möglich ist. 
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entsprechende Form (a(*\ b^ n \ a(*+ ,) ), welche die letzte der Reihe sein 
wird, soll nun naher betrachtet werden. 

Zu Folge der Bedingung, welcher die Wahl der Grösse b ( *> unter* 
worfen ist, liegt sie zwischen den Grenzen >JD und >JD — [a (n) ], wo die 
eckige Klammer für den Augenblick als die Marke dafür dienen soll« dass 
a(*> nicht als algebraische Grösse, sondern nur nach seinem absoluten 
Zahlen Werthe in Rechnung kommt; mithin ist yJD die obere und yjü — 
[a (n) ] die untere Grenze. Daraus folgt weiter, dass, wenn man yJD — 
l w =ap und b™ — (^D — [a (n) ]) = q setzt, p und q wesentlich positive 
Zahlen vorstellen; mithin ist sowohl der Ausdruck q 2 +2pq+2pJ5 posi- 
tiv, wie auch der damit gleichbedeutende D-|-o ( ^ 2 — b& 2 oder auch, wenn 
man für D seinen Werth 6(")2_ fl («) a (»+i) einsetzt, a™ 2 — aWaP+V. Da 
der absolute Werlh von a (n) nicht mehr als der absolute Werth von a (n+,) 
sein darf, so ist dies nicht anders möglich, als wenn a (n) und a("+D ver- 
schiedene Zeichen haben. Dies vorausgesetzt ergiebt sich aus der Glei- 
chung 6«.*= D + aWa(*+», dass &W 2 <D, also [6 (n) ]<V5; der mittlere 
Coefficient bW ist also seinem absoluten Werthe nach kleiner als die 
(gleichfalls im absoluten Sinne genommene) yjD. 

Ferner die Gleichung — a (M) a ( " +,) =s D— 6(»)*, wo die linke Seite nach 
der oben gemachten Bemerkung wesentlich positiv ist, hat zu Folge die 
Ungleichung [a (a) ][a (fl+1) ] < Z> und mithin muss, da wir gemäss der Voraus- 
setzung [flW]< [flOrt* 1 *] jiaben, [a< n) ]<V# sein, d.h. die Differenz 
^D — [o (ä) ] ist eine wesentlich positive Grösse. Demgemäss sind die bei- 
den Grenzen, zwischen denen b {n) enthalten ist, beide positiv, und also 
auch b {n) selbst; um so stärker hat man yJD — [aW] + &("> als einen po- 
sitiven Ausdruck. Nun ist aber der Ausdruck yjD — [a w ] — 6("\ weil er 
gleich — q ist, wesentlich negativ: also liegt [a (n) ] zwischen den Grenzen 
Vfl+ftW und yjD—b^i denn die Ungleichungen Vö-r[a (n) ]-f i (w) >0 
und VX>— [aW~\ — S«<0, welchen man auch die Gestalt jD+bW > 
[a (w) ] und JÖ — J("> < [a (n) ] geben kann, kann man zusammenschreibeil, 

wie folgt: 

yJW+bW > [aW] >>/5— 4«. 

Eine Form (i, B, C), wie die oben betrachtete, deren 

Determinante gleich der positiven Zahl £, in welcher der 

mittlere Coefficieut positiv und kleiner als ^D und der 

Schwärt, Zahlen- Theorie. 23 
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erste Coefficient 1 seinem absoluten Wertlie nach zwischen 
JD+B und ^D—B liegt, heisst eine (auf die positive Determi- 
nante D bezugliche) reducirte Form. Die reducirten Formen mit po- 
sitiver Determinante haben daher eine andere Natur, als die reducirten 
Formen mit negativer Determinante; indessen ist die gleiche Benennung 
von Gauss, dem Schöpfer dieser ganzen Theorie, eingeführt worden we- 
gen der grossen Analogie, die demungeachtet zwischen beiderlei Arten 
ton reducirten Formen herrseht. 

Es erhellt jetzt unmittelbar, wenn man A = o (i) t B = K n \ C s= al**** 
setzt, wie man von jeder beliebig gegebenen Form (a, i, «') 
vermöge einer Reihe von angrenzenden Formen zu der zu- 
gehörigen reducirten Form {A, B, C) gelangen kann. 

Beispiel. Es sei die gegebene Form (a, b, a') = (67, 97, 140), 
also D = 29, ^D zwischen 5 und 6, so findet man (cf. §. 22 das For- 
melsystem 1) am Schlüsse) die reducirte Form (1, £, C) = ( — 1, 5, 4) 
auf folgende Art: 

(«, 5, a') =(67, 97, 140); 5<T*'>5 — 140,— 97+V = 140A', 5' = 

43 (mod 140), *'= — 97, *' = 0, a" = 67— 0(97 +97) = 67; 
(*, b', a") =(140,— 97,67);5>6">5— 67, — 97+6" = 67A", 6" = 

50 («MMJ67), 6"=— 37,A"=— 2, a"'=140+2(— 97+37)=20; 
<<*", *", a'") = (67, —37,20); 5 >6'">5-20,— 37+6'" =20*'", *'" = 

17 («od 20), 6'"=— 3, *'"=— 2,a"~67+2(— 37+3)«— 1; 
<«"', *'", a") = (20, — 3,— 1); 5>»^>5— 1, _3 + 6ir=— *", W = 

1 {mod 1), 6^=5 */v = — 2, aV = 20+2(-3 — 5) = 4; 
<«", 6IK,«F>=(-1, 5, 4). 

Setzt man die Rechnung weiter fort, so erhält man noch die folgen- 
den, wie sich ausweist, gleichfalls reducirten Formeln: 
<4, 8, —5), (-5, 2, 5), (5, 3, —4), (—4, 5, 1), (1, 5, -4), 
(-4, 3, 5), (S, 2, -5), (-8, 3,:4), (4, 5, -1), (-1, 8, 4) 
und, wenn man noch weiter geht, so wird man finden, dass die ehe© 
genannte Reibe reducirter Formeln unendlich oft wiederkehrt 

Wir stellen noch folgende Reihen auf, in welchen die jedesmalige 
letzte Form die reducirte zu der ersten Form ist: 

(20, -14, 4), (4, 14, 20), (20, 6, -4), (-4, 10, 4); 
(«56, 966, 140), (140, —86, 52), .(52, —18, 4), (4, 10, —4). 
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Die vorliegende Rechnung liefert den Beweis, dass mindestens 10 re- 

ducirte Formen, nämlich ( — 1, 5, 4), (4, 3, —5), ( — 5, 2, 5\ 

zu der gegebenen Form (67, 97, 140) existiren, die sowohl unter ein- 
ander, als auch der gegebenen aequivalent sein müssen. Zugleich zeigt 
ihfe Betrachtung, dass, unter der Voraussetzung einer positiven Determi- 
nante, die Bedingungen, unter welchen reducirte Formen aequivalent sind, 
durchaus nicht die nämlichen und auch nicht so einfach sind, wie in dem 
Falle einer negativen Determinante. Ehe wir daher in unserer Untersu- 
chung weiter gehen, wird es gut sein, wenn wir nach dem Vorgange von 
Gauss eine vorläufige genauere Kenntniss der Eigenheiten «uns zu erwer- 
ben suchen, welche die reducirten Formen der betrachteten Art aus- 
zeichnen* 

ß) Wenn die Form («, 6, c) eine reducirte ist, so haben 
die beiden äusseren Coefficientena und c entgegengesetzte 
Vorzeichen. Dies erhellt unmittelbar aus der Gleichung «esst 3 — J) f 
wenn man bedenkt, dass b>^D ist. 

b) Wenn die Form (a, 6, c) eine reducirte ist, so ist je- 
der der beiden äusseren Coefficienlen a und e zwischen 
den Grenzen ^D+b und *JD — b gelegen; es istmithinauchdie 
umgekehrte Form (c, 6, a) eine reducirte. Dass a zwischen den 
erwähnten Grenzen liegt, folgt aus der Erklärung der reducirten Formen; 
dass das Nämliche auch von c gilt, ergiebt sich, wenn map bemerkt, dass 

wegen der Gleichung c = offenbar c zwischen den Grenzen -= — 

und -== — , d.i. zwischen den Grenzen yD—b und yD+b liegt. 

c) Jeder der beiden äusseren Coefficienten ist (absolut 
genommen) kleiner als 2^D\ der mittlere Coefficient b liegt 
z wischen den Grenzen ^udJ yjü — a (indem a in diesem Aus- 
drucke nicht als algebraische Zahl, sondern als absoluter Zahlen werth gilt). 
Das Erste folgt aus den beiden Ungleichungen a oder c<yjD+b und 
b<>JD; das Zweite folgt aus den Ungleichungen a — (^IT— 6) oder 
* — (jD — a)>0 und b — ^D>0. Ebenso iässt sich zeigen, dass 
b aueji nofsh zwischen den Grenzen J5 und >[D — i enthal- 
ten ist. 

23» 
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c) Jeder reducirten Form ist in Bezug auf jeden ihrer 
beiden äusseren Coefficienten eine und nur eine redu- 
cirte Form angrenzend. 

Sei die gegebene reducirte Form (a, 6, af) und in der angrenzen- 
den Form (a', 6', a") die Grösse b' als die zwischen den Grenzen ^D 
und ^D — [a'] (wo die Hakenklammer, wie früher festgesetzt und weiter 
festgehalten werden soll , bedeutet, dass a' nicht als algebraische Zahl, 
sondern nur nach seinem absoluten Zahlenwerthe betrachtet werden soll) 
enthaltene Lösung der unbestimmten Gleichung 6+b' =r a'h' bestimmt: 
so exislirt immer eine und nur eine Form dieser Art. Wir haben nun 
zunächst zu beweisen, dass diese Form eine reducirte ist. 

Zu Folge der Voraussetzung isi die untere Grenze für b 1 die Quanti- 
tät V^— M und die obere Grenze für [V] die Quantität ^D+b; daraus 
ergeben sich die beiden Ungleichungen b 1 — V^+M>0 u °d *+V^ — 
IV] >0, welche zusammenaddirt die dritte Ungleichung 6 + 6'>0 her- 
vorbringen, d.h. 6 + 6' ist eine positive Grösse. Da nun b+V = <rt' 
ist, so folgt, dass h* dasselbe Zeichen hat, wie a 4 und eine von ver- 
schiedene Grösse ist; mithin ist auf jeden Fall [A'] — 1 keine negative 
Grösse, also entweder positiv oder gleich 0. 

Indem wir nun die vorige Gleichung also umschreiben : b+b' = |V][V] 
und darauf die Ungleichung b' — vD + lV]>0 hinzuaddiren, erhalten wir 
2b' + b~yjD+[a'] >[a'].[A'] f oder um so stärker, wenn wir links für 
b die jedenfalls noch grössere Quantität yD subslituiren und einige leichte 
Umformungen vornehmen, 2b f >► [a'] . ([A*] — 1). Nun ist die rechte Seite 
dieser Ungleichung keinesfalls negativ, mithin kann auch die linke Seite 
picht negativ sein, d.h. wir haben im Allgemeinen b 4 als eine positive 
Grösse (die in speciellen Fällen jedoch sich annulliren kann). Da V fer- 
ner seiner Bestimmung gemäss kleiner als y[D ist, so genügt der mittlere 
Coefficient den Bedingungen einer reducirten Form. 

Aus der Gleichung b + b 4 = MCA*] ergiebt sich ferner, wenn man 
für b seine obere Grenze ^D einsetzt, ^D+b' >[a / ][*']» woher ^D+ 
b 4 — [<*']>[«'] ([A'] — 1); daher ist die linke Seite der vorstehenden Un- 
gleichung positiv, also ^D+b 4 >[a 4 ]. Es ist ferner, weil ^D — [a'] die 
untere Grenze für V ist, fÖ — £'<[a'], also bestehen die beiden Un- 
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gleichungen ^D— J'< [a']< JW+V. Die untersuchte Form ist daher 
eine reducirte. 

Dass keine zweite davon verschiedene und gleichfalls an (a, 6, a!) 
angrenzende Form, wie z.B. (a\ ß' , a") existiren könne, beweist man, 
wie! folgt. Weil (a\ ß* , cc") eine reducirte Form sein soll, ist ß' nach 
dem Salze c) zwischen y[D und yjD — [a t ] enthalten und zu gleicher Zeit 
eine Wurzel der Congruenz b+ß = (mod [a']). Zwischen den näm- 
lichen Grenzen liegt nun auch das vermöge der Congruenz 6 + 6' = 
(mod [a']) bestimmte 6'. Da diese beiden Congruenzen identisch sind und 
innerhalb des in Frage kommenden Intervalles nur eine einzige Lösung 
besitzen , so muss man 6' = ß* haben, d. h. die Form («', b\ a") ist mit 
der Form (a' ß 1 a") identisch. 

Also existirt nur eine einzige reducirte Form (a', 6', a"), welche der 
gegebenen Form (a, 6, a') in Bezug auf deren letzte Partie angrenzend 
ist. Ganz ebenso beweist man, dass mir eine einzige reducirte Form 
(ffj, 64 , a) existirt, welche der gegebenen Form (a, b, a') in Bezug auf 
deren erste Partie angrenzend ist. 

e) Die Anzahl der reducirlen Formen, die sich auf eine 
positive Determinante beziehen, ist begrenzt; die verschiede- 
nen möglichen Formen können vermöge einer doppelten Methode erhal- 
len werden. 

Erstens man nimmt für a der Reihe nach alle Zahlen an, welche 
positiv und kleiner als 2yD sind und, damit der Congruenz 6 2 = D 
(mod a) Genüge geschehe, zum quadratischen Reste die Zahl D haben; hierauf 
setze man für 6 diejenigen den verschiedenen Werthen von a entsprechenden 
und in den kleinsten positiven Zahlen ausgedruckten Lösungen der eben ge- 
nannten Congruenz, welche zwischen den Grenzen JB und ^D — a ent- 
halten sind; die Grösse a' endlich ergiebt sich, indem man die Wertbe 

6 2 — D 

des Ausdruckes für die verschiedenen zusammengehörigen Werthe 

a 

von a und 6 berechnet. Alle hierbei etwa hervorgehenden Formen, in 
denen a ausserhalb der Grenzen jD+b und J7F—b liegt, sind wegzu- 
werfen. Die übrigbleibenden Formen stellen alle nur möglichen von der 
Gestalt (a, 6, — a') dar, wo a und a! positive Grössen bezeichnen. Man 
findet eben so viele davon verschiedene, in denen der erste Coeffieient 
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eine negative Grösse ist, indem man in den vorhergehende« entweder die 
Vorzeichen der beiden äusseren Coefficienten vertauscht oder indem man 
sie umkehrt, d. h. nach einer von Gauss eingeführten Benennung stell die 
assoeiirten Formeln bildet. Unter einer assoeiirten Form 
zu einer gegebenen nämlich versteh! man diejenige Form, 
welche aus der gegebenen durch Vertausch ung der beiden 
äusseren Coefficienten entsteht 

Zweitens kann man für b der Reibe nach alle nur irgend möglichen 
positiven ganzen Zahlen unterhalb der Grenze ^D annehmen und hierauf 
zusehen, ob die diesen verschiedenen Werthen von b entsprechenden 
Werthe des Ausdruckes die Zerlällung in zwei solche Factoren gestatten, 
deren absolute Werthe sich zwischen den Grenzen jD+b und ^D — b be- 
finden und von denen der erste eine positive Grösse darstellt. Jede der- 
artige Faclorenverbindung a. — a' giebt alsdann die beiden associirteu For- 
men (a, b, — a') und ( — a\ b, a). 

Wir wollen beispielsweise vermöge der zweiten Methode die reducir- 
ten Formen der Determinante D=79 berechnen, für welche >JD zwischen 
den Grenzen 8 und 9 liegt. Die verschiedenen Werthe von 6, die man 
der Reihe nach zu untersuchen hat, sind 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Setzen 
wir 6 = 1, 2, so wird b 1 — D= — 78, — 75 und es sind überhaupt keine 
Zerfallungen möglich, so dass die Factoren zwischen den Grenzen JlT+b 
und yJD — b, d.h. hier zwischen den Grenzen 9, 11 und 9, 7 (dieselben 
incl.) zu liegen kommen. Setzen wir J = 5, so wird 6 2 — D = — 70 
und die Grenzen für die Factoren der einzelnen zulässigen Zerfällungeft 
werden yJD+b =8+3 und JD— 5 = 9 — 3, d.h. 11 und 6. Wir er- 
hallen als die zwei allein stalthaften Zerfällüngen +7. — 10 und +10. — 7, 
wodurch die 4 Formen hervorgehen: (7, 3, — 10) und (—10, 3, 7), 
(10, 3, — 7) und ( — 7, 3, 10). Dieselben können auch wie folgt zusatn- 
fredgeschrieben werden: (+7, 3, +10) und (+10, 3, +7). Indem man 
to ähnlicher Weise fortgebt, ergeben sich nach und naeh alle nur mög- 
lichen reducirten Formen mit der Determinante 79, nämlich: 

(± 7 > 3, +10), (±10, 3 +7); (±7, 4, + 9), (+ 9, 4, +7); 

(+6, 5, + 9). (+ 9, 5, +6); (+2. 7, +15), ( + 15, 7, +2); 

(±3, 7. +10), (+10, 7, +3); (±2, 7, +15), (+15, 7, +2); 

(±1, 8, +15), (+15, 8, +1); (±3, 8, + 5), (+5, 8, +3). 
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Beispiel 2. Die auf die Determinante 133 bezüglichen reducirte« 
Formeln sind: 
(+H, 1, +12), (±12, 1, +ll)j (±9, 4, +13), (±13, 4, +9); 
(±9, 5, +12), (±12, 5, +9); (±6, 7, +14), (±14, 7, +6); 
(±7, 7, +12), (±12, 7, +7); (±4, 9, +13), (±13, 9, +4); 
(±3, 10, +11), (±11, 10, +3); (±1, II, +12), (±12, 11, +1); 
(±2, 11, +6), (±6, 11, +2); (±3, 11. +4), (±4, 11, +3). 

2) Sämmtliche auf eine bestimmte Determinante D be- 
zügliche Forniee gruppiren sich in Perioden, deren jede 
eine gerade Anzahl lauter unter einander verschiedener 
und (eigentlich) aequi valenter Formen unifassi. Die Formen 
einer solchen Periode lassen sich derartig ordnen, das« 
immer je eine der nachfolgenden und die letzte der ersten 
angrenzend ist. 

Sei, um dieses zu beweisen, F=(a, b, — a t ), wo a und a x Grös- 
sen von gleichem Vorzeichen bezeichnen, irgend eine reducirte Form und 
werde, wie gewöhnlich, Dssb 2 — aa i gesetzt. Bilden wir uns die Reihe 

der angrenzenden Formen F t = ( — a it b lt a 2 \ ^ = («i» b 2 , — fl a)» 

und zwar vermittelst des in der vorigen Nummer auseinandergesetzten Bil- 
dungsgejsetzes, so erhellt aus d), dass jede Form dieser Reihe eine re- 
ducirte und in unzweideutiger Weise bestimmt ist, und es muss im Ver- 
laufe der Rechnung die Form F auf jeden Fall noch einMdl wieder her- 
vortreten , so dass FW die erste Form der Reibe iei, welche -der An* 
-fangsform F gleich wird. Nämlich , da die Anzahl 4er reducirten Formell 
«ine beschränkte ist, so kann die Reihe, die «ersichtlich ins UntndHeto 
fortgeht, nicht lauter von einander verschiedene Formen enthatten, als« 
wenigstens eine specielle Form /s n = (±^o ni , b m , +0*44) der Reihe wird 
nothwendig irgend einmal zum zweiten Male auftreten, so .dass man F m =? 
Fm+n bat. Dies vorausgesetzt folgt Fn^% = ^1+*— 1 ; denn die Forme# 
t+Äm-.!, b m ~ i9 ±a m ) und Cfa n +n~i, ftm+n-t, ±flm+n) &ind nolhwenjjjg 
identisch, da man wegen Identität der Formen F m und F^^ n die filßJr 
ebungen ±0«,= ±««,4-11 • &m == *mtHi hat und demgemäß die Eitlen Cpef» 
ficienten der betrachteten Formen die nämlichen sind und 4iö .initUfstefi 
vermöge identischer Rechnungen gefunden werden. Indem .map in der- 
selben Weise weiter fortgeht, erhalten wir F m -z = Fp^*^, F^^fs^ 
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fm+%-%% Fi — F n +\, F=F M . Wir Laben jetzt noch darznthnn, dass 

die Formen F, F| , F 2 , F 3 , F M -.i alle unter einander verschieden 

»iiid, d.h. dass F» die erste Form der Reihe ist, welche gleich F wird. 

Zu Folge der Voraussetzung ist zwischen F m und F„+n keine Form 
enthalten, die identisch mit F m oder, was dasselbe sagt, mit F m + n wäre. 
Wenn nun innerhalb des Intervalles F m und F m+Ä zwei von F m verschie- 
dene und untereinander identische Formen Fp und Fy eiistirten, so dass 
v und ju Zahlen innerhalb der Grenzen m und m + n und y>jfc wäre, so 

würde geschlossen werden dürfen F^— i = Fy— l, F^— 2=Fy— 2, 

F m = F(y— ^-(-m) ; nun sind v und ju beides Zahlen kleiner als n+m, aber 
grösser als m; mithin v — //+w eine zwischen m und n + »t beflndliche 
Zahl, d.h. es existirt gegen die Voraussetzung innerhalb des Intervalles 
von F m bis zu F m+n eine dritte Form F(v— ^-fn) identisch mit den beiden 
Formen F m und F m +n. 

Also sind alle Formen zwischen F m und F m 4* verschieden , folglich 
sind es auch die mit diesen der Reihe nach identischen Formen zwischen 
F und F n , und die Reihe angrenzender Formen, welche mit F beginnt, 
wird sich aus derselben unendlich oft wiederkehrenden Periode zusammen- 
setzen, welche die untereinander verschiedenen reducirten Formen F, F lf 
F%$ F lf F 4 , Fnrut, Fn^i enthält. 

Jede Form dieser Periode ist zu der nachfolgenden die angrenzende 
(iu Folge der Entstehung der Reibe); die letzte Form dagegen bat zu ih- 
rer angrenzenden Form die erste. In der Tbat sind F n _i und F„ angren» 
sende Formen; da nun F und F n identisch sind, so ist die Form F in 
Bezug auf ihre erste Partie die angrenzende zu der ersten Form. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass die Periode eine gerade Anzahl 
von Gliedern umfasst. Zu Folge der eingeführten Bezeichnung sind «, 

<*t , <*i> <h> Off-it «» lauter Grössen von gleichem Vorzeichen ; wenn 

wir mithin unter F m eine beliebige Form verstehen, so wird der erste 
Coefficient dasselbe Vorzeichen mit a oder ein verschiedenes Vorzeichen 
haben, je nachdem der Index m eine gerade oder ungerade Zahl ist. Nnn 
ist F identisch mit F», also a und a n Grössen von gleichem Vorzeichen, 
also ist n gerade und mithin auch die Anzahl der in unserer Periode ent- 
haltenen Formen. 
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Dieses Alles vorausgesetzt bilde man sich sämmtliche auf die Deter- 
minante D bezöglieben reduetrten Formen und suche die auf die erste 
derselben bezügliche Periode. Dadurch werden eine Anzahl von Formen 
ausgeschieden, die wir als die Formen der ersten Periode bezeichnen 
können. Von den übrig bleibenden nehme man wieder die erste und 
bilde dazu in bekannter Weise die Reibe der angrenzenden Formen: die- 
selbe giebt die Formen der zweiten Periode und man wird sich dessen 
versichert halten können, dass keine Form der ersten Periode identisch 
ist mit irgend einer Form der zweiten Periode. Dies folgt aus einem 
Satze, den wir später beweisen werden, dass zwei aequivalente reducirte 
Formen nur Formen einer und derselben Periode und nicht Formen von 
einander verschiedener Perioden sein können. In ähnlicher Weise gebt 
man weiter fort und bildet aus den übrig gebliebenen Formen die dritte, 
vierte, fünfte Periode und so weiter, bis keine mehr übrig ist. Die For- 
men irgend einer bestimmten Periode sind alle einander (im eigentlichen 
Sinne) aequivalent und es werden in den übrigen Perioden keine mit ih- 
nen aequivalente Formen angetroffen. 

Beispiel 1. Die zurückgeführten Formen der Determinante 79 zer- 
fallen in folgende 6 Perioden : 

1. (1, 8, —15), (-15, 7, 2), (2, 7, —15). (—15, 8, 1). 

II. (—1, 8, 15), (15, 7 —2), (-2, 7, 15), (15, 8, —1). 

III. (3, 8, —5). (—5, 7, 6), (6, 5, -9), (—9, 4, 7), (7, 3, —10), 

(-10, 7, 3). 

IV. (—3, 8. 5), (5, 7, —6), (-6, 5, 9), (9, 4, -7), (-7, 3, 10), 

(10. 7, -3). • 
V. (5, 8. —3), (-3, 7, 10), (10, 3, -7), (-7, 4, 9), (9, 5, —6), 

(-6, 7, 5). 
VI. (-5, 8, 3), (3, 7, —10), (-10, 3, 7), (7, 4, -9), (—9, 5, 6), 

(6, 7, —5). 
Beispiel 2. Die zurückgeführten Formen der Determinante 133 
geben folgende 4 Klassen: 

I. (11, 1, —12), (-12. 11, 1), (1, 11, —12), (-12, 1, 11), 
(11, 10, -3), (—3, 11, 4), (4, 9, -13), (-13, 4, 9), 
(9, 5, -12), (-12, 7, 7), (7, 7, -12), (-12, 5, 9), 
(9, 4, —13), (—13, 9, 4), (4, 11, —3), (—3, 10, 11). 
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U. (—11, 1, 12), (12, 11, —1), (-1. 11, 12), (12, 1, —11), 
(-11, 10, 3), (3, 11, —4), (-4, 9, 13), (U, 4, —9), 
(-9, 5, 12), (12, 7, -7), (-7, 7, 12), (12, 5, —9), 
(-9, 4, 13), (13, 9, —4), (-4, 11, 3), (3, 10, —11). 

III. (6, 7, -14), (-14, 7, 6), (6, 11, -2), (-2, 11, 6). 

IV. (-6, 7, 14), (14, 7, -6), (-6, 11, 2), (2, 11, -6). 

Wir machen rücksichllich dieser Perioden noch nachfolgende Bemer- 
kungen : 

a) Bildet man sich von zwei aequivalenten Formen die zugehöri- 
gen Perioden, so enthalten beide dieselben Formen und auch in dersel- 
ben Ordnung und nur rücksichtlich des Anfanges und des Endes sind sie 
von einander verschieden; z.B. die Periode II. im ersten Beispiele kau 
auf doppelte Weise, wie folgt, beschrieben werden: (—1, 8, 16), (15, 7, 
-2), (-2, 7, 15), (15, 8, -1) oder (-2, 7, 15), (15, 8, —1, (— 1, 
8, 15), (15, 7, — 2\ 

b) Wenn zwei zurückgeführte Formen associirt sind, m entboten 
die zugehörigen Perioden lauter associirte Formen , und zwar sind solche 

Formen die beiden ersten, darauf die zweite, dritte, vierte, der 

einen mit respective der letzten, zweitletzten, drittletzten Ferm 

der andern Periode. Zwei Perioden von der Beschaffenheit, 
dass die Formen der einen den Forme« der anderen re- 
spective associirt sind, heissen associirte Perioden und 
auf dies Verhältniss kann schon aus der Existenz eines einzigen derarti- 
gen Paares associirter. Formen geschlossen werden. Beispiele hierzu ge- 
ben die auf die Determinante 79 bezuglichen Perioden III und VI, IV und 
V; dagegen von den auf die Determinante 183 bezuglichen Perioden sind 
keine je awei einander associirt. — Wenn 2 Perioden associirt 
sind, so sind dieFormen der einen d-en Formen der an>dei* 
uneigentlich aequivalent. Der Beweis aller dieser Sätze ist leicht; 
der letzte namentlich beruht aef den Theoremen 1) und 3) in f. 22. 

c) Wenn in einer Periode irgend eine Form utod «zugleich die ihr 
associirte vorkommt, so existirt zu jeder anderen Form in der nämlithen 
Periode die associirte. Eine solche Ptriod^ heisst feich selber 
associirt und es exi&tiren darin jede&Mal z<wei zweideutige 
Formen Utod bieh-t mehr. ... 
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Ordnen wir die Periode so, dase die eine der beiden associirten For- 
men den Anfang macht und sei dieselbe von der Gestalt F, Fi , F 3 , 

F 3 , F 2n _2i ^iji-ii so ist der Index der zu F associirten Form <2n 

und nothwendig eine ungerade Zahl, weil der erste Coefficient darin ein 
anderes Zeichen hat als der erste Coefficient in F. Setzen wir sie daher 
gleich /jm-R- Man kann alsdann allmälig und ohne besondere Schwierig- 
keit den Nachweis fuhren, dass auch JPJ und Fj™, Fi und F 2m _i, 

und allgemein F k und F im ^\-k associirte Formen sind. Da k und 2ro+ 
1 — k niemals identisch werden können, so ist hiermit der erste Theil 
unseres Satzes bewiesen. Setzen wir nun &=m, so bekommen wir die 
angrenzenden Formen F m und F m +\ als solche, die zugleich associirt sind 
und daher unter der allgemeinen Form (4, B, — A 1 ) und ( — 4' , Ä, 4) 
stehen; mithin folgt B+B ^ (mod [4']) oder 25 durch 4' ohne Rest 
theilbar. Daher ist F m +\ eine zweideutige Form. Sitzen wir ferner k = 
n+m, so bekommen wir noch zwei andere angrenzende und zugleich as- 
sociirte Formen, nämlich F n + m und F»+ m +r, von denselben muss daher 
wieder die zweite eine zweideutige Form sein. Mehr zweideutige Formen 
aber als die eben aufgestellten können nicht existiren; denn zwischen den 
Grenzen F und F 2n kommen nicht mehr als zwei Paare aufeinanderfolgender 
Formen vor, die associirte sind, und wenn ausser jenen noch eine davon 
verschiedene dritte zweideutige Form exislirt, so wurde diese die Existenz 
eines dritten von den vorhergehenden verschiedenen Haares aufeinander 
folgender und assoeiirter Formen zur Folge haben. 

In der Thal, nehmen wir an, F^+l sex e ' ne zweideutige Form und 
Jt vtfn m und m-f-n Verschieden, so sind die beiden Formten F^ und F^j 
anteiwemdkUgreftzend und mithin, wenn wir sie uns unter d*r ßestalt (4, 
3, — A') und (—4', V, A") darstellen, hat man B+B? 2 (moü 14']). 
Ndn iit> weil F^j eine zweideutige Form ist, aoeh V ^ imod [A']); 
also B S (mod [41). Da die Formen F x tf»d F l+l hätte redücirte 
sin*, io liegt nach dem Satze unter c) in der vorigen Ntimmtir sowohl 
B % wÜe M* äwisditti ifom nämlichem Grfcnfeten D und D — [4']; dto VeYnto 
die beiden Congruenzen, vermöge deren sie bestimmt werden, identisch 
sind und zwischen den genannten Grenzen nur eine Lösung gestatten, so 
•folgt die Identität von B und B\ Die Gleichheit der Determinante end- 
lich liefert 4 = 4", Also sind die beiden aufeinander folgenden Formen 
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fl und Fx+l associirt; d.h. es existirt zwischen den Grenzen F und Fj» 
noch ein drittes Paar a?sociirter Formen, die unmittelbar aufeinander 
folgen. 

Dass dies ein Widerspruch ist, ergiebt sich auf folgende Art. Da 
Fi und F^i associirt sind, so sind es auch Fjt— 1 m ^ ^+2» ^X—2 un & 

Fi_£$, zuletzt F und J^+i. Da nun aber F auch mit F^^i as- 

sociirt ist, so müssen die Formeln F 2 x±\ und Fi m +\ identisch sein, d. h. 
die Indices 2A+1 und 2m +1 können nur um ein Vielfaches von 2» un- 
terschieden sein , oder es wird der Congruenz X = m (mod n) genügt. 
Dies wird für die Werthe A = m, tn+n der Fall sein, welche indessen 
zu Folge der Annahme ausdrücklich ausgeschlossen sind; ausserdem ge- 
schieht es für die Werthe A = m+2n, m+3n, m-f4n, : aber schon 

der erste dieser Werthe ist unbrauchbar und noch starker sind es 
die nachfolgenden. Denn, wenn wir A = m+2n setzen, so liegen die 
Formen F^ und .Fjt+l ausserhalb der Grenzen F und F**, im Wider, 
spruche mit der Annahme, nach der F^j die dritte zweideutige Form 
zwischen den genannten Grenzen sein soll. Diese Annahme hat daher 
überhaupt keinen Sinn. 

Es lässt sich nun leicht auch der umgekehrte Satz nachweisen, dass 
jede Periode, in der eine zweideutige Form auftritt, sich 
selber associirt ist, und dass mithin die Existenz einer 
zweideutigen Form immer die Existenz von einer und nur 
einer zweiten in der nämlichen Periode zur Folge hat. 

Dies folgt unmittelbar, da wir vorhin bewiesen haben, dass, wenn 
in irgend einer Periode eine Form, etwa F^i 1, zweideutig ist, sie mit 
der vorhergebenden associirt sein muss, was, wie wir wissen, die Pe- 
riode als mit sieb selber associirt charakterisirt. Ebenso lässt sich ohne 
alle Schwierigkeit darthun, dass eine mit sich selber assoeiirte 
Periode lauter Formen enthält, die sowohl im eigentlichen 
wie im uneigentlichen Sinne einander aequivalent sind. 

Beispiele zu den vorstehenden Sätzen geben die sämmtlichen auf die 
Determinante 133 bezüglichen Perioden. So sind z.B. die beiden zwei- 
deutigen Formen in der Periode I: (1, 11, — 12) und (7, 7, — 12) und 
sonst sind weiter keine vorbanden. 
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d) Die Anwendung der Satzes unter <J) in voriger Nummer legt es 

nahe» die Reihe der angrenzenden Formen F, F i9 F 2 , F 2l auch nach 

links hin über F hinaus fortzusetzen; bedienen wir uns, um die dadurch 
sich ergebenden neuen Formen zu bezeichnen, der negativen Indices, so 
bekommen wir die nach beiden Seiten hin unbegrenzte Reihe: 

oder auch 

,,... (a_i, 6-j, — a_0, (— a_i, 6_i, a), (a, 6, — «t), (— <r lv b if a 2 ) 

und die Grössen a, a_j, a_i, a, a l9 a 2 , ....... sind hier sämmt- 

lich mit dem gleichen Vorzeichen versehen. 

Zugleich erhellt unmittelbar, dass man links von F dieselbe Periode 

erhält, wie rechts, und zwar sind £_i, F_$, JFL3, der Reihe nach 

identisch mit Fu-i$ F&-% $ #a»-3, Man hat daher das allgemeine 

Theorem, dass irgend zwei Formen der naoh beiden Seiten 
hin unbegrenzten Reihe mit einander identisch oder von 
einander verschieden sind, je nachdem die respectiven In- 
dices nach dem Modul 2n mit einander congruent oder in-. 

• a 117 j- f\ «• . 6— a+^-2 6—2+6-1 

congruent sind. — Was die Quotienten , ; 

a_* — a-i : 

— — , — r- 1 , - 1 -i anbetrifft, die bei der Bildung der Reihe 

vorkommen und nachher, wie wir wissen, zur Transformation der ur- 
sprünglichen Form F in irgend eine beliebige der Reihe ihre Verwendung 
finden: so kann man dieselben, wie folgt, darstellen: 

A-*i — A— li *> — Äti *2> » 

wo die sämmtlichen h, mögen sie nun positive oder negative Indices ha- 
ben, dasselbe Vorzeichen haben wie a. Die absoluten Werthe der der 

Periode rechts von F entsprechenden h sind der Reihe nach h if h 2 , A 3 , 

Ato-i, die absoluten Werthe der der Periode links von F entsprechenden 

h sind gleichfalls der Reihe nach h, Li, ä_*, A_s, ktn-2 und man 

hat wieder allgemein den Satz, dass je zwei h mit ungleichen In-* 
dices identisch oder nicht identisch sind, je nachdem die 
Indices nach dem Modul 2n einander congruent sind oder 

incoQgru.ent*. . . 

3) Betrachten wir jetzt näher die Transformation einer reducirten 
Form F in irgend eine andere Form der zugehörigen Periode und unter- 
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suchen die Modificationen , welche die allgemeine in $. 22 unter 3) aus- 
einandergesetzte Lösung dieses Problemes in dem gegenwärtigen Falle 
erfährt. Zu dem Zwecke schreiben wir uns wieder die Reihe der angren- 
zenden Formen sammt den dazu gehörigen Wefthen der verschiedenen h 
hin , wie folgt : 

F-Ai F-3i '-2i F-l> F, Fli ^2» ^3i ^4 

— Ä_3, Ä-2, — Ä-.1, Ä, — Aj , A 2 , — A3, Ä 4 

und fassen zunächst die Transformation der Form F in irgend eine Form 
F m mit positivem Index ins Auge. Nehmen wir an, dass sie sich durch 
die Substitutionen x = a m x m +ß m y m , y = y m Xm+d m y m vollziehe: alsdann 
wissen wir, dass man die Coefficienten a m und ß m als die respective den 
Partialquotienten +A m -i und +A m entsprechenden Glieder einer Reihq 
erhält, welche in ähnlicher Weise sich bildet, wie die aufeinanderfolgen- 
den Zähler der Näherungswerthe zu einem gegebenen Kettenbruche, und 
die Coefficienten y m und <J m als die nämlichen Partialquotienten ent- 
sprechenden Glieder einer anderen Reihe, deren Bildung ähnlich ist wie 
die Bildung der aufeinanderfolgenden Nenner zu einem gegebenen Ketten- 

bruche. Die Quotienten — und ~- müssen daher etwas Aehnliches dar- 

y m o m 

stellen, wie zwei solche aufeinanderfolgende Näherungsbruche. 

Indem wir daher die aufeinanderfolgenden Werthe der Grössen a m 
und y m für die verschiedenen Werthe von m berechnen und ihre absoluten 
Zahlenwerthe respective durch A m und C m bezeichnen, erhalten wir nach 
und nach unter der Annahme, dass a und mithin auch A lf A 2 , po- 
sitiv sind, folgende Resultate: 

«i= 0=4-4,, y t = 1 =+C t 

a 2 = — 1 = — A 2 , y 2 = — A| = — €2 

a 3 = — A 2 . A 2 — (+A t ) = — (i< 2 A 2 +i4,) =— A z , y 3 = -(C 2 A 2 +Ci ) =^4 

a 4 ==— 4 3 .— A 3 -(-^ 2 )=+(4 3 Äs+^^ = + ^4, y4 = + (A*s+C2>=+£ 
a s = -M 4 - Ä 4 — (-i4s)= +0M 4 +i* 3 )=+4>, ?• =+(<?•*•+<»)*+«» 
a 6 = +A,.— A 5 — (+4 4 ) = -0M 5 +4 4 )=— K /•=»— (^*5+C4)=— C $ 
* T = — A<. A,— (+4 5 ) = — OMe+is)^— A%* fi»-(tfiVH?i)=— «i 



und daraus: 
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ßl «» -^-^Jj ßl =*= *"^St A^+^t» Ä == +45t A 525 — ^6» A^"^"«« 
<?i =^ ~Cj, ^2 == ft» $3 = + C|» ^4 =ss + ft» ^5 Ä — C(|» ^6 == — C|» 

Wenn wir dagegen die Grösse a und mit ihr alle die verschiedenen k ne- 
gativ haben, 90 folgen die vier Gleichungssysteme: 

Cfi = A i9 «2 = ^2» #3=+^3i #4 =+^4» #5 = — ^5» a 6 == 4'- 

y* = +Cki /2= +c*. ys =— fti f4 = — c*i ys = +£*» y« = +c 6 , .... 

A — — ^2f A = +^3» A == +^4» A^ — ^5> A = — ^«' A = +^1» •••• 
d| = + Cj, £ s = — C 3 , d 2 = — C 4 , fl 4 = + C 5 , <J 5 = + C 4 , 6% = — Cj, .... 

Aus dieser Analyse ergiebt sich, dass die absoluten Zahlenwerthe der 
Coefficienten in den Substitutionen, vermöge deren F in irgend welche 
Form seiner Periode übergeht, sowohl wenn a positiv ist, wie auch wenn 
a negativ ist, dieselben bleiben und dass die Vorzeichen in beiden Fällen 
nach einem leicht zu übersehenden Gesetze wechseln. Wir werden daher 
grösserer Einfachheit halber in dieser Nummer a vorzugsweise als positiv 

annehmen, so dass auch die Grössen A l9 h 2 , ä 3 , , sowie die Grössen 

A_i, Ä_ 2, A-3, als positiv angesehen werden müssen. In der That 

4iommt es in den unmitteJhar nachfolgenden Entwicklungen auch nur auf 
die absoluten Werthe der genannten Coefficienten, d.h. auf die Werthe 
der verschiedenen A und C an. 

Dieses vorausgesetzt sieht man unmittelbar ein, dass die Grössen 
A if A 2 , A 2f A A , und C lf C 2 , C 3 , genau die nämliche Bil- 
dung haben, wie respective die Zähler und Nenner der Näherungswerte 
zu einem Ketlenbruche, dessen Parlialquolienten die ganzen positiven Zah- 
len h i9 h 2 , ä 3 , K> sind, der also die Form zeigt: 



*i+r, 1 



h3+ h+ 



Hiervon scheinen nur die beiden Werthe a t = und y t = 1 ausgenom- 
men. Indessen ordnen sich auch diese demselben Gesetze unter, .wenn 
man als Oten Näherungswert die Grösse ■}- annimmt, wie wir ja schon 
von der Bildung der Nähemogswerihe her es gewohnt stioü. Es bindert 
nun nichts, dass wir den Index m über jede Grenze hinaus wachsen las- 
sen, d.h. dass wir den Kettenbruch als einen unendlichen uns denken. 
Zu Folge der Erörterungen p. 45, 46, 47 wisse« wir, dass der Werth 
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eines solchen Kettenbruches .eine endliche Quantität ist und es entsieht 
die Frage» wie er gefunden werden kann. Da der Kettenbruch ein pe- 
riodischer ist, d.h. in seinen Partialquotienten die beständige Wiederho- 
lung der Zählen A t , h 2f &s> A*, darbietet, so schliessen wir nach 

dem Theoreme, welches sich p. 53 am Schlüsse befindet, dass er irgend 
eine der. beiden Wurzeln einer quadratischen Gleichung darstellt. Um das 
Genauere hierüber festzustellen, gehen wir auf die Entstehung der Par- 
tialquotienten h i% A a , Aj, zurück, welche sich in folgenden Glei- 
chungen ausspricht: 



Betrachten wir jetzt den Werlh von ' , so haben wir wegen der bei- 

Jß+b . b + h JD + b—a* 
den Grenzwerthe von b* die Ungleichung > .> J - 

oder - — — >Ä t >- 1 oder endlich, wenn man eine leichte Um- 

» 1+1> V5±»>,,. 

Dies heisst in Worten nichts .anderes, als der Werth des Ausdruckes 

ist zwischen den ganzen Zahlen h x und A t + 1 enthalten oder auch 

h t ist die nächst kleinere ganze Zahl, welche in dem Ausdruck enthalten 
ist. Mithin darf man, indem u vorläufig eine positive Quantität kleiner 

als 1 bezeichnet, znht+u setzen, woher ~= — afc . , » Setzt 

a t n yjD+b *i+« 

OM^JW—b) Jl) — b 

man hier für die Grösse links den Ausdruck -—J — r= — »— und 

0—6* a 

u> r- • w ,i Vö+6 . VF+6 b + b t V5 — b t 
rechts für u seinen Werth = *i = ■ 5 - j = — : -, so 

bekommen wir die Gleichung 



0-b _ 



Die Betrachtung der Grenzen, innerhalb derer die Ausdrucke ?, 

— — - , a — - , liegen , liefert genau in der nfimlichen Weise die 

Gleichungen : 



* ^fc**' "* 1>^*=± 



9 •••••• 
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und man sieht leicht ein, wie sich diese Gleichungen ins Unbegrenzte 
fortsetzen. Substituten wir in jede Gleichung von der ersten ab die nach- 
folgende, so erbalten wir: 



*3+ + 



A»»-i-f 



Äa,+ 



*i+ 

Geben wir weiter zur Transformalion der Form F in irgend eine 
Form F- m fort , und nehmen wir an , dass die umgekehrten Formen 
(— «t> &> a ) un( l (+fl-m+i) 6~m» +«m) in einander übergehen durch die 
Substitutionen x = d- m X-. m +y- m y- m , y = /?- ro a?_ m +a_ m y-m5 «o werden 
die Zablenwerthe von d_ m , y_ m , /?_ m , a_ w vermöge der Zablenwerthe 

h f — k—\, ä_*, — A_3, genau ebenso berechnet, wie vorhin die 

Zablenwerthe von a m , ß m , y m , d m vermöge der Zablenwerthe. von — Af, 
A*, —Ä 3 , ....... und die gesuchte Transformation von F in £_m wird 

erbalten, wenn man in den eben aufgestellten Formeln die Unbestimmten 
x und y, a?_ m und y~ m mit einander vertauscht, d.h. sie vollzieht sich 
vermöge der Substitutionen: 

X = a^flL H i, + /g- H |y_ m , y = y_ w a?-. TO +<?-,,#-,». 
Die Coefficienten a_ m und ß- m in diesen Formeln lassen sich daher be- 
rechnen als den Partialquotienten A_ m und A-m+i entsprechende Glieder 

einer Reibe, welche vermöge der Reihe A, -— A_i, A-j, — A_a> Ton 

Partialquotienten eine ähnliche Bildung bat, wie die Nenner der aufeinan- 
derfolgenden Näherungswerte eine« Kettenbrucbes, und die Coefficienten 

Schwär*, Zahlen* Theorie, 24 
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y-« tmd d~ m ai* die denselben Partialquotientrn entsprechenden Glieder 
einer Reibe, die vermöge der nämlichen Reibe Ton Partialquotienten in 
ähnlicher Weise entsteht, wie die Ubier der aufeinanderfolgenden Nibe- 
mogswertbe so einem Kellenbruche. Nach dieser Regel bekommen wir 
unter der Annahme eines positiven a, indem die verschiedenen Grössen 
B und D lauter absolute Zahlenwertbe bezeichnen, folgende Cocfficienteu- 
bestiinmung : 
ß =\= +B y $ » = — D 

/»_! = *« +B-i *_, = -! Ä _0_, 

ß-4 = —(8-tk-i+B) «— B-*, d- t = +(H.t*ui+l>) =+D-* 
/La « - (Ä-s*-«+^i) = — Ä-s, *-a = +(l>-sJLi+0-*) « +D-* 
^ = +{B-J>-t+B-d = +B_ 4 , *-4 = — (D-JL++D-*) = — 1>-4 

/»-« = + (B-J>- A +B_t) = +B-», JL«« — (1^4*-4 + J^) = —D^ 

ß-9 = -(B_«!U+*^) = -*-s, *-e = +(1>-sJU,+1>-4) « +l»-s 



tnd 

a=+B-i, a-i«= — B_a, o-*=: — B_$, c-s=+B_4, 0-4= +B-* 



f**— JLt, y- f »+!>-*, yL*»+D-a, y-e» — IL4, y-4 = — IL* 

y. 5 «+|»^ f 

Für ein negatives # dagegen erhall man: 

jf Ä +B, ^1 = — B_ lf /*-*= — B-*. ^ S =x+B.s, 0-*™+*^, 

0-s^—B-*, 

* » +B, JL*«i-JLi. <L f «— IL*, 4-S=* +ft-J. *-*« +A-* 

d-5*=— IL* 

ft*&»— B_i, of.i«— B-f, «hi« +BL*, «-s«s +B-4, «-4«=— JL* 

euf = — IL«, 

y = — P-i . y-i *= — IL* , y-* = +ILs, y-s « +A-4» y-4 = —IL* 

y-* = — ^-a» 

Hieraus erhellt gerade wie vorher, daas die Bestimmung der Vor* 
laichen, welche die Coeflicienten haben müssen, in leichter Weise Ar 
sich abgemacht werden kann und überhaupt das Vorzeichen von m auf die 
absoluten Werthe der Cot fficienten keine« Einfluss übe. Indem wir daher 
die Grösse a der Einfachheit halber als wesentlich positiv annehmen, kftn- 



m - 

mb wir die ZaMengfftsseii B, JLi, IL*, upd 0, ß-t, D~ ty 

als identisch mit den aufeinanderfolgenden Zählern und Nennern betrach- 
ten v weiche entstehen, wenn man sich die N£herungswerthe bildet zu dejn 
fLettenbrucfae : 

k+ r± ! 1 



h-*+ 

wo die Partiaiquotienten h, A_ t , A_ 2 , ä_s, lauter positive ganze 

Zahlen bezeichnen. Lassen wir den Index —m über jede Grenze hinaus- 
wachsen, so wird dieser Kettenbruch unendlich und sein Werth wird ge- 
lunden durch Betrachtung der Grenzen, zwischen denen die Zahlenwerthe 

von A = *=i±-*, A_ 1 = 6 --*+H A _ J= *zi±*r!,' enthalten sind. 

Diese Betrachtung hat nach einander die Gleichungen zu Folge: 

jD+ b - h , _! V?±ti-A 4- L— 

— = »-2 + 7= — 7—1 > 

' s D + b -s 

die sich ins Unendliche fortsetzen lassen und aus denen durch Substitu* 
tion einer jeden in die vorhergehende fliessl: 



J£±*«*+X, 1 



a *" 1+ äT + — 1 



A -^ + /L^t+{ + 



Vergleichen wir diesen letzten Kettenbruch, der die Transformation 
von JF in F-m giebt, mit dem ersten, der der Transformation von F in 
F m entspricht, »0 ist A = A2n* A-t = ft2n-i, *-2 = Afci-2> .... *-2*+i = Ah 
d. tu die Periode des einen ist die umgekehrte Periode des anderen. Ge- 
mäss dem Theoreme, welches p. 53 am Ende aufgestellt wurde, musseri 
daher die Werthe beider dem absoluten Werthe nach die Wurzeln einer 
und derselben quadratischen Gleichung darstellen. Diese Gleichung ist 

J3+b . JlJ-b 

ax 1 — 26a? = a t ; die Wurzeln derselben sind x =5- und x = — — - — 

und der genannte Satz mithin verificirL 

24* 
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Um ein praktisches Beispiel zu haben, wollen wir die Periode der 
Form F=?(3, 8, — 5) betrachten; wir bekommen dadurch folgendes 
Schema, in welchem sich rechts die Substitutionen befinden, vermöge 
derer die Form F in irgend eine gleichnamige übergeht und zwar der 
grösseren Kürze halber allein die Coefficienten der Unbestimmten. (So 
z.B. ist die Substitution, vermöge welcher F in JF— 7 übergeht, x = 
— 805a?-7— 152y- 7 und y = I43a?_ 7 +27y_ 7 ): 







| a-m, cr m 


| /*-., ßm 


/—. Y» 


\ä-m ,4m 


P_ 7=f (-10, 7, 3) 


A-6= +5 


—805 


—152 


+ 143 


+ 27 


f_ 6 = (3, 8. —5) 


A_ 5 = — 3 


-152 


+ 45 


+ 27 


— 8 


■F_»=(— 6. 7, 6) 




+ 45 


+ 17 


— 8 


— 3 




A_* = 2 




• 


> 




P_ 4 = (6, 5,-9) 


A_s = — l 


+ 17 


— 11 


— 3 


+ 2 


f-8 = (-9, 4, 7) 


A_ 2 = 1 


— 11 


— 6 


+ 2 


+ 1 


F_ 8 = (7, 3, —10, 


A_i = —1 


— 6 


+ 5 


+ 1 


— 1 


f_i = (— 10, 7, 3) 


h = 5 


+ 5 


+ 1 


— 1 





F =(3, 8, -5) 


Aj =—3 


+ 1 








+- 1 


f, =(-5. 7, 6) 


A 2 = 2 





— 1 


1 


— 3 


F, =(6, 5, -») 


A 3 =—1 


— 1 


— 2 


— 3 


— 7 


F, = (—9, 4, 7) 


h< = 1 


— 2 


+ 3 


— 7 


+ 10 


F 4 = (7, 3, -10) 


A s =-1 


+ 3 


+ 5 


+ 10 


+ 17 


F t =(-10, 7, 3) 


A, = 5 


+ 5 


— 8 


+ 17 


— 27 


F t =(3, 8, —5) 


*, =—3 


— 8 


— 45 


— 27 


—152 


F, =(—5, 7, 6) 


w 


— 45 


+ 143 


—152 


+483 





—3 


2 

-2 

t-7" 


-1 


1 


i — l 


1 5 



1 


—1 
-3 


+3 

+10 1 


+5 
+ 17 


—8 
—27 


—45 
—152 



—3 



4143 

+483 



Näherungswerthe 
V79— 8 



Ton 



I 
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15 1-1 


1 


I- 1 


2 


—3 


1 


1+5—6 
[-1 1 +1 


—11 

+ 2 


+17 
-i 


+45 

—8 


—152 

+ 27 



5 

-805 
+ 143 



Näherungswerte 

V79 + 8 



von 



-"-•* 



Die dem mittleren Gliede F entsprechende Transformation x = +l.x+0.y y 
y z=z0.x+l.y ist nicht aus den vorstehenden Nebenrechnungen entnom- 
men worden, sondern selbstständig gebildet; übrigens ist sie leicht zu 
verificiren, da sie die Form F, wie es sein mu6S, vollkommen unverän- 
dert lässt. 

Da die Quotienten ^ =? , ^^ und — f (p sich bezüglich als zwei 

O— m Vm Om 



Ü±± „nH fc? 



aufeinanderfolgende Näherungsbrüche zu den Ausdrücken *~ ' w und 

betrachten lassen, so ergeben sich aus der Theorie der Kettenbrüche un- 
mittelbar folgende Eigenschaften derselben: 1) Sie gestatten keine Zu- 
rückführung auf kleinere Zahlen; 2) die absoluten Werthe der Zähler und 
Nenner nehmen mit wachsenden Indices beständig zu; 3) der Ausdruck 

ß-m 



Jü+b a_ m 

- liegt zwischen den Werthen von 



a 



und 



y-m 



(J- 



und der Ausdruck 



m 



liegt zwischen den Werthen von — und *!-. Diese letzte Bemer- 

ö y«i o m 

kung führt zu dem folgenden Theoreme: 

4) Wenn die reducirte Form (a, 6, — a') durch die Sub- 
stitution x= aX+ßY, y = yX+dY in die gleichfalls reducirte 
und jener aequivalente Form (A, B, — A') übergebt, so kann 
a entweder dasselbe Vorzeichen haben, wie die beiden Grös- 

n — und 4-, und dann ist die Quantität lwiscli 

y o a 

den Brüchen — und £ enthalten und die reeiproke Quan- 



86 



ep 



oder a hat ein anderes Vorzeichen als die beiden Grössen 

— und v und dann ist die Quantität — 
Y o 



a 1 



zwischen den 
JD — b 



Brüchen *- und - und die reeiproke Quantität — 

aß a 

zwischen denselben aber umgekehrten Brüchen enthalten. 
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Zun&hsi bemerken wir, dass, wie es auch schon die Ausspruche 

a ß 

des Theoreme» voraussetzt, die Bräche — uftd —- Aötbweridig von glei- 

y o 

chem Zeichen sind. Denn da die beiden Formen (a, 6, — a 1 ) und 

(4, £, — 4') eigentlich aequivalent sind, so hat man die Bedingungs- 

a d 1 
gteichung &d-^ßy^ l oder «• X Ä ""l urt *' ^ a wit diese erfüllt wer* 

den könne, ist offenbar nolhwendig, dass die Hnrke Seite eine wirkliche 

Differenz vorstelle, d.h. die Bruche — und -v entweder beide zugleich 

t <* 

positiv oder beide negativ sind. 

ferner ergiebt sieh aus den bekannten Transformationsformieln 

aa 2 +26«y— ay=: 4, aß*+2bßd—a'd 1 = — A' 

durch Ehtwfckelunv dw Quantitäten ^-, •? , — , -s- 

y o a ß 



(1) 


er 

y ~ 

21 = 


~*±J»+$ 


d 




(3) 


+ i±t/l>-> 


a'A 
a* 


a' 





w 



£ = -»±V'»-> 



ML 



1 ' ß a' 

Aus der Betrachtung dieser 4 Formeln fliesst unser Satz, der in 
zwei verschiedene Fälle zerfällt, von welchen jeder 9 verschiedene Aus- 
sagen urofasst: 

«) Die Zahl « bat dasselbe Vorzeichen, wie die beiden Brüthe - 

ttfld -£-. Dann sind d.— und a.-r positive Grössen und dartita in dfcfi 
y y o r 

Gleichungen (1) und (2) das untere Vorzeichen unstatthaft. Da min JÖ 
zwischen den in diesen Gleichungen enthaltenen Wurzelgrössen liegt (denn 

In i 

A und A 1 sind Grössen von dem nämlichen Zeichen), so mtos 

et /? 

zwischen den beiden Brüchen — und M enthalten sein und in weiterer 

- y * 

Folge die zu reeiproke Quantität - — j— zwischen den beiden 

a a 

y d 

Brüchen *- und — . 
er ß 
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6) Die Zahl • bat ein änderet Vorwehen, alt ilie beiden Bräche 

— und £ öder, wag dasselbe sagl» als die beiden Biftche ' ond y. 

y ö 

Dann sind die Producte a' *- und a'.~ bi*ide negativ (denn a 9 and a ha- 
lft p 

ben gleiches Vorzeichen) und die Gleichungen (3) und (4) nur unter der 
Voraussetzung gültig» dass das untere Vorzeichen besteht. Lassen wir 

daher unter den beiden Wurzelzeichen daselbst die beiden Quantitäten 

m'A m'A' 

r- und -| — ^ weg, die noth wendig verschiedenes Zeichen haben, so 

ö* ß* 

— JB+b v 6 

ergiebt sich die Quantität -'- als zwischen den Brüchen •'- und -c 

befindlich nttl ia weiterer Folge liegt die m t , ■ reciproke Quantität 

■ ■J Jj -■- 1 aß 

--5 zwischen den Brüchen- und ~. 

a yd 

In dem Beweise ist die ttUkchweigende Voraussetzung enthalten, dast, 
wenn der Fall c) eintritt, keine der Grössen et und ß, und, wenn der 
Fall 6) eintritt, keine der Grössen y und <J sich annulüren. Tatsächlich 
kann aber keiner von diesen Umständen eintreten. 

a) Wenn a ein anderes Vorzeichen hat, als die Bräche 

a 8 

— und 4t 80 kann weder * noch ß sieh annnllrren. 

Nehmen wir ftuerst an, die Grösse er könnte gleich • werde* : dann 
folgt ans der Gleiehang erit— /fy K l, dass man entweder /***+! ttatf 
y= — 1 oder jJ«-l und y= +1 habe. In beiden Fällen liefert die 
Gleichung aa* +26 ay—a'y s =: 4 den Werth 4 = — a' v d. h. die Zahlen 4 

und •' haben entgegengesetztes Vorzeichen. Das Nämliche gilt darum auch 

•4' 
yon den Zahlen 4' und a und die Grösse — -,, ist demgemäss positiv. 

Nun erhellt, dass die Wurzelgrösse in (2) nur negativ genommen werden 

darf; denn im Fälle des Gegentheils wurden ^ und a gleiches Zeichen ha- 
ben» was gegen die Voraussetzung ist Halten wir also das negative Vor- 

zeichen fort, so folgt, wenn wir die positive Grösse — ^ unter dem Wur- 
zelzeichen vernachlässige«, in Röcksicht auf die absoluten Zalfteowerth* 

ß Jff—t 

j>"**" • " «der, da wegen der Natur der zurückgebrachten Foi?mep 
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ß 

die Grösse rechts vom Ungleichheitszeichen ein unachter Bruch ist, ;?>!• 

Diese Ungleichung ist aber für ganzzahlige 6 und für ß = + 1 unmöglich. 

Nehmen wir zweitens an, die Grösse ß könnte gleich werden, so 
wurde aus der Ungleichung ad — £y= +1 folgen a = +l, <J = +1 und 

aus der Gleichung aß*+2bßd— a'(J 2 = — A! der Werth A' = a\ so dass 

aA 
also auch i und a von demselben Zeichen .und die Grösse + -j- positiv 

sein mösste. Betrachten wir jetzt die Gleichung (3) , so könnte sie nur 
für das untere Vorzeichen gelten, weil im entgegengesetzten Falle der 

Zähler rechts eine positive Grösse und daher — und a von dem näm- 

liehen Zeichen wären: aber auch diese Annahme ist unstatthaft: denn sie 

aA 
hat, durch Vernachlässigung der positiven Grösse + — 2 - unter dem Wur- 

y 

aeichen die Ungleichung — .> — zu Folge , welche fiir ganzzahlige 

y nicht besteben kann, weil die Grösse rechts vom Ungleichbeitszeichen 
ein ufiächter Bruch und a = +l ist. 

V) Wenn a dasselbe Vorzeichen hat, wie die Bruche L 

und — , so kann weder y noch d sich annulliren. 

Die Annahme y==0 führt auf die Gleichungen a = +l, <J=+1, 

» = i4 und; durch Zuziehung von (4), auf die sich widersprechende Un- 
it 
gleichung - >1. 

Die zweite Annahme d—Q fuhrt auf die Gleichungen /?=+!» y=s + I, 
— 4' = a und, durch Zuziehung von (3), auf die sich widersprechende 

Ungleichung — >1. 

cc 

Es wird gut sein ausdrucklich zu bemerken, dass, wenn a ein an- 
deres Vorzeichen bat , als die beiden Bruche — und ?-, zwar keine der 

y o 

Grössen a und ß f wohl aber eine der Grössen y und 3 sich annulliren 
kann, und dass, wenn a dasselbe Vorzeichen hat, Wie die beiden Brüche 

— und ~, zwar keine der Grössen y und <J, wohl aber eine der Grössen 
yd % 

a und /? sich annulliren kann: in beiden speziellen Fällen behält das 
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obige Theorem seine Gültigkeit* , Betrachten wir z. B. die beiden angren? 
zenden Formen (a, 6, — a'), (i, Ä, — Ä') unter der Voraussetzung, dass 
a eine positive Grösse und ii = — a* sei, so hat man ^=0.X — l.F, 

y=z\.x - , also — = T , £ = r^r, d. h. beide Brüche positiv, 

a y I ö o+D 

wie die Grösse a; demgemäss folgen die beiden Ungleichungen 0<C 

Jß — b af m 6 + 6' Vö+6 , , , . , 

~ — <r-r-rr und — V- < — — <00, welche leicht zu venficiren 

a - b+b' a! •' 

sind, wenn. man bedenkt, dass \D>6 und -= — = - — - t — ist. 

yjD—b * 

Vermittelst des eben bewiesenen Theoremes sind wir nun im Stande 
folgenden Hauptsatz zu beweisen, auf welchen, wie schon bei einer frühe* 
reo Gelegenheit, wir in diesem Paragraphen verwiesen haben: 

Wenn zwei zu rü ck gebrachte Formen einander im eigent- 
lichen Sinne aequivalent sind, so ist eine jede von ihnen in 
der Periode der anderen enthalten. 

Behufs des Beweises ist es indessen zweckmässig noch einen zwei- 
ten Hülfssatz einzuschieben, nämlich den folgenden: Wenn die Gleir 
chuDg m»'+i»'n= +1 besteht, so ist der Nenner jedes der 

beiden Brüche — und — ; kleiner als der Nenner irgend eines 

n n ° 

• ii 

beliebig zwischen diesen eingeschobenen Bruches -. — Zu 

v 

Folge der Voraussetzung liegt finn' zwischen vmn' und vm'n und man bat 
cfeher,. absolut genommen, vmn 4 — vm'n = v(mn'—m'n) = +v >vmn'— ginn' 
und auch >vmfn — ginn'. Diese beiden Ungleichungen lassen sich um- 
formen, wie folgt: v>n'(vro — pn) und v>n(vm' — jm') und da die bei- 
den Quantitäten vm — pn und vm 4 — pn* auf jeden Fall von verscbie- 
dene ganze Zahlen sind (denn wäre eine dieser Quantitäten gleich 0, so 

hätte man ~ = — oder — = — , d. h. der Bruch - wäre nicht zwischen 
v n v n' v 

in ••' 

— und— 7 eingeschoben, sondern fiele mit einem der beiden Grenzwerthe 

zusammen), so gelten um so stärker die. beiden Ungleichungen v>n', 
*>», welche zu beweisen sind. 

Seien jetzt (o, 6, —a') und (A> B, — A') zwei im eigentlichen Sinne 
aequivalente Formen und gehe die erste, in die zweite Aber durch die 
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Substitutionen x r- d'X+ß'Y, y =r yX+ffT. Bilden wir uns die so der 
Form f—(a, 8, — ö' gehörige Periode und denken wir an» die aufein- 
anderfolgenden Transformationen von / in die verschiedenen Formen die- 
ser Periode berechnet, wie es in dem nachfolgenden Schema sieb ange- 
deutet findet: 

(«-* *-*, — «-0 (— «-!• fc-i, «> («, ». —«0 (— *'. »'. «") 

«-*/>-* y-jd_a a. i/t-if-id-i «iA/t'i 

(a", 6",-a'") 

Dann wollen wir dartbun, dass irgend ein Coefficienl der gegebenen Trans- 
formation, s. B. a\ dem gleichnamigen Coefficienten a m irgend einer spe* 
ciellen Transformation des Schemas gleich sei und dass man in Folge 
hiervon /J* *= /Jm, / « y», ff «= d«, habe, oder dass af *» ~a* ind in 
Folge hiervon ß 1 « — /S*, / =* y m , ff tu —i m sei: in beiden Fillcn sind 
die Formen F und f m identisch und der Salz daher bewiesen. 

Um zum Zwecke tu gelangen bemerken wir, dass zu Folg« der 
Voraussetzung folgende Transformationsformeln bestehen: 

(I) aa!*+2W/ — «y*«i4 (3) *p*+tbpff--*ff*m—A' 

(2) rtß'+K*'1'+W)—*Si'*±M 
(4) ad—ßy=+l. 
Erster Fall. Die Zahl a hat dasselbe Vorzeichen, wie (He beiden 

Brftche ■-, und ^7. Alsdann bann weder / noch ff gleich srtn, wohl 

aber er oder /?; wir bekommen daher zwei Nebenfalle, die den Annah- 
men er' = und ff = entsprechen und einen Hauptfall, in welchem die 
4 Grössen er', /J', /, ff alle von verschieden sind. 

a) Sei zunächst er' = , so folgt aus (4) ß = Hh 1 , / = +1 , aus 
(1) —a' — A und aus (2) —b±a'd = B, d. h. B+» = (morf «')• Dem- 
gemäss ist die Form (a, 6, -— a') in Bezug auf ihre letzte Partie der re- 
ducirten Form (i, B 9 —A') angrenzend und muss daher nach dam Theo- 
reme unter 1) d) in diesem $. nolhwendig mit F t identisch sein: d.h. 
man bat et = a t = 0, (F — ßi *■— 1 9 /== yi """li d' = <f| «5 Z^. 

6) Sei ^=0, dann wird aus (4) a= +1, 6 = +1, aus (8) a'=»i' 
und aus (2) 6— «y =* oder 6 = 5 (med d*). Nun liegen sowohl 6, 
wie B 9 weil die Formeil (#,5, — a') und (1, 0, — i 1 ) beide redudrte 
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sind, zwischen den Grenzen V^und V^—«'» darum ist noih wendig b «= B 
und daher endlich wegen Gleichheit der Determinanten a' = A'; d.h. die 
Formen / und F sind identisch. 

c) Wir nehmen endlich die 4 Grössen a r ß t y, d, alle als von 
verschieden an. 

Da die Brüche — : und ^ dasselbe Zeichen haben, wie a, so liegt 

/ o' 

die Quantität , welche wir der Kürze halber mit L bezeichnen 

ü 

et' B 1 • 

wollen, nach dem Anfangstheoreme dieser Nummer zwischen -7- und ~> 

ordnen wir diese drei Grössen nach der absoluten Grösse und nehmen 
wir an, dass wir dadurch folgende Reihe bekämen: 

(Die umgekehrte Ordnung würde in dem Wesen des Beweises keine Aen- 
derung hervorbringen). Nun ist, wie wir wissen, die Quantität L auch 
noch zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Näherungswerten enthalten, 

also zwischen den absoluten Werlben von — und,,— , — und — 9 — 

yi yi Vi v% y% 

tjtm CE am 

und -- , und da die Brüche — mit wachsenden Indices näher an L 

heranrücken, so können wir nun die zweite mit dem Gliede -=0 be- 

Yt 
gidnefnde Reihe aufsteigender Grössen bilden: 

(6) SL 2» St 1 *• *• 2* 

Yi Y% Y* Y% Y* Yi 

et' ß 1 

Es kommt jetzt darauf an zu beweisen , dass -,- und ~ irgend zwei auf- 
einanderfolgenden Gliedern der Reihe (6) gleich werden« Zunächst erhellt, 
däss sie beide als von verschieden rechts von - 1 liegen müssen. Also 

n 

»,- liegt rechts von — und links von I. Was nun die andere Grösse , 
o y L Y 

betrifft, so liegt dieselbe nothwendig rechts von £, aber nicht rechts über 

■** hinaus. Unter dieser Annahme nimüeb hatten wir die steigende Reihe 

Yi 

~ t ^. £» j* f -j und wir hätten, indem die Bedingung aiy%—(ttfi = +1 
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«rfüflt würde, C «wischen den beiden Brüchen ^ und - 2 nnd gleicbzei* 

<* n yi 

tig, indem die Bedingung ß l '/—a t d' = \ erfüllt wird, — zwischen den 

Vi 

beiden Brüchen ~7 und -7. Daraus würden sich aber nach unserem vor- 

y 

ausgeschickten Hülfssatze die beiden einander widersprechenden Unglei- 



et 



chungen <J'>y 2 und & < y 1 ergeben. Also liegt — auf keinen Fall rechts 

y 

von - 2 - und ist mithin entweder ein Glied der Reibe rechts von L oder 
es liegt wenigstens zwischen zwei aufeinanderfolgenden Gliedern. Seien 
diese Glieder — und ^ m ~\ dann kann man darihun, dass ~ geradezu 

gleich wird dem der Grösse nach zwischen jenen liegenden Gliede • 

yam+i 

Käme nämlich ~^- nicht geradezu auf das letztgenannte Glied zu liegen, so 

müsste es entweder rechts oder links davon liegen und es würden diesen 
beiden Annahmen respective die beiden aufsteigenden Reihen entsprechen: 

<g2m-H F j tt2m+2 f£ a 2m 

y2m+l 8' ytm+%' ?* Ytm' 

ß^ ft2m+l j <*2m+2 ^ f^m 

&' y2m+i y*m+* y 1 y*& 

Die erste Reihe ergiebt, weil sowohl ~ zwischen 2m ' H und -5?+?, wie 

O y&m+l y2m+* 

auch 2m4 '^ zwischen ^ und -j läge, die beiden einander widersprechen- 
y2m+2 d' y* ° r 

den Ungleichungen d'>y2m+2 un d y2m+2><J / j die zweite Reihe ergiebt, 

weil sowohl -5*ü zwischen ^7 und -,- , wie auch -7 zwischen — — und 
y2«+i o' / / y*m+i 

— läge, die beiden gleichfalls einander widersprechenden Ungleichungen 
p m ^\>'/ «nd y* >y2m+i« Also ist der absolute Werth von ■$ identisch 
mit dem absoluten Werthe von ^St 1 . Nun sind beide Brüche in den 

y2m+l 

kleinsten Zahlen ausgedrückt; denn wegen der Gleichungen a'd 4 — /?'/=I 
und a2myim+i ~ aim+iyzm = + 1 sind sowohl ß* und <J', wie auch ajm+i 
find yjm+i relative Primzahlen tu einander. Die eben erwähnt^ Identität 
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kann daher nur bestehen , entweder wenn ß 4 = ct*tm+\ , d' = y%"+i oder 

ß 1 = — «*n+l , <*' = — }Wl 18t. 

Wir haben bis jetzt dargethan, dass entweder , mit irgend einem 

OL* CtOwt 

Gliede der Reibe zwischen — und L zusammenfällt, etwa mit . — oder, 

yt Y7m 

wenn — als nicht unmittelbar mit einem Gliede zusammenfallend ange- 

nommen wird, gerade diese Annahme die Gleichheit von j- und " 2m * 

o y2m+i 

zu Folge hat und mithin /^=+a2m+i, £'= iyam+i ist. Vergleichen 
wir in dem letzten Falle die Transformation von f in F mit der Trans- 
formation von f in fa, so erhalten wir a'= +a2m> / = +y 2m und die 
Formen F und fr m sind daher identisch. Eben diese Formen ergeben 
sich auch in dem ersten Falle als identisch und das Theorem ist daher 
für den ersten Hauptfall vollständig bewiesen. 

Die Transformation von f in fc m hat zu Folge die Gleichungen: 

(7) aa 2m 2 + 26a2my*m — a'y2m 2 = + a 2m 

(8) fl/?2m 2 + 26^2m^2m — «'<J2m 2 = + «2m+l 

(9) aa^mß^tm + K<**Am + ßtonyvm) — « V*m<$2» = *2m 

(10) a^mdtm — ßlmfim = 1. 

Substituiren wir in die Gleichung (10) für ß$ m den Werth (^4.1 = +/^ 
und für «fem den Werth ««m+i = +^'» so geht sie über ina im d' — yjm/?'« + l 
und indem wir, wenn das obere Vorzeichen gilt, die Gleichung (4) hiervon 
subtrahiren, dagegen, wenn das obere Vorzeichen gilt, die Gleichung (4) dazu 

addiren, bekommen wir <J'(«2m + «') — ß l (y*m+'/) = oder a<tm Z_ a = £ 

y2m+/ u. 

und hieraus folgt, wenn wir annehmen, dass r der grösste gemeinschaft- 
liche Tbeiler zwischen Nenner und Zähler des Bruches links ist, a^s; 
rß'+a 4 , yim^rd'+y 1 . Substituirt man jetzt für a 2m , fl&n, J^m, #2m in 
der Gleichung (9) ihre Werthe rß*±a\ ±ß*, rd'-f/, +<J', so bekommen 

wir a(rß*±a') .±ß'+b[(rß'+ a').±d'+(rd'±y') .±ß'\ — a'(r<J' + y'). 
+ <J' = 62 m oder, wenn man entwickelt 

+ r (a/?* + 26^'d' - a'd'*, + J aa'/?'. + 6(a'd' +£'/,— a yd< 1 = 6^ 

oder endlich» wenn man für die eingeklammerten Grössen ihre Werthe 
aus (3) und (2) substituirt, +r4 / +fi = 6 2m oder B = b^ (mod A'b w* 
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der Modul A' natürlich nur als absolute Zahl zu danken tat Nun liegen 
B und 6*1 beide zwischen den nämlichen Grenzen ^D und Jl> — [A*], 
Betreffs der Grösse B folgt dies unmittelbar daraus, dass die Form F 
eine reducirte ist; dagegen die Grösse b^ liegt zunächst zwischen den 
Grenzen ^B und ^D — [o**+i], aber man hat A ä = + «*»+t : denn die 
Einsetzung von +/?* und +<F für /S*, und d** in (8) liefert die Glei- 
chung aß' 1 +2bß'd' — a'<^ 2 = +a*, + i, aus welcher durch Vergleicbqng mit 
der Gleichung (3) die behauptete Gleichheit folgt Also kann die genannt* 
Congruenz nur besteben unter der Annahme Ä = 6j». Diese letzte Glei- 
chung in Verbindung mit der eben erwähnten ä! = +a*m+i hat die dritte 
Gleichung A= +0^ zu Folge und die beiden Formen F und /*» sind 
daher identisch. 

Der eben geführte Beweis gilt unter der Annahme (die beiläufig mit 

ihm als eine illusorische zusammenfällt), dass -3 sich nicht unmittelbar 

als mit einem Gliede der Reihe (6) identisch zeige. Nehmen wir nun im 

Gegentheile an , es fiele unmittelbar mit dem Gliede — zusammen , so 

lässt sich die Identität der Formen F und fa gleichfalls nachweisen. Man 
hat alsdann «**« = +«'» Y**~+Y vmi diese w « rl h e m ( 7 ) eingesetzt 
bekommt man durch Vergleichung mit(l) die Gleichheit A = ±ß* m > Fer- 
ner liefert ein ähnlicher Calcfll, wie der vorhergebende, die Gleichung 
±rA+B^btm oder B = ***, (moi A) und da B und bim wieder zwischen 
den nämlichen Grenzen fi> und yjD — [A] liegen, zwischen denen nur 
eine einzige particuläre Lösung enthalten ist, so geht die Congruenz üher 
in die Gleichheit Ä = 6 2m . Da jetzt die beiden Formen F und /%, die 
beiden ersten Coefficienten gleich uud ausserdem die Determinanten gleich 
haben, so sind sie identisch. 

Wir bemerken noch , dass in beiden Fällen notwendig r == seil 
muss, im ersten Falle, weil die Gleichungen +rA'+B = b im und /*=&**, 
und im zweiten Falle, weil die Gleichungen +ri+'= 6sm und #=&*» 
zusammen bestehen. Damit wird «&» = + «', ^«m = +/J / # y** = db^i 
ihm = + <F oder mit andern Worten : die Transformation von f in F findet 
•ich unter der Reihe der auf f bezuglichen Transformationen irgend- 
wo vor. 
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Zweiter Fall. Die Zahl a hat ein anderes Vorzeichen als die bei- 

& ff 

den Brüche -7 und r *y Alsdann kann weder er' noch ß* gleich sein» 

jr 

wohl tber / und 4 1 . Wir bekommen daher zwei Nebenfälle, die den An- 
nahmen y 4 = und <F = entsprechen und einen Hauptfall , in welchem 
die 4 Grössen a 4 , ß* y /, <J' alle von verschieden sind. 

#) Sei zunächst / = , so folgt aus (4) a' *= ± 1 » d' = + 1 f aus 
(1) flsss 4 und aus (2) 6 S (mod a); also, da 6 und B beide zwischen 
ffen Grenzen ^D und V# — M liegen» wird 6 = B und die beiden For- 
men / und F sind identisch* 

*) Sei <J' = 0, s* folgt aus (4) ß'==±h /«+1» aus (8) a=— A' 
und aus (2) 6 f B ^ (mod a), also sind die beiden Formen / und F 
angrenzende und daher wird Fnothwendig identisch mit /Lt=- ( — a_i, 6-1, a). 

c) Wir nehmen endlich die 4 Grössen et, ß , y, d alte als von 
terschieden an. 

Da die Brüche \ und ^7 ein anderes Zeichen haben als a, 90 liegt 

— Jir+i 

nach dem diese Nummer einleitenden Theorem die Quantität , , 

a 

welche wir der Kflrae halber mit V bezeichnen^ zwischen deu Brachen 

■j und ^ Ordnen wir nun diese drei Quantitäten nach ihrer absoluten 

Grösse und nehmen an, wir bekämen dadurch folgende aufsteigende Reihe 
(in der die Glieder nur nach ihrer absoluten Grösse gelten): 

(die umgekehrte Ordnung» wenn sie factisch eintreten sollte, wurde in dem 
Wesen des Beweise» nichts ändern). Nun ist, wie wir wissen, die Quanti- 
tät £* auch noch zwischen je zwei ihrer aufeinanderfolgenden N&hertmgs*- 

werthe enthalten, also zwischen den (absoluten) Werthen von — , -^, 

~^, -~, und da dieselben mit wachsenden Indices immer naber 

ao V heranrücken, so hat man, wenn man bedenkt, dass ^= ist, die 
anfftttigcwie Aeibe: 

< l2) j c fc u •••• jsu fc & 
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Was nun die Grösse l — t betrifft, so muss sie nothwendig rechts von 3 

a p 

und links von V liegen, so dass sie entweder mit einem dazwischen ge- 
legenen Gliede zusammenfällt oder zwischen zwei aufeinanderfolgenden 

sich befindet. Die andere Grösse ^ dagegen liegt rechts von £', aber 

p 

nicht rechts über -— hinaus. Diese Annahme nämlich würde die folgend« 

P-i 
aufsteigende Reihe ergeben: 

i r Lt au # 

*/ S dLf 

and es würden, weil sowohl - t zwischen -3- und -z — mit der Bedingung 

<* p p-i 

JÄ_« — 2?<L-i=— 1, wie auch -— zwischen -3 und *- 4 mit der Bedin- 
r P-t /r <* 

gung dV — /jy=+l läge, die beiden sich widersprechenden Unglei- 
chungen a* > /?_* und ß~\ > a' folgen. Also ist -^ entweder ein Glied 

der Reihe von V bis zu ~ oder es liegt zwischen irgend welchen zwei 

P-i 

aufeinanderfolgenden Gliedern. Seien diese Glieder - S**" 1 und ~ a,l4 '? > 

p-*»-i . p-i»+i 



so lässt sich wie vorhin zeigen, dass — , weder links noch rechts von 
■£^ liegen kann und darum mit dem letztgenannten Bruche identisch ist 

P-4m 

Der weitere Beweis nimmt genau den nämlichen Gang, wie im ersten 
Falle und hat zum Endresultate die Identität der Formen F und f-tm* 

-Betrachten wir irgend zwei uneigentlich aequivalente und reducirte 
Formen F und / und nennen die mit F associirte und ihr daher gleich- 
falls uneigentlich aequivalente Form P: dann sind die beiden Formen F 
und f einander im eigentlichen Sinne aequivalent und demzufolge die 
Form F in der Periode der Form / mit enthalten. Sind nun die beiden 
Formen F und f sowohl eigentlich, wie uneigentlich aequivalent, so ist 
gleichzeitig auch noch F in der Periode der Form f enthalten. Darum 
ist die Periode mit sich selber associirt und muss daber zwei zweideutige 
Formen in sich schliessen. Da nun alle Formen einer Periode einander 
eigentlich aequivalent sind , so erhellt das Theorem : 
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Wenn zwei Formen einander sowohl eigentlich, wie un* 
eigentlich aequivalent sind, so kann immer eine zweideu- 
tige Form gefunden werden, welche beiden aequivalent ist. 

Die beiden Formen des Theoremes brauchen , wie man loicht sieht, 
nicht gerade reducirte zu sein. Auch gilt der Satz gleichmässig für eine 
positive, wie für eine negative Determinante. 

5) Seien jetzt zwei belieb igeFormen = (A, B, A') und 
4>=(a, 6, «') mit positiver Determinante gegeben, so kann 
man immer entscheiden, ob sie einander aequivalent sind 
oder nicht. 

Man suche zu beiden die reducirten Formen F und f, die den vor- 
gelegten nothwendig aequivalent sind, und entwickele sich die zu irgend 
einer von ihnen gehörige Periode, etwa die Periode von /. Nun können 
folgende vier Fälle eintreten : 1) Die Periode von f enthält weder die 
Form F, noch die ihr associirte: dann sind und q> weder eigentlich, 
noch uneigentlich aequivalent. 2) Die Periode von f enthält die Form 
F , aber nicht die ihr associirte: dann sind die Formen CD und q> im 
eigentlichen und nur im eigentlichen Sinne aequivalent. 3) Die Periode 
von f enthält zwar nicht die Form F } wohl aber die ihr associirte: dann 
sind die Formen und q> im uneigentlichen und nur im uneigentlichen 
Sinne aequivalent. 4) Die Periode von f enthält sowohl die Form F t wie 
auch die ihr associirte: dann sind die Formen und (p sowohl im 
eigentlichen, wie im uneigentlichen Sinne aequivalent. 

An dieses Problem knöpft sich das nachfolgende an: Wenn zwei 
im eigentlichen Sinne aequivalente Formen und q> ge- 
geben sind, eine Transformation der einen in die andere 
aufzufinden. 

Man bilde sich zunächst unter Anwendung der im Anfange dieses Pa- 
ragraphen auseinandergesetzten Methode die auf bezügliche Reihe der 
angrenzenden Formen: 

(1) 0, <*>', <D", 0"\ <&(»-», «>(«), 

welche mit der ersten reducirten Form <P (ä) zu scbliessen möge. Darauf 
bilde man sich die entsprechende auf q> bezügliche Reihe» schliesse die- 
selbe aber nicht mit der ersten reducirten Form <jpM, sondern setze sie 
noch weiter fort, bis man* was wegen der Aequivaleoz der reducirten 

Sekwart, Zahlen- Theorie, 25 



fc 



— «80- 

Formen (DW und q> (u) nothwendig irgend einmal eintreten tnuss, tu der 
Ftrm <D in) gelangt, so dass die zweite Reihe folgende Gestalt erhält: 
(2) q>. y', q>" yW, y^+1), yd»-«), y (»-i) f <j>c») # 

Bilden wir uns nun zu den aufeinanderfolgenden Formen der erstes Reihe 
die associirten und dazu die entgegengesetzten, so erhalten wir die fol- 
gende dritte Reihe angrenzender Formen: 

und können (der Beweis ist ähnlich wie im vorigen Paragraphen bei der 
entsprechenden Aufgabe) die zweite und dritte Reihe zu der einzigen 
Reibe von angrenzenden Formen zusammensetzen: 

(4) *. 9>', q>"> 9'"> 9 iv) > 9 (v+i) » (m " l) * ¥>-"> ¥^ % 

*l>\ ^, Ö>. 

Vermittelst dieser letzten Reibe kann man eine Transformation der Fern 

ff in die Form <Z> vermöge der in §. 22 unter 3) auseinandergesetzten 
Methode herleiten. 

Die Möglichkeit diese Transformation auszuführen giebt mm das Mit- 
tel an die Hand zur Lösung des fundamentalen Theoremes, welches der 
Zielpunkt unserer ganzen Discussion ist: Solche specielle Zahlen- 
werthe von x und y zu bestimmen, für welche die Form 
(i, B, C) mit positiver Determinante D eine gegeben« Zahl 
repräsentirt oder mit anderen Worten die Gleichung 

Ax 2 +2Bxy + Cy* = M 
in relativen Primzahlen für x und y aufzulösen. 

Die Auflösung ist vollständig analog der Auflösung desselben Pro- 
bleme« für eine negative Determinante, welche am Schlüsse des vorher- 
gehenden Paragraphen ist und wirklich auch für den in Rede stehenden 
Fall einer positiven und nicht quadratischen Determinante passt ; wir haben 
daher wohl nicht nölbig uns hier weiter darüber zu verbreiten* Auch die 
*n der angeführten Stelle weiterhin folgenden Betrachtungen (insbesondere 
über solche Lösungen in x und y, die keine relativen Primzahlen sind) 
greifen eben so sehr für eine positive, wie für eine negative Determi- 
nante Platz. Wir begnügen uns demgemäss ein durchgerechneten Beispiel 
(eigen zu lassen. 

Beispiel. Die vorgelegte Gleichung sei 4a? 2 + 28jy+20y* ss«t58, 
also De* 116 und V* zwischen 10 und 11. Die Hulfsgleichung wird 
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Je* — 11$ aar 956« öder, #enn mm 4« = tt — 1 setzt, um eine Gleichung 
Ton der Form * 2 +r = fti zu gewinnen, in der r und P positiv und r 
u&terbaib F ist, **+123 =239«. Vermöge cter am Schlüsse Yen $. 20 
attseininderg^seftzteii Methode und unter Beibehaltung der dortigen Be~ 
teicbauftg findet man 239.3 =*13 2 +2 2 . 123, also 2n+l = 15, n =:7, 
**+rn*lT2, « «=516, «=+351. Hiernach zu Folge der Formeln von 
5» 19 oder aueh vermittelst der Theorie der €ongruenzea findet man nach 
der absoluten Grösse geordnet folgende Reihe zusammengehöriger Werthe 
von « und u: «=+112, t* = 53; »=+.127, u = 68; « = +351, 

w = 516; «= +366, ti=561; «= +590, ti = 1457; Da man 

nun die Gleichung 4s = u — 1 hat, so suche man, um alle nur möglichen 
Lösungen der Gleichung « 2 — 116 = 956«, die von einander wesentlich 
verschieden und in den kleinsten Zahlen ausgedrückt sind, zu erhalten, 
diejenigen unter den vorstehenden Lösungssystemen in « und u, für welche 

BET056 

% < ~7p = 478 ist und u — 1 durch 4 ohne Rest gelheilt werden kann. 

Wir bekommen auf diese Weise die 4 Werthsysteme : 

« = + 112, s = 13; «=—112, « = 13; « = +366, « = 140; 

« = — 366, « = 140, 
und in der Thal giebt es nicht mehr, denn 956 = 2 2 . 239 und hat daher 
nicht mehr als 2 von einander verschiedene Primfacloren. 

Jedes dieser 4 Lösungssysteme kann möglicher Weise zu irgend eintr 
seriellen Repräsentation der Zahl 956 durch die gegebene Form gehören 
und *pr müssea daher dieselben alle untersuchen. Wir wollen die Rech- 
nung zuerst an dem dritten durchfuhren und vergleichen derogemiss üß 
beiden Formen (4» 14, 20) und (956, 366, 140). Diese Vergleichadg 
führt folgende Rechnung herbei: 

(4, 14, 20); 10>6>10— ?0, 14+6= 20A, 6 = 6, A« 1, , 

«' = 4— (14— 6) = -<4 
(20, 6 f —4); 10>6>10— 4, 6 + 6 = — 4A, **= 2, ft«-r£, 

a' = 20+2(6— 2) «28 
(—4, 2, 28); 10<6>— 18, 2 + 6« 28A, 6*— 2, A=0, 

0' = — 4 

(28,-2,-4); 10>6>6, — 2+6 = — 4Ä, 6= 10, i = — 2, , 

— a' = 28+2(— 2-10) = 4 

(—4, 10, 4) ist eine reducirte Form. 

25* 
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(956, 366, 140); 10^6 >— 130, 366+6 = 140*, * = — 86, A= % 

a' = 956—2(366 +86) = 52 

(140, —86, 52); 10|>J>-42, —86+5 = 52A, * = — 18, A=— 2, 

a'=140+2(— 86+18)-4 

(52,-18,4); 10>6>6, — 18+J = 4*,*= 10, A=-2, 

a'=52+2(— 18— 10)=— 4 

(4, 10, —4) ist eine redueirte Form. >t>6, 10+6 = — 4*. 6=10, 

A = — 5, a'=4 
(-4, 10, 4). 

Hiernach wird die Reibe (4) im vorliegenden Falle: 
(5) (4, 14, 20), (20, 6, -4), (-4, 2, 28), (28, -2, —4), (-4, —10, 4), 
(4, 18, 52), (52, 86, 140), (140, —366, 956), (956, 366, 140); 
und die Reihe der zugehörigen Partialquotienlen wird: 
*' = 1, A" = — 2, A"' = 0, A"=3, AP=2, AW=2, AW=— 2, A"«=0. 
Die Transformationsformeln endlich von (4, 14, 20) in (956, 366, 140) 
werden auf folgende Art gefunden: 



M 


-2 





3 


2 


2 


—2 





1 1 1 


2 
—3 


1 
—1 


l 




1 
1 


1 

2 


—3 
—5 


— 1 

—2 



und* sind x = — 3X — F, y=— 5X — 2F. Hieraus folgt das System 
x =s +3 , y =r +5 als eine Lösung der gegebenen Gleichung. 

Belrachten wir jetzt das vierte Lösungssystem, welches dem dritten 
entgegengesetzt ist, so fuhrt dieses auf die Vergleichung der Formen 
(4, 14, 20) und (956, —366, 140) und wir können aus dem Umstände, 
dass die Periode der reducirten Formen, welche dem letzteren entspricht, 
ans den Formen ( — 4, 10, 4) und (4, 10, — 4) sich zusammensetzt und 
daher mit sich selbst associirt ist (wenn dieser Umstand hiebt eintritt, so 
wird Ton zwei entgegengesetzten Lösungssystemen immer höchstens eines 
brauchbar sein), den Schluss ziehen, dass auch das erstere eine Lösung 
der vorgelegten Gleichung geben müsse. 

In der That ist die der Form (956, —366, 140) entsprechende Reibe 
angrenzender Formen: 

(956, -366, 140), (140, 86, 52), (52, 18,4), (4, -10, —4), (-4, 10, 4) 
und die Reihe (4) wird im gegenwärtigen Falle; 
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(4, 14, 20), (20, 6, -4), (-4, 2, 28), (28, -2, 4), (-4, 10, 4) 
(4, —18, 52), (52, —86, 140), (140, 366, 956), (956, —366, 140)'. 
Die weitere Rechnung giebt: 





1 


1-2 





1-2 


—2 


—2 


2 







1 


—1 

1" 


2 
-3 


1 
— 1 


—4 

5 


7 
—9 


—10 
13 


-27 
35 


10 
— 13 



also ist x — — 27 und y = 35 eine zweite Lösung unserer Gleichung. 

Geben wir zu dem ersten Lösungssysteme (ort, so sind die beiden 
zu vergleichenden Formen (4, 14, 20) und (956, 112, 13); der ersteren 
entspricht die reducirte Form (—4, 10, 4), der letzleren, wie man so- 
gleich findet, die reducirte Form (13, 5, — 7). Bilden wir uns die zu 
(13, 5, — 7) gehörige Periode, so erhalten wir: 

(13, 5, -7), (-7, 9, 5), (5, 6, -16), (-16, 10, 1), (1, 10,-16), 
(-16, 6, 5), (5, 9, —7), (-7, 5, 13), (13, 8, -4), (-4, 8, 13). 
Darin kommt die Form (4, 14, 20) nicht vor} also ist das erste Lö- 
sungssystem unbrauchbar. Da die dem zweiten Lösungssysteme entr 
sprechende Periode der vorstehenden associirt ist und mithin, da letzterei 
mit sich selber associirt ist, geradezu mit ihr zusammenfällt, so ist damit 
auch das zweite Lösungssystem der Hülfsgieichung als unbrauchbar zu 
verwerfen. Es resulliren also die 4 Lösungen der vorgegebenen Gleichung: 

a> = +3, » = +5; a?= —3, y= — 5) x = +27, y »+35; 

o? = — 27, = — 35. 

Geben wir noch einmal auf das dritte Lösungssystem zurück, so 
führt die Bemerkung, dass die reducirte Form (—4, 10, 4) zu der ge- 
gebenen (4, 14, 20) eine zweigliedrige Periode hat, die sich aus den 
Formen ( — 4, 10, 4) und (4, 10, —4) zusammensetzt, zu einer unendlichen 
Menge von Auflösungen. Es ist nämlich offenbar gestattet, in der Reihe 
(5), die den Uebergang von (4, 14, 20) zu (956, 366, 140) vermittelt, 
zwischen den Formen (28, —2, —4) und (—4, —10, 4) die genannte 
Periode so oft, als man irgend will, einzuschieben. Es kommt dies 
darauf hinaus, in der Reihe der Partialquotienten statt A'P=3, je nach- 
dem die genannte Einschiebung sich 1, 2, 3, 4, mal wiederholt, 

die Grössen —2, 5, 0; —2, 5, —5, 5, 0; —2, 5, —5, 5, —5, 0; 
-^2, 5, — % 5, —5, 5, —5, 5, 0; zu substituiren. 



Föhren wir die sieb hieran knöpfende Rechnung an«, 10 erhal- 
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Man hat hiernach folgende drei Lösungen der vorgelegten Gleichung: 
x = +3 und g = +5; x = +137 und y =~+l7<t; x == ±$702 und 

y = +4585, 
welche alle za derselben Lösung der Bedingungscongruenz z* n lH 
(möi 956) gehören und es erhellt, dass noch mehr derartige in anend- 
licher Anzahl Torbanden sind. 



$« 25. 

Tön den quadratischen Formen Unit positiver 
quadratischer Determinante. 

1) Wenn in der Form (1, B, C) die Determinante D von der Form 
% ist, so kann man der Gleichung h*^sB* — AC die Form geben 

k—B —C^t 



(1) 



ä -h+ß~d f 

wo ß und & relative Primzahlen gegen einander bezeichnen und das Ver- 
hältnis* -+ demzufolge die einfachste Form der beiden gleichen VerhÜU 
o 

nisse — z — und , — „ darstellt. Da ß und d keinen gemeinschaftlichen 

Factor besitzen, so kana man a und y so bestimmen» dass sie der Glei* 
chung ad — /?y = 1 Genüge leisten. Transformiren wir jetzt die fege« 
bene Form vermöge der Substitutionen x^ctxf+ßy' und y=y*'+d(j'* 
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s# geht die gegeben* Form in eine ihr aequivalente Form von der Ge- 
stalt (*, A, 0) über. Um dieses zu beweisen hat man, indem man die 
entstehende Form mit (n, b, c) bezeichnet, darzuthun, dass man £ == A, 
c = habe. Nun aber ist an Folge der allgemeinen Transformations- 
formeln b= Aaß+B(ad+ßy) + Cyd, «= Aß*+2Bß<3+Cd 2 , also, wenn 

man hier für 4 und C ihre aus (1) gezogenen Werthe 4 = (A — B)~ und 

C=—\h+B)& einsetzt, 6 = (A — #;«<* + «(<*<* + /ty) — (* + *)'# Ä 

h(ad—ßy) = A, c== (A — B ßd+2Bßd— (A + fl)/?d = 0. Wenn nun die 
Zahl a, die aus dieser Transformation Messt, zwischen den Grenzen 
und 2A — 1 liegt oder einer dieser Grenzen gleich ist, so heisst die Form 
(a, A, 0) die reducirte Form zu der gegebenen. Sollte sie dieser Be- 
dingung noch nicht sogleich Genüge leisten, so erhält man die reducirte 
Form, wenn man an Stelle von a den kleinsten positiven Rest *' dieser 

Zahl nach dem Modul 2A setzt, so dass man a = a 4 (mod 2A) oder 
a „t 

— ojT~ =■= Num. integ. hat. Es ist nämlich die Form (a, A, 0) der Form 

(a' v A, 0) aequivalent. Diese Aequivalenz findet statt, weil einmal die 
beiden Determinanten gleich sind und dann eine Transformation der 
ersten Form in die zweite existirt, nämlich (wenn wir die Unbestimmte» 

respective mit x\ y* und x", y" bezeichnen) x'—x* 4 und y'= "öT"^'"^"- 

Von den reducirten Formen gelten folgende Sätze und Erklärungen: 
Eine reducirte Form zu einer gegebenen Form mit po- 
sitiver quadratischer Determinante A 2 ist eine solche Form, 
die der gegebenen im eigentlichen Sinne aequivalent istf 
deren mittelster Coefficient gleich A, deren letzter Coef- 
ficient gleich und deren erster Coefficient s wischen de 9 
Zahlen und 2A — 1 liegt oder einer dieser beiden Gren- 
zen selbst gleich ist. 

Zwei reducirte Formen können nur dann eigentlich 
aequivalente sein, wenn sie identische Fermen sind; es exi- 
stiren daher zu einer gegebenen Determinante A* 2A von einander ver- 
schiedene reducirte Formen, welche ebensovielen Klassen von Forme« 
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Nehmen wir an, («, i, 0) und (a\ h 9 0) wäre« zwei reducirte aequi- 
Talente Formen und die erste ginge in die zweite über durch die Sub- 
stitution x = aa/+ßy\ y^ytf+dy', so bitte man die 4 Gleichungen: 
(2) «a*+2Aay = a'; (3) *aß+k(ai+ßy) == i; 
(4) a0*+2A0d = 0; (5) ad— 0y = l. 
Eliminirt man aus der dritten und vierten Gleichung a, so folgt A( — aßd+ 
ß*y) = 0, woher, da die Grösse in der Klammer sich auf — ß(ad — /?/) = — ß 
reducirt, nothwendig ß = sein mu^s. Demgemäs* folgt aus (5) ad = 1, 
a = + l, <J = +_l. Setzt man jetzt in (2) für a seinen Werlh, so be- 
kommen wir a+2hy = a! oder a' ^ a (mod 2A;. Da diese Congruenz 
zwischen den Grenzen und 2A nur eine Lösung gestattet, so bat man 
a'—a, d. h. die beiden Formen sind identisch. 

Betrachten wir, um ein Beispiel zu haben, die auf die Determinante 
25 bezüglichen reducirlen Formen, so zerfallen diese in 10 Klassen, die 
den Formen 

(0, 5, 0), (1, 5, 0), (2, 5, 0), (5, 5, 0), (8, 5, 0), (9, 5, 0); 
(3, 5, 0), (7, 5, 0); (4, 5, 0), (6, 5, 0) 
respective entsprechen. Von diesen Formen sind die 6 ersten unter ein- 
ander uneigentlich aequivalent, ferner die 7te und 8te, endlich die 9ta 
and lOte. 

Wenn zwei beliebig aequivalente Formen gegeben sind, 
eine Transformation der einen in die andere zu finden. 

Seien die beiden gegebenen Formen F = (4, B, C) mit den Unbe- 
stimmten X, Y und f= (a, 6, c) mit den Unbestimmten x, y; die re- 
ducirte Form zu beiden möge (a', A, 0) sein mit den Unbestimmten x' y*. 
Indem wir die allgemeinen Principien über Transformationen (cf. $. 22. 
unter 2.) auf die beiden anwenden, welche zur Reduction irgend einer 
Form nothwendig sind, erhellt unmittelbar, dass die Substitutionen» ver- 
möge welcher F und f in die Form (<*', A, 0) übergehen, folgende sind: 

(6) X = er, x' + ft y\ Y = y, x'+d, y\ 

(7) m=a l x'+ß'y l , y = </x'+d'y'. 

Vermöge (7), unter Zuziehung der Gleichung cr'd' — £Y = 1« findet maa 

x 1 == d'x—ßy 4 , y = — tfx+a'y 
und diese Werthe für x 4 und y' in (6) einsetzend erhalten wir die ge- 
suchten Transformationsformeln, vermöge welcher /"in F übergeht, ninalich: 



- 303 — 

■ (8) X = (cr, &-ß, /)»+(£ **-«, fä 9 Y=(y, f-S, /)»+ 

2) Die entwickelten Principien sind ausreichend zur Lösung des 
fundamentalen Theoreme*,' die Gleichung Ax 2 +2Bxy+Cg 2 = M in 
ganzen Zahlen für x, g aufzulösen. Die Art ihrer Anwendung 
bietet nichts Neues dar, was aus dem Vorigen nicht von selbst erhellte; 
wir ziehen es daher vor eine andere Lösung desselben Problemes zu ge* 
ben , welche auf Principien beruht, die der speciellen Natur des betrach- 
teten Falles angepasst sind. 

Nehmen wir zu dem Zwecke die Gleichungen (1) wieder auf, welche 
sich auf die Gleichung 

(9) Ax 2 + 2Bxy + Cy 2 =M 

beziehen und folgern aus ihnen, dass ß nothwendig in h — B und — C 
ohne Rest aufgeht und ebenso d in A und A + fl: dann kann man, indem 

p und q ganze Zahlen bezeichnen, setzen — -— r= — =p und — ^— « 

p o o 

Q 

— ~ = q und es lässt sich die Identität der Ausdrucke (dx — ßy)(px+qg) 
P 

und Ax 1 +2Bxy+Cy t nachweisen. DemgemSss kann man die Gleichung 
(9) ersetzen durch die folgende: 

(10) (dx— ßy)(px + q</) = M. 

Man suche sich jetzt alle möglichen positiven oder negativen Theiler von 
M, und löse, indem m allgemein irgend einen dieser Theiler bezeichnet, 

die beiden Gleichungen 

M 
(11) Ar— /fy=*, 12) px+qg = - 

tn 

auf, die in ihrem Zusammenbeslehen mit (9) identisch sind. Auf diese 

Weise resultirt 

} X ~~ nußp+dq)' y ^ m(ßp+dq) 
Diese Gleichungen geben immer bestimmte und endliche Werthe für x 
und g, weil der Ausdruck ßp+dq=;(h — B) + (h+B) = 2A und ebenso 
m eine bestimmte endliche Grösse ist. 

So z.B. ergeben sich für die Gleichung 5x 2 +4xy+ly 2 *= 12 nur 
2 Auflösungen, nämlich « = ±2, y = 0. 



I 



Die vorgetragene Auflösung setzt stillschweigend voraus, data die 
Zerlegung ven M in endliche Factoren möglich ist, d. b. dass M von 
verschieden sei. Wenn M=0 and nilhin die G leic h — g 

•der die mit ihr identische 

. (d*+fr)(p*+») = 
aufzulösen ist, so sind zwei von einander verschiedene Lösungen möglich, 
indem man sowohl ix — /$y=0, wie px+gy=0 selten kann. Wir he* 
kommen dadurch, indem % eine beliebige ganze positive oder negative 
£ahl und m den grösslen gemeinschaftlichen Divisor der Zahlen f nnd f 
bezeichnet, die beiden Lösungssysteme: 

x = £*, j = o* und ä^- 1 !, y *= — — *. 

Ml MI 

3) Wenn die Determinante D der Gleichung Ax % +2Bxy+Cif % *= M 
der Null gleich ist, so hat man B* — iC=0 und die "Gleichung geht 
durch Hultiplication mit A über in (Ax+By)*=AM. Damit sie also 
möglich sei , ist nothwendig, dass AM ein vollständiges Quadrat und also 
von der Form K 2 sei: dies vorausgesetzt hat man jede der unbestimm- 
ten Gleichungen Ax+By = K und Ax+By — — K io ganzen Zahlen für 
x und y aufzulösen : die gegebene Gleichung ist also zurückfährbar auf 2 
Congruenzen des ersten Grades und damit dieselben möglich seien, ist 
nothwendig und hinreichend, dass der grösste gemeinschaftliche Theiler 
zwischen A und B auch die Zahl K tbeile. 



% 



§. 20. 

Von den verschiedenen unter einander ähnlichen 

Transformationen einer gegebenen Form in 

eine andere gegebene Form. 

Das allgemeine Problem, die Repräsentationen einer Zahl M durch 
eine Form F = (A, B, C) von gegebener Zasammensetzung zu finden, ha- 
ben wir in allen Fällen auf das Problem der Transformation der Form f 
in eine andere surftekgsffihrt, welche sich aus äner gewissen iediftgungs- 
gleichung in bekannter Weise ergiebi» *nd jeder tigtuüiiifa» Tttfcsfer» 
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mation entspricht eine sp&ielle Repräsentation (o4er ia gewisses Fällen 
eine unendliche Menge- von Repräsentation** , die jedoch mit dieser spe- 
cialen einen innigen und genauen Zusammenhang haben; man vergleiche 
hierüber das, was am Schlüsse des §. 24 gesagt ist). Zugleich haben 
wir gezeigt , wie man immer wenigstens eine specielle Transformation 
sich bestimmen könne. Hiermit» wenn wir anders alle nur möglichen 
von einander verschiedenen Lösungen finden wollen, sind wir genötbigf, 
uns zuvor mit dem folgenden fundamentalen Probleme zu beschäftigen: 

Wenn uns zwei Formen #*= AX 2 +2B1Y+C¥* und f=*ax*+ 
2bxy+cy 2 und irgend eine specielle Transfermation der 
ersten in die letzte gegeben sind, ans dieser einen alle nur 
möglichen von einander verschiedenen ähnliche Trans- 
formationen herzuleiten. 

Die bekannte Transformation möge sich vollführen durch die Substi* 
tufcooen Ji=ax+ßg und Ysayx+dg; wir wollen annehmen, irgend 
eine davtti verschiedene und ihr ähnliche Transformation sei X ss afm+ßfg 
tnd IT *3 jfa-Wjr» Sei ferner die Determinante der beiden Formen F 
und / respectiveD und d, ferner ad — /9y = «, a'& — ß*/ = «', so sind 
e und t* Grössen von gleichem Vorzeichen, weil beide Transformationen 
*b*lich si«d (ef. §. 22, 2.) und man hat d « De* und d «= Ifc**, als* 
e 1 = e' 1 und daher e = t / , d. h. es ist 

e = e' = ad — ßy = a'd' —ß?y'* 
Es besteben ferner zu Folge der Natur der Transformationen die Glei- 
chungen : 

(1) Aa*+2B*y+Cy* = a, (2) Aa'*+2Ba'y'+Cy' 2 = a 
(8) Aaß+B(ad+ßy) + Cyd = b, (4) Aa'ß'+B(a'd'+ß'y',C/# = b 
(5) Aß*+2Bßd+Cd* = c, (6) Aß'*+2Bß't'+Cä'*= c 
Setzen wir der Abkürzung halber: 

Aaa' + Bwy 1 + ya') + Cyy'= : A> t 

AW +fi*f)+B(ad' +ßy' + yß* + da') + C(yd' + dy') = 2B' 

Aßß'+B(ßd'+dß') + Cd6'**C\ 

alsdann erhalten wir aus dem vorrtettemtert Systeme von Gleichungen die 

folgenden: 

(7) Jf*~B(rf->yaf)*=a** 

(8) 2A'W—D(ay>-ya t ){ad i +ßy>~yP — <te') ~ SW 
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(9) 4!P J — (atf+ß/— yß 1 — o*äV = 4&* 

(10) A'C t —D(ay'—ya')(ßS l —dß t ) = ae 

(11) 2B'C-D(a3'+ßy'-yß'— da')(ß8'-dß , ) = 2hc 
(12) C'*—D(ßd'—dß')***c*. 
Die Gleichung (7) folgt aus (1).(2), die Gleichung (8) aus (1).(4)+ 
(2).(S), die Gleichung (9) aus (1). (6) + (2). (5) +2. (5). (4); die Glei- 
chung (1 0) ergiebt sich , indem man (3) mit (4) multiplicirt und davon 
die Gleichung D(oo* — ßyXa'S' — /f/) = 8* — ae abzieht; die Gleichung 
(11) ist (3). (6) +(4). (5) und die Gleichung (12) ist (5). (0). 

Nehmen wir jetzt an, der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zah- 
len a, 26, c wäre m: dann kann man immer die Zahlen g, h, k so be- 
stimmen, dass sie der Gleichung 

ag+2bh + ck = m 
Genüge leisten und zwar auf unendlich vielfache Weise. 

Setzen wir, um dieses darzuthun, für den Augenblick den grössten 
gemeinschaftlichen Divisor zwischen a und 26 gleich I, so ist der grösste 
gemeinschaftliche Divisor zwischen / und c die Zahl m: demzufolge sind! 

- - und — , — und — respective relative Primzahlen und die beiden an- 

bestimmten Gleichungen -,a?+-ry = 1 und -m-| — * = 1 immer in gen* 

LI mm 

zen Zahlen für x und y, u und % auflösbar. Nun sind dieselben iden- 
tisch mit den Gleichungen ax + 2by = Z, lu+cz=- m, woraus durch Ein- 
setzung der ersten in die letzte axu+2byu + cz = m folgt, also hat man 

Dieses vorausgesetzt multiplicire man die Gleichungen (7), (8), (9), 
(10), (11), (12) der Reihe nach durch die Zahlen g\ 2gh, h\ Zgk, 2tt, 
i* und addire die Producte zusammen: es resultirt schliesslich 

(A'g+2B'h + ek)*-D[g(ay' — ya')+h(ad'-da'+ß/— y(f) 

oder, wenn man, um abzukürzen, 

(13) 4'j+2JJ'A+ C"* = r 
( U) g (ay* — ya') + h(ad' — <**' +ßy* — yß') + k(ßd' — dß*y*z U 
setzt, man kommt zurück auf die einfache Gleichung zwischen den bei- 
den Unbestimmten T und U: 
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Hiermit haben wir. das bemerkenswerthe Theorem gewonnen: Aus je 
zwei unter einander ahnlichen Transformationen der Form 
F in die Form /kann man eine Lösung der unbestimmten 
Gleichung t 1 — Du 1 ^m % in ganzen Zahlen für t und u sich 
herleiten, nämlich f= T und u = Z7. 

Weiter unten werden wir bequemere Ausdrücke zur Berechnung der 
Grössen 7 und U entwickeln, aus denen namentlich auch hervorgeht, 
dass der Werth dieser Grössen von der speciellen Beschaf- 
fenheit der Zahlen g, A, k vollkommen unabhängig sich be- 
stimmt. — Die beiden Transformationen, welche unter der Voraus- 
setzung, dass sie ähnlich, d. h beide entweder eigentliche oder uneigent- 
liche sind, eine Lösung der Gleichung f 2 — Du* = m 2 liefern, sind voll- 
kommen willkürlich und können daher auch identisch sein. In diesem 
Falle liefern sie die specielle Lösung u = und t = +m, welche bei der 
ersten Betrachtung der Gleichung unmittelbar erhellt. 

Der vorstehende Satz stellt ein Verhältniss der Abhängigkeit fest 
zwischen zwei Transformationen der Form F in die Form f und einer 
speciellen Lösung unserer Gleichung; da nun von diesen zwei Transfor- 
mationen nur eine bekannt, die andere gesucht, so liegt es nahe die Un- 
tersuchung umzukehren und zu sehen, in welchem Abhängigkeitsverhält- 
nisse diese unbekannte Transformation zu der (bekannten Transformation 
und der zugehörigen speciellen Lösung unserer Gleichung zwischen t und 
u stehe» 

Zu dem Zwecke entwickeln wir folgende Gleichungen: 

(15) (ad— ßy + a'd'—ß'yW^ a (ad'—ßy'—yß'+da% 

(16) (adr-ßy+a'd'— /ty') fl' = 2ft(<*<*' — ßy'~ yß'+da% 

(17) (ad— ßy+a'd' — ß'y')C = c(ad'—ß>/—yß , +da t ). 

Die Gleichung (15) entsteht aus (1) . (da' — ß/) + (2) . (ad' - yß*) + (3) . 
(a/ — ya') +(4) . (ya' — ay'), die Gleichung (16) ans ((1) — (2)) . (dß 1 — 
ßi') + ((3) + (4) ) . (ad'—ßf-yß' + da') + ( (5) - (6) ) (a/ -yd), die 
Gleichung (17) endlich aus ((3> — (4))(d/3'— /&*') + (&). (od' — yß!)+ 
(6). (da' -ßy 1 ). 

Aus den Gleichungen (15) , (16), (17) zieht man unter Benutzung 
der Relation ad— ßy == a'$'— fttf\ 



k ._ <**- ßf-yp+W _ 2»(cö»-/fr'-r/r+oV) 

2(a6-ßy) >**- ***-ßr) 

2&-ßr) 

•ad ieden wir diese Werthe für Ä', 2B 1 , C im <13) ciasetae», erb* 

ten wir 

{af-ß/ — Y p+6a')(*g+2ik+€k) = 2(aS—M)T t 

wober, wenn man für o£-}-2M-J-cir seinen Werth m setzt, 

(18) 2(ad — ^y)T = »(od' - ß/ - yßf + ©V) J 

diese leUle Gleicbnag bietet ein zur Berechnung von T bequemes MUld 

dar und zeigt dessen vollständige Unabhängigkeit von den specieUen Zah- 

lenwertben der Unbestimmten g, h, i. 

Indem wir die Gleichung (18) durch jede der Gleichungen (14), (16), 
(17) diridiren, sind die Resultate 

mA' = Ta y 2mW=m § mC=Tc 
und wir können hieraus die Werthe von A', 2B\ C ziehen; setzen wir 

dieselben in die Gleichungen (7), (8), (12) ein, labsütaireg JOr P 

feinen Werth m 2 +DU 2 , so erhalten wir: 

(ab) (<*/— V a?)(jxi' - fa'+ß/— ^>* = 2mbO* 

(b) (a& — W+/»y — y/P) 2 * 2 = 46*1/* 
(«) (a/— yaf)(ßd'— iß i )m 1 ^m€tP 

(*«) {ßd l —dß')(aa , —da'+ßtf—rß')m*=i2ktU* 

(c) (ßd'—dß^hnt^cW. 

Aus diesem Gleicbungssysleme folgt, indem man sich der Reibe nach die 
Cömbioationen 

0.(a)+*.(a*)+*.(<wO; j. (at)-f*. (5)+». (*c); J.(ac)+*. (*«)+*.(«) 
bildet, das folgende neue 

(<*/ — /«O • Dm* = mal/ 1 , 
(cwT — <**' +/»/— 7W» 2 = 2mbü* 
ißd'—dß').Um* = mcU* 
•od liieraas, indem man mff auf beiden Seilen dmdtrt, 

(19) aü^mW—ya') 

(20) 2M7 =»(«*'— &•+/*/—?£•) 

(21) cU-mW—ty). 




Jede dieser 3 Gleichungen ist gleich geeignet iur Berechnung von U und 
teigt, tfl UeWreJoslimmung mit der obigen Aussage» die Unabhängigkeit 
dieser G risse ?on der speciellen Natur der g, &, k. 

Es ergeben sich ferner durch die Bildung der Gleichungen (16) + 
(90) und (18)— (20): 

(22) (ai-ßy)T+bU=m(ad' — yß 1 ) 

(23) {ad—ßy)T--hü^m(Sa?—ßf). 

Die Gleichungen (19), (21), (22) und (23) bilden ein System von 
4 Gleichungen, in denen ausser den 4 unbekannten Grössen a\ ß*, /, 9 
lauter entweder unmittelbar bekannte oder doch leicht bestimmbare Grös- 
sen vorkommen ; wir sind daher im Stande aus ihnen in bekannter Weise 
die Werthe der 4 Grössen a', ß\ y\ d' herzuleiten und erhalten, wenn 
wir noch für a, b t c ihre Werthe aus den Gleichungen (1), (3), (5) Sub- 
stituten : 

a'=ijar-(fia+ty)tfj, 

d' = ~\dT + (Aß+Bd)u\. 
Die gesuchte Transformation steht demzufolge unter der Perm 

X= £ \aT-(.Ba+Cy)u\x + ^\ßT-{Bß+Cd)o\y, 

Y=^YT + (Aa+By)ü\x+^dT + (Aß+B8)0^y. 

Es ist leicht, dadurch, dass man die Werthe von a', ß\ y 1 , d 4 in 
die Formeln (2), (4), (6) einsetzt und die Gleichung T—DU 2 =m 2 an- 
wendet, den Beweis zu fähren, dass vermöge ihrer die Form F in f 
übergebt; eben so leicht erhellt die Gleichung ad— ßy = et'd' — ß*?* 
d. h. die Bedingung für ihre Aehnlichkeit mit der gegebenen. 

Aus unserer Analyse folgt, dass keine Transformation der Form F 
in f 9 welche der gegebenen ähnlich ist, existiren könne, die nicht unter 
den Formeln (24) enthalten sei und demzufolge irgend einer speciellen 
Lösung der Gleichung f*— 2fa*=ro* entspreche« Aber es ist darum nicht 
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Unbedingt noth wendig, dass jede Lösung dieser Gleichung auch eine mit 
der gegebenen Transformalion ähnliche liefern moste; denn «s kamt 
offenbar vorkommen, dass für gewisse specielle Zahlenwerike ?on I md « 
die Coefficienten von x und y in den Formeln (24) entweder alle oder 
zum Theil gebrochene Zahlen werden, was mit dein früher aufgestellt«! 
Begriffe der Transformation nur durch ganzzahlige Substitutionen bewirkt 
zu werden im Widerspruch stehen würde. Es lässt sich aber der Nach- 
weis führen, dass dergleichen niemals stalthaben kann, wenn die beiden 
Determinanten d und D einander gleich sind, d. h. wenn die beiden For- 
men F und f einander aequivalent sind, und dies ist zugleich der einzige 
Fall, dessen wir für unsere Zwecke bedürfen. Wir haben alsdann das 
Theorem : 

Wenn die Formen F und f einander aequiralent sind, 
so liefert jedes Lösungssytem der Gleichung t 1 — Dtt*»» 1 
zu irgend einer gegebenen Transformation eine zweite 
derselben ähnliche. 

Wir haben m als den grössten gemeinschaftlichen Divisor zwischen 
den Zahlen a, 26, c angenommen; da nun die Formen (A, JJ, C) und 
(a, 6, c) aequivalenle sind, so roüss, gemäss dem Theorem 2) in $. 22» 
m auch der grösste gemeinschaftliche Divisor zwischen den Zahlen 4, 2B, C 
sein. Nun ist 4T*—iDU* — 4m 2 und da 4DÜ 2 (wegen 4D == (2Ä) 2 — AC) 
und 4m 2 durch *» x tbeilbar sind, so muss auch 43T 2 durch m 2 ibeilbar 

sein, also 27 durch m. Hiernach sind die Ausdrücke —(T+BU) und 

2 4fi{7 

—(T — BU) ganze Zahlen. Nun ist die Differenz - — dieser beiden Zah- 
nt m 

len immer gerade, also sind sie entweder beide zu gleicher Zeit gerade 

oder beide ungerade. Nun können sie nicht zu gleicher Zeit ungerade 

4 

sein, weil ihr Product — j(T 2 — BW 1 ) eine gerade Zahl ist — es folgt 

nämlich aus T 2 — Du 2 = m 2 der Ausdruck T 2 — B 2 U 2 +ACU* als ein Viel- 
faches von m 2 und da ACU 2 iür sich allein auch schon ein solches Viel- 
faches ist, so ist es auch T 2 — BW 1 , mithin - 2 (T*—B*U 2 ) eine ganze 

Zahl — ; also folgt, dass sie beide gleichzeitig gerade Zahlen sind und 

1 1 

<Jie Ausdrücke — (T^-BU) und — (T+BU) darum ganze Zahlen« Diu 
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sind aber, da A und C ausserdem für sich allein durch m theilbar, die 
zureichenden Bedingungen dafür, dass die Substitutionen (24) nur ganz- 
zahlige Coefßcienten enthalten. 

Beispiel. Die Form (1, 0, 2) geht durch die eigentliche Trans- 
formation x =*2x' + lg\ y^x'+hy' über in die Form (6, 24, 99). Da 
wir D = — 2 haben und 3 der grösste gemeinschaftliche Divisor zwischen 
6, 24, 99 ist, so nimmt die Gleichung t 2 — Du 2 = m 2 die specielle Ge- 
stalt f*+2t**=9 an, der, wie man sich leicht überzeugt, folgende 6 
(und ausserdem keine anderen) Systeme von Werlhen der X, u genügen: 

* = 3, u=0; f= — 3, m = 0; f=l, u = 2; f = — 1. w = 2; 

1 — 1, u=— 2; f = — 1, u = — 2. 

Die dritte und sechste unter diesen Lösungssystemen geben Substitutionen 
mit gebrochenen Coefßcienten und sind daher unbrauchbar; die 4 anderen 
geben vermöge der Formeln (24) folgende Substitutionen: 

x- 2x'+7y, y= x'+5y' 

x = -2x'+ly\ y = -a?'+5y 

a?= 2a?'+9y, ff = rc'+3y' 

a? = — 2a?H9y, y = — a?' + 3y. 

Die erste unter diesen Transformationen lallt mit der gegebenen zu- 
sammen. 

Durch das Problem der Transformation werden wir mithin weiter zu 
dem Probleme hingetrieben, die Gleichung t 2 — Du 2 = m 2 in ganzen 
Zahlen für t und u aufzulösen oder mit anderen Worten 
alle nur möglichen Repräsentationen der Zahl m 1 durch 
die Form t 2 —Du 2 zu finden. Dieses letztere Problem ist nur ein 
specieller Fall des allgemeinen, von welchem wir ausgegangen sind und 
da wir nur nötbig haben es unter der Annahme aufzulösen, dass die Zah- 
len D und m durch eine bestimmte Form (A, B, C) gegeben sind, soll 
es in dem folgenden Paragraphen in dieser seiner Verknüpfung mit dem 
allgemeinen Probleme betrachtet werden. 



Sckwart, ZoWat- Tteorie. 
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S. 27. 

Theorie der Gleichung i 1 — DtPsstn* und Anwendung 

derselben auf das Problem, die allgemeine Gleichung 

Ax*+Bxy+Cy*=sM in ganzen Zahlen für x und y 

aufzulösen. 

Die Natur der Gleichung t 2 — Du 2 — m 2 macht die Unterscheidung 
zweier Hauptfälle nöthig, welche durch das Vorzeichen von D ihre Be- 
stimmung erhalten. Nämlich die Determinante D kann entweder positiv 
oder negativ sein und wir haben daher, wenn wir unter D eine absolute 
oder auch eine wesentlich positive Zahl verstehen, die beiden Formen 
t*+Du 2 sa m 2 und <*— DiP^m* in abgesonderter Weise zu betrachten. 
Zuvor schicken wir aber noch eine allgemeine auf beide Fälle gleichmässig 
bezügliche Bemerkung voraus. 

Die Gleichung f f +lHi 2 = iii* steht, wie wir gesehen haben, mit den 
beiden zusammengehörigen Formen F^Ax 2 +2Bxy+Cy 2 und / , = JH| 2 + 
2z£rj+$r] 2 in einem innigen Zusammenhange; nämlich m bezeichnet den 
grössten gemeinschaftlichen Divisor sowohl der Coefficienten A, 22?, C, 
Wie auch der Coefficienten Jtf, 2z, s und ausserdem wissen wir, dass je 
zwei Transformationen von (4, B f C) in (M, %, s) eine Lösung unserer 
Gleichung bestimmen, und umgekehrt, dass durch eine Transformation 
und eine solche Lösung immer eine zweite Transformation bestimmt wird. 
Da nun die beiden Transformationen, welche eine Lösung bestimmen, 
auch zusammenfallen können und, indem sie zusammenfallen, die parti- 
culäre Lösung w = und f = +t* hervorbringen, ergiebt sich, dass so- 
viel eigentliche Transformationen von F und f existtreo, 
als von einander verschiedene Lösungen der Gleichung 
t 2 +Du 2 =z w 2 . Eine specielle Transformation von (A, B, C) in (Mf, *, s) 
kann nun immer in der bekannten Weise vermöge einer fteibe ton an- 
grenzenden Formen gefunden werden. Sei diese Tramformatton darge- 
stellt durch a?s=a£+/fy, y = yS+drj 9 so gehört zu derselben die Lö- 
sung u = , t = +m , und zu der entgegengesetzten . (ebenfalls eigent- 
lichen) Transformation a? = — a£ — ßq, y = — y£ — drj gehört die entge- 
gengesetzte Lösung u = , ( = — m. Indem wir ans das Problem , die 
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Gleichung t*+Du 2 = m 2 aufzulösen, stellen, wird es uns daher wesentlich 
nur um solche Lösungssysteme zu thun sein, welche von den beiden ge- 
nannten verschieden sind« Ein jedes darunter wird als zu einer specia- 
len und vermöge der Formeln (24) im vorigen Paragraphen bestimmba- 
ren Transformation gehörig betrachtet werden können. Zu je zwei ent- 
gegengesetzten Lösungssystemen gehören auch immer je zwei einander 
entgegengesetzte Transformationen. 

1) Auflösung der Gleichung l 2 +Du 2 =r m 2 . Die Zahl der Lösungen 
ist in diesem Falle eine beschränkte und es lassen sich folgende Fälle 
unterscheiden : 

4D 
a) — *>4 oder D>m 2 . In diesem Falle existiren ersichtlich 

nicht mehr als zwei von einander verschiedene Lösungssysteme, nämlich 
t* = und t=+m. Mithin existiren auch nicht mehr als zwei und zwar 
einander entgegengesetzte Transformationen von F in /", nämlich a? = 
ag+ßq und y = y£+<fy, a?= — a£~/fy und y = — y£— <fy. Dem ent- 
sprechend hat die Gleichung Ax*+2Bxy + Cy* «= M nicht mehr als zwei 
von einander verschiedene und zwar einander gerade ertgegengeseizte Lö- 
sungen, nämlich a? = +a und y = +y, x = — a und ys — y. 

42> 

6) — Ä 4 oc | er d — m \ in diesem Falle existiren 4 und nicht 
tu* 

mehr von einander verschiedene Lösungssysteme : u = und t = +m, 
tt = und f = — aw, w = 1 und 1=0, u =c — 1 und f=0; dieselben 
geben in die Formeln (24) eingesetzt nach einander folgende 4 verschie- 
dene (eigentliche) Transformationen: 

p — aS+ßy und y = yg+drj, a? = —ag—fit] und y = — y£— <fy, 

Ba+Cy t Bß+Cd , 4a+Äy fc , 4£+C<J 
a? = ^5 c w und jf = ■ . / g+— » 

, &*+CV c , Bß+Cd . 4cr+Äy t 4*+C<J 

Xca +■ ■■>■■ ' g + r r 4 undy = ~ x l ^ — *• 

m wi fit tu a 

Dem entsprechend hat die Gleichung Äx 1 + 2Bxy + Cy 1 =^M nicht mehr 

als 4 von einander verschiedene Lösuogssysteme , die sich in Gruppen m 

je zwei einander entgegengesetzten ordnen lassen, nämlich: 

a?*=a und y=sy; »=s — c* und y = — y; 

x £ un fl y as £ . x =; ; und y == — • = — £. 



untl y ä L : s =; \ und y 
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e) — ■ = 3 oder AD — 3m*. In diesem Falle wird m mit Noth- 

wendigkeit eine gerade Zahl sein und die Gleichung I* + />**= m* bat 
S verschiedene Losongssirsteme, nämlich: «=*0, l = st; n = 0, /*= — st; 
*= 1, 1 = 4»; * = — 1, f == — |mj * = — 1, * = £m; k = 1, 1 = — J« 
«od man bat folgende 6 Transformationen, die sieb paarweise zu je zwei, 
die einander entgegengesetzt sind, wie folgt, anordnen lassen: 

Wir erbalten dadurch 6 verschiedene Losungen der Gleichung j4x 1 +2&rj+ 
Cg 1 s= ft/, ausser denen sonst weiter keine eiistiren, nämlich: 

X= flf, y *=y; x = —a, ff ss— y; 

a Ba + Cy y , ia+By a , Bcr+Cy 

• Ä 2 5-' y=S 2+ m *' a?== -2 + "^-' 

y 4a+ty 
Jf " r ~2 _ m ' 

*~~~2~ +— ST"*' y ~2 — ST '*— 2 ST" 1 

d) Es könnte seheinen, dass zu den bezeichneten Fällen noch die 
beiden — = 2, 1 hinzutreten mussten; aber eine genauere Betrachtung 

xeigt, dass sie beide nicht statthaben können. Aus der ersten Annahme 

4AC 4B 2 1 2B \* 

würde fliessen — r- r— 2 > woher 1 — I =*8 (■••<* 4), und ebenso 

(o » \ s 
— I = — 1 (mod 4). 

Beide Cöngruenzen können aber nicht bes leben, weil --2 und — 1 qua- 
dratische Nicbtreste des Moduls 4 sind. 
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Beispiel 1. Betrachten wir die beiden Formen (1, B 9 C> = (1, 0, 1) 
und (M, x, s) 9 wo M irgend eine durch die Form (1, 0, 1) darstellbar« 
Zahl bezeichnet und die Grössen z und s ihre Bestimmung durch die Be? 
dingungsgleicbung z 2 + l = Ms erhalten. Aus der letzteren erhellt sofort, 
dass, damit die untersuchte Repräsentation möglich sei, nothwendig —1 
ein quadratischer Rest vonM sein müsse; mithin können nur solche Zah- 
len durch die Form x 2 +y 2 dargestellt werden, welche unter der allge- 
meinen Zahlform M — ln+l stehen, und eine Zahl, wie in — 1, gestattet 
überhaupt nicht die Zerfällung in zwei Quadrate. Es lässt sich aber nun 
weiter beweisen, dass für eine derartige Zerfällung die eben bezeichnete 
(die Zahlform von M betreffende) Bedingung nicht blos nothwendig, son- 
dern auch hinreichend sei. Von welcher Beschaffenheit nämlich die Form 
(M, %, s) auch sein möge, sie hat stets die Determinante — 1 und kann, 
wenn M positiv und z als eine kleinste Wurzel der obigen Bedingungs- 
gleichung bestimmt ist, nur positive Zahlen darstellen; nun existirt $ber 
nur eine einzige reducirte Form, welche diese Determinante hat und po- 
sitive Zahlen darzustellen fähig ist, nämlich (1, 0, 1); mithin sind die 
beiden Formen (1, 0, 1) und (M, z, s) einander (im eigentlichen Sinne) 
aequivalent. Daraus erhellt die Möglichkeit eine solche Reihe angrenzender 
Formen zu bilden, vermöge deren eine Transformation der ersten Form in 
die zweite gefunden werden kann. Sei diese Transformation x =«£+ ßtj 
und t] = y§+drj r so handelt es sich darum, alle übrigen davon verschie- 
denen Transformationen zu bestimmen. Da im gegenwärtigen Falle die 
Crosse m der Einheit gleich ist, so kommt die Hülfsgieichung t 2 +Du t =i 



4Z> 

auf die Gestalt t 2 +u 2 = l und man hat— =4, d. h. es tritt der Fall 



m 2 



b) ein. Wir bekommen daher folgende 4 Lösungen der Gleichung x 2 + 
y 2 = M: x = a, y=y; a? =— <*, ]y = — y; a?=r— y, y=a; # = y f 
y = — «. 

Die genannten Repräsentationen von M durch (1 , , 1) sind aber 
nur diejenigen, welche einer speciellen und in den kleinsten Zahlen aus» 
gedrückten Lösung der Gleichung s 2 +l = Ms nach * und s zugehören, 
nämlich dem Lösungssysteme z = +£, s = o> und , wie auch die Zahl M 
beschaffen sein möge, so werden immer noch 4 andere Repräsentationen 
ßxiatiren, welche dem entgegengesetzten Lösungssysteme *»— & ;j$x*f 
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verknöpft oder liirt Bind; dieselben siud: x=a, y^t — y; ai *» — a, 
ys=y; a?»y, y = a; a? = — y, y » —k* und werden aus den vorber- 
gehenden erhalten durch Vertauschung von y mit — y. Dies erhellt so- 
fort aus der Bemerkung, dass, da die Form (1, 0, 1) eine zweideutig* 
ist, sie ebensowohl der Form (M, £, <r), wie der Form (M, ~£, er) im 
eigentlichen Sinne aequivalent sein muss und mithin die Transformation 
4? = a£ — ßf i$ y = — y£+drj, vermöge derer (1, 0, 1) in (JM, — £, o) 
übergeht, gleichfalls in Betracht kommt. 

Ist nun M eine Primzahl oder die Potenz einer »eichen» eo etisti- 
ren ausser den beiden Lösungen *=*+£ « = a der Bedingungsgleichung 
keine, die davon verschieden sind, und es sind die aufgezählten 8 Re- 
präsentationen von M durch (1, 0, 1) die einzig möglichen- Alle diese 
geben aber dieselbe Zerfallung von M in zwei Quadrate, weil sie mit den 
verschiedenen Variationen zusammenfallen, welche der Ausdruck (+a) 2 + 
(±y) 2 in Rucksicht auf die Ordnung der Summanden und die Wahl der 
Vorzeichen zulässt. 

Ist dagegen M eine zusammengesetzte Zahl der Form 4*+l und 
aus lauter Primzahlen von eben dieser Form zusammengesetzt, so hat, 
wenn k die Anzahl der ungleichen in M hineingehenden Primfactoreu be- 
zeichnet, die. Gleichung * 2 +l=.Ms 2* von einander verschiedene und 
zu je zwei einander entgegengesetzte Lösungssysteme; mithin giebtes^ 1 
von einander verschiedene Zerfälhingen der Zahl M in zwei Quadrate. — 
Wenn irgend ein Primfactor von M die Form 4n — i bat, so ist — 1 
ein Nichtrest von M und dem zu Folge M überhaupt nicht durch eines 
Ausdruck von der Form x 2 +tj 2 darstellbar. 

WennM endlich eine gerade Zahl, so ist die Gleichung z 2 +l = M$, 

oder, was dasselbe sagt, die Congruenz z 1 = — 1 (mod M) nur dann 

M 
möglich, wenn -^ eine ungerade Zahl ist und sich aus lauter Primfacto- 

reu von der Form 4n + l zusammensetzt; sei die Anzahl der. ungleichen 

Primfactoren von ^ gleich k 9 so giebt es wieder 2*~ l verschiedene Zer- 

ftltungen von M m zwei Quadrate. 

Die vorstehenden Erörterungen beziehen sich auf lauter zeiche Re- 
prisentationen, in denen a> md y relative Primzahlen zu einander aiad, 
eise Jwnen die Einheit übertretenden § ewrintcbaftlioben Tbeifcr fceeitate» 
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Wenn wir einen solchen Theijer gestatten, so wissen wir, dass 31 min- 
destens einen von 1 verschiedenen quadratischen Factor einschliessen 

tnuss. Dies vorausgesetzt ßei [i 2 irgend ein quadratischer Factor von M 9 

Ol 
so hat man sich die Gleichung %' 2 +y' z = — in relativen Primzahlen ffir 

x* und y' aufzulösen: so wird die gesuchte Repräsentation von M durch 

(1, §, 1) erhalten durch das Werthsystera x*3*ftx' und y= j wy'. Damit 

M 

dies möglich sei, ist nothwcndig und zureichend, dass — eine Zahl sei, 

die den vorher auseinandergesetzten Bedingungen genügt, d. h. wenn sie 
gerade ist, sich weder durch 4, noch durch irgend einen Factor von der 
Form 4n — 1 theilen lasse, und wenn sie ungerade ist, gleichfalls keinen 
Factor von der Form 4n — 1 enthalte. 

Sei z.B. M=20, so ist /u*=4, a?'2-j-y'* = 5 und a?' = l, y'=?2, 
mithin x = 2 y y=4, also die gesuchte Zerßllung 20=4 + 16 und sonst 
keine mehr. Sei itf=180, so hat man ^ 2 = 4, 9, 36 und dem ent- 
sprechend a?' 2 +y*=45, 20, 5; die beiden ersten Gleichungen sind (in 
relativen Primzahlen für x' und y') unmöglich, die letzte giebt ^=1, 
y = 2, also x=6, y=12. Sei schliesslich #1 = 36, so ist j*=4, 9, 
36 und jr l2 +y'* = 9, 4, 1. Die beiden ersten Gleichungen sipd wieder 
in relativen Primzahlen für x 1 und y* nicht auflösbar; die letzte giebt 
#'=0, y' = l (wo und 1 als relative Primzahlen gelten, weil sie 
durch keine Zahl über 1 beide zugleich ohne Rest thejlbar sjnd), fljso 
x = 0, y = 6. 

In der vorhergehenden Analyse ist unter Anderem folgendes elegante 
Theorem enthalten: Jede Primzahl der Form 4n+l kann in die 
Summe zweier Quadrate und zwar nur auf eipe einzige Art 
zerfällt werden. 

Beispiel 2. Betrachten wir die Repräsentation x 2 +2y 2 = M un- 
ter jler Voraussetzung, dass M eine absolute Primzahl und demzufolge 
X und' y relative Primzahlen zu einander seien, so ist dieselbe überhaupt 
unmöglich, wenn . — 2 ein quadratischer Nichtrest von M ist, dagegen 
immer möglich, wenn — 2 ein quadratischer Rest von M ist In der 
That seien die Grössen * und s durch die Gleichung z 1 +2 = M5 be- 
stimmt, «o. ist die Form <3f, *, $) der Form (1, 6, 2) notwendig 
aequivalent, weil (1, 0, 2) die einsige reducirte Form für die Determi- 



i 
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nante — 2 ist, welche eine positive Zahl ausdrucken kann. Also ist ein- 
mal der grösste gemeinschaftliche Theiler zwischen JU, *, s derselbe, 
wie zwischen 1, 0, 2, d.h. er ist t»=l und dann existirt eine in be- 
kannter Weise bestimmbare Transformation von (1, 0, 2) in (M, z 9 s). 
Sei dieselbe x = ccg+ßrj, y=^y^-\-drj, so hat man wegen der Gleichung 

- 2 = 8 den Fall a) und mithin sind die beiden Repräsentationen von M, 

welche zu der Lösung z = £ und s = a unserer Hulfsgleichung gehören, 
durch die beiden Werlhsysteme x=a, y — y und 4? = — a, y = — y 
gegeben. Da die Form (1, 0, 2) eine zweideutige ist, so kommen noch 
dazu die Werlhsysteme «r = a, # = — y und #= — er, y — y» welche zu 
der entgegengesetzten Lösung z = — £ und s=a der Hulfsgleichung ge- 
hören. Man folgert hieraus leicht das folgende Theorem : Jede Prim- 
zahl von einer der Formen Sn+1 öder 8n+3 gestattet eine 
und nur eine Zerfällung in die Summe eines Quadrates 
und eines Doppelquadrates. 

Beispiel 3. Betrachten wir die Form Jr 2 +1y 2 , so kann dieselbe 
nur solche Primzahlen M darstellen, die zum quadratischen Reste — 7 
haben; diese Bedingung ist aber nicht nur nothwendig, sondern auch 
zureichend. Sei nämlich wieder z 2 +lj=M$, so ist die Form (M, *, «) 
nothwendig mit der Form (1, 0, 7) aequivalent; denn die beiden einzi- 
gen reducirten Formen mit der Determinante — 7, welche eine positive 
Zahl darstellen können, sind x 2 +ly 2 und 2x 2 +2xy+iy 2 und einer 
Ton diesen beiden muss die Form (M, ä, s) aequivalent sein. Denken 
wir uns nun irgend ein speciell bestimmtes M, für welches (M, *, s) 
der Form (2, 1, 2) aequivalent sein könnte, so müssle die Zahl M dar- 
stellbar sein durch die letztere Form, d.h. es musste M eine gerade 

Zahl sein im Widerspruche zur Voraussetzung. Also sind nothwendig die 

4Z> 

Formen (1, 0, 7) und (M, %> s) einander aequivalent Da wir — 7 = 

w* 

28 

y = 28, also >4 haben, so tritt wieder der Fall a) ein und man hat 

das Theorem: 

Alle Primzahlen, von denen — 7 ein quadratischer Rest 
ist, gestatten eine und nur eine Zerfällung in ein Quadrat 
und das Siebenfache eine« Quadrates« 
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Beispiele sind: 33 = 42+7.1«, 29 = 1+7. 2*, 37 = 9+7.2*, 
43 = 62 + 7.12, 53=25+7.22, 67 = 2 + 7.3* u.s. w. 

2) Auflösung der Gleichung t 2 — Du 2 = m 2 , wenn die Determi- 
nante D positiv und ein vollständiges Quadrat = A 2 ist. Alsdann existi- 
ren die beiden Lösungssysteme f = m, u = und f = — m, «*=0 und 
ausser diesen keine weiter. Nehmen wir nämlich das System der Werthe 
ti = t*' und f = *' als eine zweite Lösung an, so folgt 4*'* — 4Dtt /2 =4m* 
und da 4D durch m 2 theilbar ist, so muss auch 4f' 2 durch m s ohne 
Rest sich theilen lassen und man erhält, indem man für D seinen Werth 

A 2 einsetzt und durch m 2 dividirt, die Gleichung I — 1 — l Jc=4, 

so dass jedes Glied links eine ganze Zahl bezeichnet. Wenn aber die 
Differenz zweier Quadrate gleich 4 sein soll , so muss nothwendig das 
kleinere gleich sein} daraus ergiebt sich «' = 0, *'= +m, d.h. das 
hypothetische Lösungssystem fällt mit den beiden gegebenen zusammen 
oder es existiren nur diese und sonst keine mehr. 

Dieses vorausgesetzt seien wieder (A, B, C) und (M, *, s) aequiva- 
lente Formen und x = a^+ßrj, y = yf+<fy eine Transformation der 
ersten in die letzte; alsdann hat man noch die zweite Transformation 
•r= — a£ — ßrjj y«= — y§ — dt] und ausserdem keine mehr; mitbin exi- 
stiren nur zwei und nicht mehr Repräsentationen von M durch (4, B, C) % 
welche zu einer speciellen Lösung der Hülfsgieichung z 2 — h 2 =: Ms ge- 
hören; denselben entsprechen die Werthsysteme j?= +ce, y = +y. 

3) Auflösung der Gleichung t 2 — Du 1 =w 2 , wenn D einje 
positive Zahl bezeichnet, die kein vollständiges^Quadrat ist. 

In diesem Falle existiren eine unendliche Menge von Aullösungen 
(wenn nämlich solche überhaupt möglich sind), und wir bemerken zur 
Vereinfachung des Geschäftes ihrer Aufsuchung, dass, wenn t = T und u = Z7 
ein System positiver und die Gleichung befriedigender Zablenwerthe be- 
zeichnen, aus dieser einen Lösung sich sofort drei andere ergebeti, näm- 
Jich f»r und u = — U, f = — T und u=*U, t = —T und u = — K; 
Demgemass ist es ausreichend alle möglichen verschiedenen Lösungssy- 
steme aufzustellen, in denen t und u positive ganze Zahlen bezeichnen 
und vir wollen unter diesen zunächst dasjenige uns bestimmen» in wek 



i 
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ehern °ti» abgesehen tob dem schon bekannten Übungssysteme t^m und 
u = , den kleinsten Werlh bat. 

Die Gleichung t 2 — Du 2 = m 2 ist zu Folge der Anlage unserer Un- 
tersuchung eng verknüpft mit den beiden aequivalenten Formen (4, £, C) 
und (iU, z, s). Sobald diese Formen bestimmt und als aequivalente nach- 
gewiesen sind, so existiren, wie man aus dem Schlussbeispiel zu $. 24 
sieht und auch aus der Periodicität der reducirten Formen mit positiver 
Determinante in allgemeiner Weise folgern darf, eine unendliche Menge 
von Transformationen der Form (4, Ä, C) in die Form {M, %, s)\ da 
nun, in Uebereinslimmung mit $. 26, je zwei derselben eine Lösung un- 
serer Gleichnng nach / und u bestimmen, so folgt mit Notwendigkeit, 
das* die Zahl der Auflösungen unendlich ist. Zugleich ist der Gang, den 
wir Behds ihrer Auflösung einzuschlagen haben, durch diese Betrachtung 
vorgeschrieben« 

Wir werden uns vermöge einer Reihe von angrenzenden Formen die 
reducirte Form zu (i, Ä, C) suchen; sei dieselbe f=(a, fr, — a s ) und 
nehmen wir in Analogie mit der %. 24. unter 2) und 3) eingeführten Be- 
zeichnung an, dass ihre Periode aus n Formen bestehe und mithin durch 

die Reihe f, /i , f 2 , fz> A-i dargestellt werde , so ist die in der 

genannten Reihe auf f n ~% folgende Form f» identisch mit f und man wird 
nach vorhergegangener Bestimmung der Partialquotienten hi f h z , ä,, .... h n 
sich in bekannter Weise eine Transformation von / in /, bilden können, 
nämlich x = <* n jc«+/? Jl y,, y ~ ynPk+ ttf» Nun ist, wegen der *wi$cbtn 
den Formen f und f n bestehenden Identität, eine zweite Transformation 
x = 1 . 00n+0 . y n » » = . a?» + 1 . y». Aus diesen beiden Transformatio- 
nen ergiebt sich, wenn wir die Formeln (18) und (19) des $. 26. an- 
wenden und zwar für a *= d = 1 , ß =s y = 0, a? » «», ß* = ß n , /=y t » 
d' — $ n das folgende Lösungssystem der Gleichung t 1 — Dt***=m*: 

T (ctn+ä n )m ,*&•*» 
2 a 

Uebrigens ist es nicht gerade noth wendig, die reducirte Form /« 

(a, fr, — a'), welche sich durch die Form (A, B, €) ergiebt, bei dieser 

Entwickelung zu benutzen, sondern man könnte an ihrer Steile auch jede 

reducirte Form, wie <p = (!', V, C) wählen i*n- der Beschaffenheit, da» 

m der gröeete gemeinschaftliche Theüer zwischen A? , 20* «ad O sei. 
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Diese Beschaffenheit ist hier wesentlich und kommt, wenn sonst keine 
derartige Form existirt, zum Mindesten der Form («, 6, — a') zu. Denn 
der Zusammenhang zwischen der Form (A, B, C) und der Gleichung 
f 2 — Du* —m* besteht ja nach der einen Seite darin, dass m der grössle 
gemeinschaftliche Divisor zwischen 1, 22?, C sei; also muss m auch der 
grteste gemeinschaftliche Divisor zwischen den Coefficienten «, 26, a' der 
aequivalenten Form /= (ä 9 i, — a'j sein. 

Mag nun die Form f=(a, S, — a!) eine vermöge der Form (i, B, C) 
hergeleitete sein oder irgend eine beliebige reducirte, deren Coefficienten 
m zum grössten gemeinschaftlichen Maasse haben — es lisst sich in bei« 
den Fällen darthun, dass der auf die angegebene Weise her- 
geleitete Werth n = U der kleinste unter allen Zahlenwer* 
then von u ist, welche von verschieden sind und der 
Gleichung* 2 — JPi* 2 = i» 2 Genüge leisten. 

Nehmen wir irgend einen von und U verschiedenen Werth w = u' 
an, der die Fähigkeit hat, den Ausdruck m 2 +Du 1 zu einem vollstän- 
digen Quadrate zu machen und sei der correspondirende Werth von t 
gleich t. Dieses neue Werthsystem muss irgend einer Transformation 
der Form / in die Form /», d.h. in sich selbst entsprechen. Bezeich- 
nen wir die Unbestimmten dieser beiden Formen respective mit X, Y 
und x, jf, so wird diese Transformalion erhallen aus der einen bekann- 
ten Transformation X = l.x+Q.y, Y= O.x + l.y und dem eben be- 
zeichneten Lösungssysteme; wir haben zu dem Zwecke nur nölhig in den 
Formeln (24) des vorigen Paragraphen an Stelle der Grössen A y B, C, 
<*> ß> y> &> V, T reBpective a, b, — o 7 , 1, 0, 0, 1, •*', t l zu setzen; die- 
selben gehen dadurch über in : 

Y t'—bu' , «V v flu' ^t'+bu' 
mm mm 

Gehen wir jetzt auf das früher erörterte Theorem zurück, dass, wenn 
zwei reducirte Formen mit positiver Determinante einander aequivalent 
sind, nothwendig jede von ihnen in der Periode der anderen enthalten 
sei, so folgt aus der Natur des daselbst geführten Beweises, dass, wenn 
zwei äquivalente Formen /=<«, *, — *') und F=z(A, B, —A% von de- 
nen die letzte gegenwärtig als der ersten identisch anzusehen ist, so dass 
man ia a, Jteoft, 4' = *' bat» durch irgenl eine gegebene Transfer« 
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mation in einander übergeben» diese Transformation entweder mit gera- 
dezu denselben oder mit entgegengesetzten Werthen der Coefficienten un- 
ter allen Umständen in der Reibe Ton Transformalionen sich vorfindet, 
vermöge derer die Form f in irgend eine Form der Reihe 

A-4t f-** f-st A-i» A A» A» fz> A-ii A» A+i» 

übergeht. Diese gegebene Transformation war dort dargestellt durch X« 
a'x+ß'y, Y = /x + d'y und hier haben wir für a\ ß*, /, d* die spe- 

cielle Bestimmung ar = , ßr = — , / = — , d 1 = , rait- 

171 mm m 

hin -7 = j— , ^ = . t _ , . Nun können zwei Fälle möglicher Weise 

y au 4 . ö* *' + &m' ° 

eintreten. Es kann entweder a dasselbe Vorzeichen haben, wie -7 und 

T 
dann ist die gegebene Transformation, welche wir betrachten, identisch 

mit der Transformation von f in irgend eine bestimmte Form der Periode 

mit positivem Index : oder a hat ein anderes Vorzeichen als -7 und dann 

ist die betrachtete Transformalion identisch mit der Transformation von 
f in irgend eine bestimmle Form seiner Periode mit negativem Index. 
Hier tritt mit Bestimmtheit nur der erste unter den gedachten beiden 
Fällen ein, Denn aus der Gleichung t' 1 — Du' z — m 2 folgt, wenn man 
für D seinen Werth substituirt , t' 2 — ft 2 «' 2 =aaV 2 m 2 , mithin, da« 
und a 4 Grössen von dem nämlichen Vorzeichen sind, t' 2 — b 2 u 4 * oder 
(I 1 — 6ti')(*'+&tt')>0. Da nun *', &', u 4 als wesentlich positive Zahlen 
angenommen werden müssen, so kann diese Ungleichung nur besteben, 

wenn tf — bu 4 und folglich aych — 7 — eine positive Grösse ist. Daraus 

erhellt aber unmittelbar, dass die Grössen a und —. = ~ t — gleiches 

Y oh* ° 

Zeichen haben. 

Die eben zu Ende geführte Betrachtung liefert den Beweis, dass die 
in Rede stehende Transformation 

v %*— bu' , oV v au 1 , f*+&u' 

X = x-\ y, Y = — <*H y 

m m * t» m * 

zusammenfällt mit der Transformation von f in irgend eine specielle Form 
der Reihe: 

fp U% A» A» A» ••••• A-4» A> A+i» ••••* 
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und zwar unter der Voraussetzung, dass diese Transformation nach den! 
in $. 24. unter 3) auseinandergesetzten Gesetze vermöge Verwandlung von 

in einen Kettenbruch gebildet werden. Sei diese Form allgemein 

a 

bezeichnet durch f m , so giebt die Bedingung, dass unsere Transformation 
eine mit f identische Form erzeugen soll, die Congruenz m = (mod n)\ 
Nun kann m nicht gleich sein} detip dieser Annahme entspräche die 
Transformation X= 1 . x+O.y, Y =z .x+l . y, welche mit der obi- 
gen nur dann identisch werden kann, wenn man gegen die Voraussetzung 
u' = hat. Ebensowenig kann m — ft sein; denn diese Annahme ent- 
spräche der Transformation X = a n x+ß n y, Y = y tt x + d n y, welche mit 

aV 
der obigen nur dann identisch werden kann, wenn man ß n —-- — > y» 2 * 

m 

flu' 

— hat. Die letzte dieser Gleichungen giebt aber mit der obigen Bestini- 

mungsgleichung für U, nämlich U = ' n ' multipücirt gegen die Voraus- 

Setzung U = u'. Also, da m nur positiv angenommen werden und we- 
der gleich 0, noch gleich n sein darf, ist es nothwendig ein Multiplum 
von n grösser als n oder mit anderen Worten, unsere Transformalion ist 
die Transformalion von f in eine specielle unter den Formen /i n , /s*» 
/in, /sn, Sei die betreffende Form f n + Qn > wo q eine von ver- 
schiedene positive ganze Zahl bezeichnet, so hat man die Transformation 

X = <X n +QnÜ+ßn+ Q nyi ? = r n +^ + ^n+ Q nV und aus diese I' ™M man 

wiederum durch Vergleichung mit der oben aufgestellten damit identischen 
die Gleichung y n +on = — ■• Nun ist aber U = — — , also durch Mul- 

t < 

tiplication f/=c ■ ■ . w', woher U<^u' folgt; denn die Grössen y wach- 

sen, wie wir wissen, mit wachsenden Indices. Also ist U kleiner als 
jeder positive von verschiedene Zahlenwerlh der Grösse «, welcher der 
Gleichung t 2 — Du*=*tn 2 Genüge leistet, d.h. er ist, mit Ausschluss 
des Werthes t«= 0, der kleinste unter allen nur möglichen. 

Rücksichtlich der Auffindung dieser kleinsten Wurzel u bemerken 
wir, dass wir immer eine solche reducirte Form (a, t, •— a') dazu be- 
nutzen können, in welcher der CoefGcieht a eine positive Grösse ist; 
denn sollte a negativ sein , so brauohte man nut 4 die umgekehrte form 



i 



— 414 — 

( — •', 6, a) anzuwenden, welche dann eine reducfrte Form mit positivem 
ersten Eiponenten sein wird Dies vorausgesetzt ist in den Entwickeln*» 
gen des §. 24. unter 2) und S) der Beweis enthalten , dass die Aufsu- 
chung der Transformation von f in /», d. h. die Bestimmung der Grössen 

• 

<*»» ßn* y%> &* auf die Eni Wickelung der Irrationalgrösse in einen 

unendlichen Kettenbruch hinausläuft, dass dieser Kettenbruch periodisch 

ist und dass die Periode der Partialquotienten durch die Reihe der 

Zahlen: 

*i» *2« Aa» A 4 , K-\ 9 A„, 

wo * eine gerade Zahl sein muss, gebildet wird. Bezeichnen wir jetzt 

die Näherungswerthe von - , die diesen Partialquotienten entsprechen, 

der Reihe nach durch 

*L -* ü* i? ?* ^t~t %• 

1 N A ' N % ' N t 9 V N^ x N n 

und bildet sich aus der Folge sämmllicher Zähler und aus der Folge 
sämmtlicher Nenner die beiden Reihen von mit Vorzeichen versehenen Zahlen 

+0 —Z t — Z> +z* + z 4 — z 5 — z § 

+ 1 —jr t -N 2 +N Z +iV 4 -JV 5 -N § , 

so sind die Vorzeichen, welche den 4 Grössen Z*_i, £, JV»_i, N m zu- 

n • 

kommen, für alle durch das Zeichen des Ausdruckes (— -J) 1 bestimmt und 
die Transformation von f in f n wird dargestellt durch die Formehl X == 

(-ifiZ-iX+ir-lfiZ*!, Y^i-VlN^xX + tr-lfiK*, aleo haben 
wir in den obigen Formeln für T und U an Stelle von a* ß n , y Ä d. der 

Reihe nach die Grössen (— l)*Z m _t, (— 1)*Z,, (— l)*#,»-i , (— l)itf» 
xu substituiren und bekommen dadurch T=( — 1)* — ~* ~ *^ i #= 

(— 1)* *""*' . Hierbei ist hinsichtlich des Index n, welcher augiebt, 

wieviel Glieder die Periode der Partialquotienten — hf, — A*, +4», — A*, .... 
hat, noch die Bemerkung zu machen, dass er mit der Anzahl der Glie- 
der, welche die Periode des Kettenbruches hat, nur für den Fall, dass 
dieselbe gerade ist, identisch ist; dagegen, wenn diese Anzahl eine un- 
gerade ist, so ist der Index * genau das Doppelte derselben; d. h. einer 
der ha — A* A*, —A4, —-Ab entsprechen zwei Perioden du 
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Ketlenbruches. Es hängt dieses mit dem Satze zusammen, dass die Periode 
einer reducirten Form immer aus einer geraden Anzahl von Formen sich 
zusammensetzt* Dieses vorausgesetzt, da es nur auf die absoluten Zah- 
knwerthe von T und U ankommt, können wir folgende praktische Regel 
zur Bestimmung der genannten Grössen geben: 

Man suche sich eine solche reducirte Form (a, 6, — a') 
zu bestimmen, in der a positiv und m das grösste gemein- 
schaftliche Mass von a, 26, a! ist; hierauf verwandele man 

sich den Ausdruck in einen Kettenbruch, bestimme 

a 

sich dessen Periode und suche, je nachdem die Periode 
etine gerade oder ungerade Anzahl von Gliedern ent- 
hält, diejenigen N&herungswerthe, welche den beiden letz- 
ten Partialquotienten der ersten oder zweiten Periode 



entsprechen« Seien dieselben respective ~ — und tt, so 
r #»-1 N n 

ist der kleinste Werth von «, der der Gleichung f s — Du*=zm* 
Genüge leistet, in dem Lösungssyaleme enthalten: 

T (Z M -.\+N n )in rj N*-\ « w* 

Die Verwandlung von - in einen Keüenbruch ist aus den Ele- 

menten her bekannt; ohnedem ist sie factisch.in der Entwickelung des 
§. 24. unter 5) zur Darstellung gekommen. Es wird daher ausreichend 
sein an einem Beispiele den Gang der Rechnung zu zeigen. Sei die auf- 
zulösende Gleichung l z — 79ti 2 = 1, also Z> = 79, isl, so ist eine re- 
ducirte Form, wie wir sie gebrauchen, die Form (3, 8, —5), dieselbe, 
welche bereits in der oben cithrten Nummer als Beispiel gedient hat. Mit 
der dortigen Reehnungmag daher das folgende Schema verglichen werdfen: 

yj>— ft _ V79 — 8 _ 1 _ 3 _ V79+8 a . 1 



4 
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h * = jW=i =~T-- 1+ v 

_ 7 _V7»+3_ T , 1 
Ä 10 _V™+7 1 



*,= 



= *,. 



V7»— 8 

., . , V79— 8 1 , 
Also ist - — - — = — , 1 



3+ 2+i 1 

1+ r+l i 
i +- i 

3+ 2 + 




1 



! 3 


2 


1 


M 


|1 


5 


u 


2 

7" 


3 
10 


5 
17 


8 
27 


45 
152 



Z_,= 8, JV, =152, 
Z, =45, tf,_i= 27. 



r = ^±- 1 J?) 1 l = 80.ü=^ = 9. 



2 ~ 3 

Als ein zweites Beispiel wollen wir die Gleichung t 1 — 29« s =m 2 be- 
trachten. Die reducirte Form (1, 5, — 4) genfigt allen gelorderten Eigen- 
schaften. Bilden wir uns ihre Periode, nämlich: 

(1, 5, -4), (-4, 3, 5), (5, 2, -5), (-5, 3, 4), (4, 5, —1), 
(-1, 5, 4), (4, 3, -5), (-5, 2, 5), (5, 3, -4), (-4. 5, 1); 

so erkennt man, dass die Periode der h t , — h t , h a , — h tt A» fol- 
gende ist: 

—2 +1 —1 +2 —10 +2 —1 +1 —2 +10 
und in Uebereinstimmung mit der obigen Bemerkung entsprechen dieser 
Periode zwei Perioden des Kettenbruches: 



J--V29-5- 2+ _l j 



1+ f+- 1 - 1 

+ 2+ — 1 

+ T+- l 
l +-- i 

2+-=- 
^10+ 



41* 



Die weitere Rechnung nacht sich , wie folg* : 



0^ 
1 



2 


I 1 ! 1 


|2 


10 | 


2 1 


» 1 1 


2 1 


1 
2 


1 1 2 
3 | 5 


5 
13 


52 
135 


109 
283 


1 61 ' 270 
418 701 


701 
1820 



10 

7280 
18901 



r= 



701 + 18901 



= 9801, tf=1820. 



BeaaUte man statt 4er Näberongswerthe, welche den beiden letzten Par- 
tialquotienten der (weiten Periode entsprechen, diejenigen, welebe de» 
beiden leisten Partialquotieaten der ersten Reihe entsprechen, so er- 
hielte man 

r = 5+135 = 7() ul = li 

und dies System von Zahlenwerthen löst zwar nicht die vorgelegte Glei- 
chung auf, wohl aber die damit nahe verwandte f 2 — 29« = — 1. 

Wenn man will, kann man die Berechnung noch mehr vereinfachen 
durch Aufstellung solcher Formeln für T und U , deren Berechnung nur 
entweder die Nenner oder die Zähler der beiden erwähnten Näherungs- 
werte voraussetzt. Zu diesem Zwecke schreiben wir uns die Formeln 
(18), (19), (20), (21) des $♦ 26, indem wir «ur c, a, /J, y, <J, a\ ß* % 
/, <J' respective die Grössen — o', 1, 0, 0, 1, «„, ß nt y», 6 H einfahren» 

wie folgt um: 

2T=(a n +d n ).m, 

q{J = y Ä m , 2bU = (d» — a n )m , a'U = ß u m. 
Multipliciren wir die zweite dieser Gleichungen mit 26 , die dritte, mit a, 

so ergiebt sich 2by n = a(d H — a«) und wenn man die dritte mit o', die 

26 
vierte mit 2fr multiplicirt, a\d n —a n )=2bß n . Hieraus folgt ff»=dii— ;— y» 

und <J»= ^fln+a** Setzt man diese beiden Werlhe in die erste Glei- 
o 

chüng ein, so kann man sich ersichtlich folgende beiden verschiedenen. 
Gleichungssysteme für 7 und U zusammenstellen : 



-(•*+?* 



m, a'U=ß n m 



und setzt »an jetzt für er*, ß n , fr, d n ihre absoluten Wertbe Z,_i, 2*, 
N*-Ji, N n ein, wodurch, da die 4 genannten Coeflfoienten alle 4 gleichet 

Sckmart, Z*hli*< 



27 
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Zeichen haben, der absolute Werth von T und ü ungetndert bleibt, 10 
bekommen wir folgende beiden Systeme von Formeln für T und U: 

Gehen wir jetzt weiter in unserer Untersuchung und zeigen, wie 
man aus der kleinsten positiven Lösung der Gleichung 4 J — Wää* alle 
übrigen sich herleiten könne. Zu dem Zwecke gebe man dieser Gleichung 

die Form I -H — ^D I I ^JD 1=1, wo e irgend eine beliebige po- 
sitive ganze Zahl bezeichnet und setze grösserer Kürze halber 



m 
2 


\m ttt 


m 


/ T UylD 






2yjü\^ «» / 2\/2> 

so dass f* und u e die respectiven Werthe bezeichnen, welche die Aus- 
drücke linker Hand für die verschiedenen Werthe von e annehmen. 

Setzen wir hier für e nach und nach die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 

in infin. ein, so erhalten wir die Werthsysteme t 9 und w e , t t und «t, 

t 2 und u 2y {3 und 1/3, und wir wollen jetzt den strengen Beweis 

führen, dass dieselben sämnitlich der Gleichung i 1 — Dtt'^m* Genüge 
leisten und dass ausser ihnen keine anderen ganzzahligep Lösungen mög- 
lich sind. 

Zunächst folgt aus den angenommenen Gleichungen: 
Woher durch Hultiplication 



"-»»-(ä-s)' 



Da nun die Grösse in der Klammer rechts sich der Voraussetzung gemäss 
auf 1 reducirt, so wird der Werth der ganzen rechten Seite gleich 1, 
d.h. mit anderen Worten; das Werthsystem fssf fl und «=:•<* befriedigt 
die vorgelegte Gleichung. 



— 4iö — 

Dass dieses Werthsystem immer ganzzahlig sei, beweist man auf fol- 
gende Art. Es fällt nicht schwer die beiden Gleichungen 

2 r 2r 

te+l + 1 e-\ = — t e , U e +\ + W c __i = — tl e 

2r 

zu verificiren. Der darin vorkommende Coefficient — stellt nun immer 

m 

eine ganze Zahl dar. Denn da man 4T 2 — iDU 2 =m 2 hat und 4Z> = 
46' 2 +4aa' durch m s ohne Rest theilbar ist (denn m ist der Voraus- 
setzung zu Folge der grösste gemeinschaltliche Theiler zwischen a, 26, a'), 
so kann die linke Seite nur so durch m 2 theilbar sein, .dass man 42' 2 
durch m 2 oder 2T durch m theilbar hat. Dies vorausgesetzt zeigen die 
vorstehenden Gleichungen unmittelbar, dass, wenn t e -\ und f e , sowie 
«* f _i und u e ganze Zahlen darstellen, eben dieses auch von den Zahlen- 
ausdrucken t e +\ und u e+ i behauptet werden kann. Nun ist dies der Fall 
für / , t t und u , t/ t also sind / 2 und e 2 ganze Zahlen; weil jetzt f lf f 2 , u i$ w 2 
ganze Zahlen sind, sind es auch f 8 , ti 3 und indem man so weiter schliesst, 
ergiebt sich allgemein , dass die Ausdrucke t e und u e ganze Zahlen vor- 
stellen. Zugleich erkennt man, dass sie mit wachsenden Indices gleich- 
falls wachsen und zwar bis ins Unendliche hinein. Nämlich aus der Glei- 

2r 

chung T 2 — DU 2 = m 2 folgt T>m, also — ^>2; diese Ungleichung auf 

unsere Reductionsformeln angewandt, giebt die beiden Ungleichungen 
te+\>Zt e > « e -f.i>2« e (von denen die letzte jedoch in dem speciellen 
Falle e = 1 möglicher Weise in die Gleichung w e+ i = 2u e übergehen 

kann). Die Zahlen t, f lf f 2 > h, und u, n iy u 2 , « 3 , wachsen 

daher in einem stärkeren Verhältnisse, als die Glieder einer geometrischen 
Progression , deren Exponent 2 ist ; sie müssen daher gleich diesen be- 
ständig und bis ins Unendliche hinein wachsen. 

Wir haben noch zum Schlüsse den Beweis zu führen, dass die ver- 
. schiedenen Zahlenwerthe , deren die Ausdrücke t e und u e fähig sind , alle 
nur möglichen Lösungssysteme unserer Gleichung enthalten. 

Nehmen wir an, es existirte noch ein positives von allen diesen ver- 
schiedenes Lösungssystem, nämlich f= t' und « = w / , so muss u', da 
.die Zahlen ti f mit dem Index e von bis ins Unendliche hinein wachsen. 
„Botbwendig zwischen irgend zwei benachbarten Werthen von u« liegen, so 
das* man die Ungleichung 

27» 
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«* < u' < «»+1 

setzen darf. 

Um das Widersprechende in dieser Annahme herauszustellen» bemer- 
ken wir, dass sie die Existenz eines zweiten Lösungssyslemes , nämlich 

tn m 

nach sich zieht, und werden nachweisen, dass der Werth Ton v in die- 
sem Lösungssysteme sowohl von 0, wie anch von U, welches der klein- 
sten posiliven Lösung unserer Gleichung entspricht, verschieden ausfeilt 
und mithin notfawendig der Ungleichung v > U genfigt. 

Zunächst überzeugt man sich ohne Schwierigkeit durch directe Ein- 
setzung des problematischen Lösungssyslemes in die Gleichung t 1 — Du*=m 1 , 
dass dieselbe befriedigt wird. Dass das System auch ganzzahlig ist , er- 
hellt auf folgende Art. Die Gleichung J 2 — Da= — aa 4 hat, wenn man 
sie nach einander mit u' 1 und u n - mullipücirt und die Gleichungen f**— 
2h*'* = fli* und r« 1 — DuJ—tn 1 berücksichtigt, die beiden Gleichungen 
zu Folge: 
(bu' +t i ){bu'—t')=: —aa'u'* — ro 2 , (bun + t n ) (ftn, — f») — — aa'uf— m*. 

Da die rechten Seiten dieser Gleichungen durch tu 2 ohne Rest tbeilbar 
sind, so müssen es auch die linken sein. Nehmen wir zuerst speziell 
die erste Gleichung vor und bezeichnen die kleinsten positiven Reste, 
welche bei der Division von bu' +t' t und bu' — tf durch i» respective blei- 
ben, mit r und q, so bat man hiernach, nolbwendig rf als ein Multiplum 
von «i 2 oder r$ = tot 2 . Nun ist ferner (bu'+t') +(bu' — t 1 ) ein Mul- 
tiplum von m, weil m in 26 nach der Voraussetzung aufgebt, und 
Xfoi'-\-t') — (bu' — t') gleichfalls ein solches Multiplum, weil, wie Jeicht 
erweislich, 2t' durch m ohne Rest gelheilt werden kann: also hat man 
gemäss der Bedeutung von r und q die Gleichungen r+Q = hm t r — f =tw. 
Der ersten dieser 3 Gleichungen, welche r r und { erhalten, kann am 

nun die Form v — ^ — j^ *— == Im* geben und wendet man darauf 

jz J 2 

die beiden letzten an, so erhalten wir — ? — ah s , Dies seist voraus, 

dass die Zahlen h und k beide gleichzeitig entweder gerade oder ungerade 
•sind; in beiden Fällen aber sind h+k und h — k gerade Zahlen. Wen- 
den wir diese Bemerkung auf die mit Leichtigkeit hericitbaren <JHicbtnh 
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gen 2r*3 (*+*)*» und 2q » (A — k)m an, so kann man diese letzteren 

A+t A fr 

auf die Form r = — ^-i», £=e^— -.m bringen, ans welcher die Theil- 

barkeit von r and g durch m hervorgeht oder mit anderen Worten , da 
r und q Reste bezeichnen, die bei der Division mit m hervorgehen, hat 

man r = 0, 0=6. Also sind die Ausdrücke — — und -r ganze 

Zahlen und eben dasselbe lässt sich in ähnlicher Weise von den Ausdrücken 

bUn.-\~tu. iUm tu 

- und — " darlhun. Betrachtet man jetzt die Identität 

mm J 

a'ibUn + Q — Unibu'+t') =zu%—Unt\ 

so sieht man augenblicklich ein, das* der Ausdruck —(u't n — u n t 4 ), d.h. v eine 

m 

ganze Zahl sej und, weil % seine Bestimmung vermöge der Gleichung 
% i — [) v *=z m * bat, so ist es gleichfalls eine ganze Zahl. 

Der Zahlenwerth von v kann ferner weder gleich sein, noch gleich ü. 
Wäre r = 0, so folgte *'*„ = *'*«, tt' 2 *»* = *'*««* oder u'*(Dun 2 +m*)=: 
« Ä 2 (i>M' 2 +m?), woher im Widerspruch zu der Annahme w' = u m . Wirt 
v gleich (/, so würde man, gleichfalls der Annahme widersprechend, 
tf»+i = u', fft+i — f erbalten. Es bestehen nämlich, wie man sich leicht 
durch Substitution der Ausdrücke für t n , t n +\, ti», Un+\ überzeugen kann/ 
die Identitäten: 

Un+it n ~ k+itt* ss mU, 
tn+\U— DUn+iU* « mT 

imd es ist daher, zu Folge der Werthe von u und r , wenn wir v — U, 
zwcT annehmen: u't n — tun^Hn+itn— *„+!«» und t'f„— Du'** => *„+!*;— 
Dut+\Un* Eliminiren wir aus diesen beiden Gleichungen t\ so folgt 
«'(r„ ft -r-Dtc ll 1 )=ai« JI 4.i(r J , 2 — /hin 1 ), oder u' =c ttft+i im Widerspruche zur 
Annahme. 

Also ist v eine ganze Zahl, die, wenn anders die Annahme Geltung 
hat, der vorgelegten Gleichung Genüge leistet und grösser als U ist, d.h. 
»an hat mv > mU. Daraus folgt, wenn man für mv und mU ihre Werthe 
substituirt, die Ungleichung 

u% — fn n > tfr+i f„ — r n+ i «„. 

Man ziehe jetzt aus den Gleichungen f' 2 — Du'* = m ! und f*+i* — 

Äfc*!*»* 1 dieWerUie £=-y/^+?£ «nd -^=^0+-"^ w 
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ihnen ergiebt »ich, da wir die hypothetische Ungleichung «' <" «a+f haben, 
-7 < -^ und dies bat die Ungleichung zu Folge: 

•^ V^ * «,+1 

Mulliplicirt man dieselbe mit der am Ende des verigen (Absatzes gefun- 
denen, so erhält man 

(u'tn — t'Un) l U + Unj \ > («,+1 *» — *,+! «,) ( 1*+«*^ ) 

oder, wenn man die Multiplication ausführt, wobei die mittleren Glieder 
sich rechts und links gegen einander aufbeben: 

«V -r- >«.+t^ r™-- 

Subslituiren wir hier für t n 2 , t*+\\ V 2 ihre Werlhe m 2 +Dun 2 , m*+Dun+i 2 , 

tn 2 +Du' 2 , so erhält man nach einigen leichten Reductionen: 

wV*— mhiJ+Du^Vn^m 2 — 1) w ffl^-n 1 — m*tt ,»+l>M»+i»«» > (»»* — 1) 

? > ^"S^i ' 

woher nach Multiplication mit «'11,4.1 und Zusammenziehung: 

ImVtt^i+m^n^+^M'KM-i^m 2 — 1)J \u'— «»+i|> 0. 

Nun ist, da m niemals der gleich sein kann, die Grösse in der ersten 
tioppelklammer links stets positiv; damit also ihr Product mit der zwei- 
ten Doppelklammer positiv ausfalle, ist nothwendig, dass u' — ti»+i gleich- 
falls positiv sei, d. h. dass man gegen die Voraussetzung «' > t*»+i habe. 

Also giebt es ausser den Werthen, deren die Zahlenausdrücke t B und 
u t fähig sind, keine anderen Lösungssysleme der Gleichung t 2 — Du*==m 2 . 

4) Auflösung der Geichung Ax 2 +2Bxy+Cg 2 ~M in rela- 
tiven Primzahlen für #, y, wenn die Determinante D posi- 
tiv und nicht quadratisch ist. 

Sei irgend eine Lösung der Hülfsgieichung * 2 — B = Mi in den 
kleinsten Zahlen dargestellt durch * = £, s = cr, so handelt es sich darum, 
alle nur möglichen Repräsentationen von M durch (A, B f C) zu finden, 
welche dieser Lösung der Hülfsgieichung zugehören oder liirt sind. Denn 
die Untersuchung der übrigen Lösungen wird ganz in gleicher Weise vor 
sich gehen, und, wenn solche vorhanden sind, alle übrig gebliebenen Re- 
präsentationen liefern. Nehmen wir also an, die Form (1, B, C) habe 
sich als aequivalent ausgewiesen mit der Form (JM, £, 0), d.h. es exi- 
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stiren solche Repräsentationen von M, die zu der Lösung £, a gehören. 
Dies vorausgesetzt ist schon früher gezeigt, dass eine Transformation von 
(A, B, C) in (M, £, a) immer bestimmt werden könne: sei dieselbe vor- 
gestellt durch die Substitutionsformeln x = aS+ßrj, y = y£+<ty und 
werde durch t, u in allgemeinster Weise ein Lösungssystem der Gleichung 
l s — Dw 2 = ro 2 bezeichnet, wo D und m die bekannte Bedeutung haben, 
so hat man folgende Formeln, unter denen alle (eigentlichen) Transfor- 
mationen von (i, B % C) in (M, £, o) enthalten sind: 

y^\Yt + (Aa+By)u^ + ^dt + (Äß+Bd)u^ri 

und die sämmtlichen der Lösung £, a liirten Repräsentationen von M 
durch (1, B % C) stehen unter der allgemeinen Form: 



x=Ucct—(Ba + Cy)ul 
V = Uyt + (Aa + By)u]. 



Wenden wir das Gesagte auf die in $. 24. am Schlüsse hehandelto 
Gleichung 

4a? 2 +28a?y +20y 2 = 956 

an, so hatte die Hülfsgieichung 4 verschiedene Lösungen, von denen sich 
indessen nur zwei brauchbar zeigten, nämlich 

£=366, a = 140 und £=—366, a =140. 

Wir hatten demgemäss eine Transformation von (4, 14, 20) gesucht in 
jede der beiden Formen (956, 366, 140) und (956, —366, 140j. Die- 
selben waren respective: 

a? = — 3£— ij, y = — 5£— 3j?, 
x = — 27£+10?, y= 35£— 13?, 

also haben wir im ersten Falle a «s — 3, y = — 5, im zweiten a = — 27, 
y=35 und in beiden Fällen gemeinschaftlich m = 4, 4 = 4, 5 «=14, 
C = 20. Indem wir diese Werlhe in die so eben aufgestellten allgemei- 
nen Repräsentationsformeln einsetzen und die gehörigen Reductionen vor- 
nehmen, bekommen wir die beiden einzig möglichen Systeme von Reprä- 
sentationen: 
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3, ,71 5 # 4i 

X -~V + ^ ' = -!'-*" 

**- — ^-üü* Ä _*?,+ 191 



4 2 ' * 4 ' 2 ' 

und die in diesen Formeln auftretenden Hullsgrössen t Bad « müssen der 

Gleichung 

I* — 110«* = 16 

Genfige leisten. Das* dieses der Fall sein mos*, kann man mit Leichtig- 
keit rerificiren. Setzt man nämlich beide Repräsentationssysteme in un- 
sere Torgegebene Gleichung ein, so erhih man nach einigen leichten Re- 
duclionen respective 
(3/— 142m)* + 7(8l — 142n) (5* + 82*) + 5(5* + 82»)* = 16 . 239, 
(27/ + 322*)* — 7(27*+322n) (35*+382«) + 5(35*+382n)* = 16 . 239, 
und beide Gleichungen reduciren sich nach Ausführung der Mulliplica- 

tion auf 

239 (r*— 116**) = 16.239. 

Gehen wir jetzt zur Auflösung der Gleichung l* — Höh* = 16 über, 

so muss man sich eine reducirte Form bestimmen, wie (a, ft, — *')* so 

dass der Coefficient a positiv und «=4 der grösste gemeinschaftliche 

Theiler Ton a, 2b, al ist. Eine solche Form ist (cf. $.24.) die Form 



(4, 10, —4), also a = 4, 6=10, «* = — 4. Man hat sich nun 
o 

- — 2 = *— _ — in einen Keltenbruch zu verwandeln und findet sofort 

4 « 

V29— 5 _l , 

2 " 5+ ^+i 1 

i^ • • • • 



also die Periode eingliedrig. Da 1 eine ungerade Zahl ist , sind mithin 
die beiden letzten Näherungswerte, die zur doppelt genommenen Periode 
gehören, zu bestimmen, d. b. geradezu die beiden ersten, nämlich £ und 
-fy. Bedienen wir uns jetzt zur Berechnung der kleinsten Lösung der 
Formeln 



r = (4-i + jA).*.ff=* 



a 

* * 

so haben wir Z n -\ = 1 , Z* = 5 einzusetzen und bekommen T = 
( 1 + ^ . 5 ) . 4 = 54, 17 = -^- = 5. Die allgemeinen Formeln für «in 
beliebiges Lösungssystem werden jetzt 
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_ 1 (27 + W8»Y_ 1 /27— 8V20V 
" <_ V^\"~2 / V29V 2 I 

Hieraus ergiebt sich, indem man für e der Reihe nach die Werthe 

0, 1, 2, 3, — einsetzt: 

f =4, w d = 6, 

27 2 «W2§ 

,, -.4.-^ = 54, Ml =^=.-3- = 5, 

■ . 27« +26.29 .... 2 10.27^ 29 .,- 

4 V29 4 ' 

, _, 27»+81. 25.29 2 27«. 15^29+5». 29^29 ^ a<titft 
h =4 . g = 39204, w, = ^= . g J— = 3640, 



Sübatituiren wir endlich dies« Werlhe in unsere beiden Systemen tilgt« 

meinen Repräsentationsformeln, so bekommen wir nach einander: 

3 , .71 m i .«41 A . 

r,=— j.4+^.0^-4, y =— j.4+ g-O-— 5, 

3 -. , 71 . |+137 5 c ,_41 .. 1—170 

*i ss T 8 *±T- 6== [-2l8' *=-4- 84+ -2H+ 35' 

3 .-.-.71 , a , | +3702 5 ,„.,_4l lttR \— 4585 

^=_-.1454±- 2 -. 135=| ^ 5g83 , *=.- r l«o4 +T .185«j g5( >. 



27 j-r W1 ft ot 35 . , 191 ft .. 

»• = —4 -*T.-jp • 0=— 27, y, = -j.4+ -j-.0« 35, 

27 Ri _161 . 1—787 35 -. , 191 - 1+950 

^=_ T .54 + -2-.5«j + 38 , yi = T .54±-2-.5=|_ ft , 

_ 27 i^A-r 161 i«.H 2ö68a 35 ,..., 191 ...-J+25615 

^ =s __.1454+- 2 -.13S«k 1053 .»a= T 1454±^-.li5= f _ 



Beteachten wir die Repräsentationen, welche durch die zweite Lö- 
gtagsrohe erhalten werden, so ist offenbar die einfachste unter ihnen 
am -f-38, y = — 5 und unser zweites System ren Repräsentation** 
fßnM* daher eiaer einfacheren Gestalt Äbig* Zu dem Zwecke hat mau 
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nur nöthig, indem i, B, C f m ihre froheren Werlhe 4, 14, 20, 4 beibe- 
halten, in die allgemeinen Repräsenlalionsformeln a— +38, y = — 5 
einzuführen; dadurch gehen dieselben über in: 

und man bekommt für die verschiedenen Werfhe von t und % folgende. 
Resultate: 

», = ^.4+108.0 = 38, y, = — J. 4 ±^.0=— 5; 
*, = -2-.54+- 108.5=| +106 3'* = -r 54± 2--H-170 ; 
x, = ^1454 + 108. l^=j +28393 . »>=-4 145 *±ä l35=: }-4585- 



Die gewonnenen Resultate stimmen fvollständig mit denen überein, 
die die Rechnung mit dem nämlichen Beispiele am Schlüsse des $• 24. 
gehabt bat. 

Zu einer vollständigen Lösung unserer Gleichung 4jt 2 + 2&cy + 20y s 
= 956 gehören aber auch diejenigen Lösungen nach x und y, die nicht 
relative Primzahlen zu einander sind) dieselben werden erhalten,- da 9S6 
nur den einzigen quadratischen Factor 4 enthält, wenn man jr = 2jr', 
y ss 2y' setzt und die Gleichung 

4y* + 2s.ry + 2oy 2 == 239 

auflöst. Dieselbe ist aber nicht möglich (wenigstens nicht für ganzzahlige 
Werthe von s und y), weil 239 nicht durch 4 getheilt werden kann; 
also hat unsere vorgelegte Gleichung überhaupt keine Losungen, als solche, 
die relative Primzahlen zu einander sind. 

Beispiel 2. Die vorgelegte Gleichung sei 

** — 48y 2 =39 2 = I521, 
also D = 49, m «= 1. Die Hftlfsgleichung ist ** — 48 = 1521s oder 
* 2 = 48 (mod 9. 13 2 ). Nun ist 48 nach dem Modul 9 der Zahl 3 con- 
gruent, also ein Nicbtrest von 9 und demzufolge auch von 1521* Mithin 
ist die Bedingungscongruenz unmöglich und gemäss dem. Fundamental- 
theoreme pag. 318 keine Lösung der vorgelegten Gleichung in relativen 
Primzahlen für s und y möglich. Wenn nun. solche Lösungea existire», 



die keine relativen Primzahlen enthalten, so können sie, da 1521 nur 3 
von einander verschiedene quadratische Facloren hat (unter denen die 1 
nicht mit zählt), nur von einer der Formen * = 39x' und y = 39y', jr== 
13*' und y = 13^, jr== 3jf' und y = 3y* sein; dem entsprechend sind 
die drei Gleichungen*'*— 48y' 2 = l, x** — 48y'* = 9, x' 3 — 48y'*-»169 
in relativen Primzahlen für st und y' aufzulösen. Von denselben ist die 
mittlere wieder nicht möglich (wenigstens in relativen Primzahlen fftr «r, y), 
weil 48 ein Nichtrest von 9 ist; also sind nur die erste und dritte Glei- 
chung zu betrachten. 

a) Die Gleichung x* 1 — 48y' 2 = 1 geht für #'= t> y' = « geradezu 
Aber in die Gleichung t 1 — 48t« 2 =1 und wir müssen uns daher eine re- 
ducirte Form mit positivem ersten Coefficienten suchen , deren Determi- 
nante 49 ist und deren Coefficienten 1 zum grössten gemeinschaftlichen 
Maasse haben. Eine solche Form ist unter arideren (a, b, — a') = (1, 6, — 12) 

und man findet jetzt durch Verwandlung von = V*8 — 6 in einen 

Kettenbruch 

Vi8-6 = i ] . : 

also hat die Periode eine gerade Anzahl von Gliedern, nämlich zwei. Die 

1 12 

beiden ersten Näherungswerte sind =■■ und -5 und man findet als die 

kleinste Lösung unserer Gleichung T=l, {/sei. Daraus folgen die 
allgemeinen Lösungsformeln 

aus dem unter anderen folgende partikulären fliessen: 

x'**t =* 1. y'^t^^O; *' = *,*= 97, ^ = «4 = 14; 
x 1 = t 2 = 1351 , y' =s ii 2 = 195. 



Die Berechnung dieser verschiedenen Zahlenwertbe wird am einfach« 
tten mit Hilfe der RtcursiettsfömelH 



* - • * • 
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««4-1 = ~ te — **~1 > tt «+l =?? — W«— H#-l 
ffl III 

ausgeführt werden. 

h) Was die zweite Gleichung jr' 2 -«- 48^*3? 169 anbetrifft, so bat 
HAlfsglelcbung «*— 48= 169 s nur zwei von einander verschiedene Lö- 
sungen, nimlich « = ±75, 1 = 33; wir haben daher die Form (1,0, 
-^48) su vergleichen mit den beiden Formen (169, 75, 33) und (169, 
— 75, 33) ; augleich wissen wir, da die erste zweideutig ist, dass dieselbe 
entweder beiden zugleich eigentlich (und auch uneigentlicb) äquivalent ist, 
oder keiner von beiden, d.h. wenn die eine irgend welchen Represen- 
tationen liirt ist, so ist es auch die andere. Die Aufsuchung der redu- 
cirten Formen giebt folgende Reibe von angrenzenden Formen; 
(1, 0, —48), (—48, 48, —47), (—47, 46, —44), (—44, 42, —39), 
(_3 9f 36, —32), (—32, 28, -23). (-23, 18, —12), (-12, 6, 1), 

(1, 6, -12); 
(169, 75, 33), (33, -9, 1), (1, 6, -12); 
(169, —75, 33), (33, 9, 1), (1, —6, —12). 

Die erste und zweite, sowie die erste und dritte diefter Formenreiben 

setzen sich nun respective, wie folgt, zu einer einzigen zusammen: 

(1, 0, -48), (-48, 48, -47), (-47, 46, -44), (-44, 42, —39), 

(-39, 36, —32), (—32, 28, -23), (—23, 18, —12), (—12, <T, 1), 

(1, 9, 83), (33, —75, 169), (169, 75, 88) 
und 

(1, D, -48), (-48, 48, -47), (-47, 46, -44), (-44, 42, -39), 

(—39, 36, —32), (—32, 28, —23), (—23, 18, —12), (-IST, —6, 1), 

(1, -9, 33), (33, 75, 169), (189, —75, 33). 

Hieran knüpft sich folgende weitere Rechnung: 



6 

1 



— 1 



— 1 
— 1 



-2 1 


|-2 


|-2 


|-2 


I- 1 


—2 


1 1* 


—2 





2 


— S 

—1 


4 
1 


—5 
—1 


e 
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—7 
—1 

—1 


—111 


22» 
8» 

2 


111 


1 


—16 

-15 1 


16 



• 


—1 



9 
—1 


19 
—2 


21 
1 



Hiernach hat man folgende beiden parlHidirei . ftopriseatfctkao* 
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a? ss a ä 229, y' « y = 88, 

X'rrrars 1», f ' « y s= _2, 

welche zu entgegengesetzten Lösungen unserer Hölfegleichung gehören, 
und es folgen daraus die beiden allgemeinen Systeme von Repräsen- 
tationen 

x' = 229*.+ 1584i«, y' = 33f±229ti; 

a^= 19* + 96k, y' = — 2t ± 19«, 
von denen keines irgend eine Repräsentation des anderen enthalten kann. 
Die Zahlen t und « in diesen Formeln bestimmen sich vermöge der 
Gleichung t 2 — 48u 2 =l und sind mit den unter a) soeben vorgekomme- 
nen Grössen t e und «* identisch. Was das erste System anbetrifft, so 
gestattet es eine einfachere Form, weil ein einfacheres Lösungssystem ak 
das zu seiner Bildung benutzte existirt. Dasselbe ist jr'»a = 37 und 
y=y« — S und wird erhalten, wenn man in dem genannten Systeme 
für t und « die Werthe 97 und 14 einsetzt und nur das andere Vor- 
zeichen berücksichtigt. Benutzen wir dieses Lösungssystem, so bekom- 
men wir für unser erstes System von Repräsentationen die einfachere 

Gestalt 

*' = 37* — 240w , y' =— bt + 37k. 

Das Resultat aus unserer gesammten Rechnung ist, dass, wenn man 

unter e eine beliebige ganze positive Zahl versieht (die als solche mit 

gerechnet), jede Repräsentation von 1521 durch die Form (1, 0, — 48) 

nothwendig enthalten ist unter einem der folgenden Systeme von Formeln: 

(a =,= 4p+«VS)'+ ia-4V»y, 

II. f. Ä 37« T 240u, f- = —61 + 37«; 

III, f « 19* + W«, f = -2* + 19* 

Beispiel 3. Sei die vorgelegte Gleichung 

42«* + 82ay + 2 V=585, D±= 79, m = 1 ; 

alsdann findet man in relativen Primzahlen folgende Lösnngssysteme Ittr 

x und y' 

• «* 8f-* 114*, f « t + 147«; 

• *••••.••**$•*—• W»*y f ***-$& + 7»9*„ * :' .J 



i. 
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und in solchen Zahlenwerlhen von x und y, die den gemeinschaftlichen 
Factor 3 haben, gleichfalls iwei, nämlich: 

a?= fo— 123t«, y= — 3<+159*; 
a? =«<$/— 597w, y =— 69* + 633k. 
Ausser diesen vier Lösungssystemen giebt es weiter keine und die Zahlen 
t und u, die hier vorkommen, bezeichnen alle nur möglichen Zahlen- 
werthe, welche der Gleichung 

* 2 — 79**= 1 
Genüge leisten. Setzen wir der Einfachheit halber fest, dass t und w 
Mos positive Zahlenwerthe sein sollen, die die genannte Eigenschaft be- 
sitzen , so wird man durch Variation der Vorzeichen aus jedem der vier 
obigen Formelsysteme sich vier verschiedene Lösungssysteme ziehen kön- 
nen. So z.B. folgen aus dem ersten Formelsysteme folgende vier: 

x = 3* — 114t«, y = t + 157t«; 

x = 3f + 114h, y = t— 157u; 

a? = — 3f — 114t«, y = — t + 157w; 

-r =r — 3f + 114«, y = — f — 157w. 
5) Verschiedene Bemerkungen die Gleichung t* — Du % 
= m* betreffend (Z> positiv). 

a) Die Gleichung f 1 — Dw*=:m 2 ist immer vermöge der partikulären 
unter 3) auseinander gesetzten Methode auflösbar, wenn eine Form 
(a, b, — a') existirt, deren Determinante gleich D ist und deren Coefficien- 
ten a, 26, o! zum grössten gemeinschaftlichen Theiler haben. Denn ent- 
weder ist diese Form eine reducirte, oder sie führt die Existenz wenig- 
stens einer reducirten Form herbei, welche diese Eigenschaften hat (streng 
genommen sogar von mindestens zwei solchen Formen ; denn die Periode 
jeder reducirten Form enthält eine gerade Anzahl von Formen» also we- 
nigstens zwei; unter diesen ist mindestens immer eine, deren erster Co- 
elBcient eine positive Grösse ist). Hierzu wird es nicht überflüssig sein, 
die Bemerkung zu machen, dass, wenn eine solche Form (a, b t — «') 

nicht existiren sollte, daraus durchaus nicht ohne Weiteres die Unmög- 

i 

liebkeit der genannten Gleichung gefolgert werden darf. Vielmehr ist eine 
solche Gleichung dann nach den allgemeinen Principien zu behandeln, 
d.h. es ist zu untersuchen; ob und wie fiele Repräsentationen von ai 1 
durch die Form (1, fl, ~~D) möglich Itien. fiia fitUpiel hierzu gilbt 



— 4SI — 

jdas iweite der vorigen Nummer; die dort behandelte Gleichung komml 
für s — t und y = w auf die Form t 2 — 48w 2 = 1521 uod offenbar kann 
keine auf die Determinante 48 bezügliche reducirte Form der verlangten 
Art existiren — und gleichwohl hat sich die Gleichung als eine mögliche 
herausgestellt Schliesslich freilich wird die allgemeine Methode immer 
auf eine Gleichung von der Form J* — Du^^m 1 fuhren, welche unmittel- 
bar zu Folge der Umstände, vermöge deren sie erhallen wird, unsere ape- 
cielle Auflösungsmethode nicht blos gestaltet, sondern auch fordert. 

Bei dieser Sachlage ist es nicht überflüssig die Relationen aufzusuchen, 
welche zwischen D und m eintreten müssen, damit die specielle Auf- 
lösungsmelbode anwendbar sei. Bezeichnen wir zu dem Zwecke den 
grössten quadratischen Tbeiler (der unter Umständen auch gleich 1 seift 
kann) der Determinante D mit n 2 , so wird, wenn man D = n*D' setzt, 
D* keinen quadratischen Factor mehr enthalten können» 

Nehmen wir jetzt zuerst an, D' habe die Form 4fr + 1: 
dann wird, vermöge unserer speciellen Auflösungsmethode» 
die Gleichung t 1 — Dii 2 = m 2 für alle solche Werthe von n 
aufgelöst werden können, welche Divisoren von 2n sind, 
und umgekehrt, wenn sie vermöge unserer speciellen Me- 
thode in ganzen Zahlen für t und u gelöst werden kann für 
irgend einen besonderen Werth von m (d.h. wenn eine Form 
(a, (, — a 1 ) existirt, deren Determinante D ist und deren Coefficienten 
a, 26, a' zum grösslen gemeinschaftlichen Masse die Zahl m haben), so 
ist m ein Divisor von 2n. 

Der erste Theil unserer Behauptung erhellt sofort aus der Betrach- 
ts©' i) 

tung der Form (ro, n, -. Dieselbe hat nämlich die Delermi- 

nante D und die Zahl m ist der grösste gemeinschaftliche Theiler der 

n*(D'— 1) 

Coefficienten m, 2n, - -. Um das letzte darzulhun ist nur nö- 

m 

fiHD 1 \\ 

thig zu zeigen, dass der Ausdruck — — = — eine ganze Zahl ist. Dies 

/2n\* D 4 1 

erhellt aber leicht , wenn man ihn auf die Form I — I . — j— bringt; 

denn alsdann ist jeder Factor eine ganze Zahl , der erste , weil 2n aif 
durch in theilbar und der letzte, weil D' als von der Form 4*4-1 vor- 
ausgesetzt wirdf — ; Die Umkehrung folgt ebenso leicht, Da«* der jrösste 
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gemeinschaftliche Tbeiler zwischen den Coeffirienlen *, 2*, §? einer eifc 
stirenden redueirten Fora ist, so ist m 1 ein Tbeiler Ton 40 = 4**-f-4ue', 
also auch Ton 4* 2 IP. Daraus folgt aber, dass m die ZaU 2* misst. 
Denn wäre dieses nicht der Fall, so mösste der grösste gemeinschaftliche 
Divisor zwischen an und m kleiner als m sein, etwa gleich 6 vnd indem 
man nnter m' nnd n' relative Primzahlen sn einander versieht, die beide 
grosser ab 1 sind, würde folgen */=*/£. 2»=*'d; mitbin könnte tm*.V 
nur so durch m* tbeilbar sein, dass man «•'* als einen Tbeiler von V 
hüte: dies ist aber gegen die Voraussetzung, dass W keinen Ton 1 ver- 
schiedenen quadratischen Factor enthält. 

Nehmen wir zweitens an, D* sei Ton einer der beiden 
Formen 4Jr-)-2 oder 4*+3: dann wird, vermöge unserer spe- 
ciellen Auflösungsmetbode, die Gleichung f* — Du*x=i*p flr 
alle solche Werthe von m aufgelöst werden können, welche 
Divisoren von m sind, und umgekehrt, wenn diese Auf- 
lösungsmethode für irgend einen besonderen Werth von m 
anwendbar ist, so muss m ein Divisor von n sein. 

Der erste Theil des Satzes ergiebt sich durch Betrachtung der Form 

m, 0, I, welche einmal die Determinante D und dann auch er- 
sichtlich m zum grössten gemeinschaftlichen Tbeiler ihrer Coeffictenten 
bat. Umgekehrt, wenn eine Form (o, b t — a') existirt, die m zum gröss- 
ten gemeinschaftlichen Tbeiler hat, lässt sich beweisen, dass m ein Tbei- 
ler von n sei. Zunächst folgt wieder m* als ein Tbeiler von 42) = 46* 
-f 4o*', also ist« 2 auch ein Tbeiler von4n*2>'. Ganz in derselben Weise, 
wie im ersten Falle , leitet man hieraus her, dass 2* durch tu getheilt 

werden kann. Hieraus wurde folgen, dass * durch tu tbeilbar ist, wenn 

2* 

der Quotient — eine gerade Zahl wäre. Cm dieses zu zeigen, nehmen 



( 
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wir ihn als ungerade an ; dann wäre I — I , wie alle Quadrate ungerader 

Zahlen, von der Form 4*4-1, also — = = 1 (med 4); demzufolge hat 

m* 

man , je nachdem V von der Form 4Jk + 2 oder von der Form 4t + S 
ist, ?~~ = entweder 2 oder 8 (med 4). Nun ist aber 



4n»fl , _4g 45» +W 
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Dies in die vorige Congruenz eingesetzt, giebt l — ) = entweder 2 

oder 3 (mod 4). Beides ist aber gleichmässig unstatthaft, da ebensowohl 
2, wie 3 ein Nichtresl von 4 ist. 

Aus der vorstehenden Analyse ergiebt sich unter Anderen, dass das 
unter dem Namen des PeH'schen bekannte Problem, die Gleichung 
i 1 — Du 2 =l in ganzen Zahlen für t und u aufzulösen, immer 
möglich ist; ferner folgt, dass die Gleichung t 2 — Du 2 = 4 
immer auflösbar ist, sobald D eine der Formen 4fc oder 
4& + 1 hat; in allen anderen Fällen ist dieselbe wenigstens nicht ver- 
möge der speciellen Methode, die wir hier ins Auge fassen, aufzulösen. 

Wenn tn grösser als 2 ist, aber eine Zahl, für welche 
diese Methode Anwendung findet, so kann man die Glei- 
chung D 2 — 2>u 2 =.jfi 2 immer auf eine ähnliche Gleichung 
zurückführen, in welcher tn entweder den Werth 1 oder 2 
hat. Untersuchen wir die beiden möglichen Fälle, indem tn entweder 
schon ein Theiler von n sein kann, oder doch wenigstens ein Theiler von 
2n. Wenn tn die Zahl n theilt, so ist m 2 ein Theiler von D = n 2 D' und 

man löse sich daher die Gleichung V 2 2 W ' 2== * au *» die Lösungen der 

vorgelegten Gleichung sind' alsdann t = mt\ u = u'. — Wenn dagegen 
m wohl die Zahl 2n, aber nicht die Zahl n theilt, so ist tn nothwendig 

eine gerade Zahl, also ^ ganz. Ferner ist tn 2 ein Theiler von 4D (denn 

sei die reducirte Form, welche zur Aullösung der vorgelegten Gleichung 

tauglich ist, (a, b, — a')> so ist 4Z>= (26) 2 + 4aa'). Man löse daher die 

44) 

Gleichung t' 2 -j«' s =4 in ganzen Zahlen für i* und u' auf, so sind 

m 
t = -?rt 4 und u = u' die Lösungen der vorgelegten Gleichung. 

b) Wie wir wissen, sind die auf einander folgenden Lösungen der 

Gleichung t 2 — Du 2 ~m\ wie sie sich vermöge der Ausdrücke von t e und 

2T 
u c ergeben, durch die Recursionsformeln fe+i+fe~i= — te und t**fi + 

2r 

u e -\ = — u e mit einander verknüpft« Aus diesen beiden Relationen er« 
tn 

giebt sich eine bemerkenswerte Eigenschaft der Zahlen t e und u e > von 
der wir weiter unten eine Anwendung machen werden. Indem wir näm- 

Schwärt, Zahlen- Theorie. 28 
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lieh irgend einon beliebigen Modul A uns annehmen, existirt immer eine 
Zahl k von der Beschaffenheit, dass die Zahlen 

*•! '1. h, /* — i und ti , «I , i/ 2l to_i, 

nach dem Modul A der Reihe nach congruent werden den Zahlen 

fc, fjk+t, tu+% f#--i und tijk, ti*+i, tii+j, ujfc-! 

und weiter den Zahlen 

und so weiter fort bis ins Unendliche. Mithin hat man allgemein die 

beiden Congruenzcn tfx^tv(mod A) und Up = Uv (mod A), sobald zwischen 

den Indices die Congruenz /£ = ? (mod k) besieht. Also die Zahlen f , 

?!, /jt — i und ebenso die Zahlen w , iij, t/ 2 ,' w*— i vertheilen 

sich nach irgend einem beliebigen Modul in eine endliche Menge von 

Gruppen, die eine unbegrenzte Menge von an den entsprechenden Stellen 

tinter einander congruenten Zahlen enthalten. — «Zunächst erhellt leicht, 

dass die behaupteten Congruenzen sämmtlich bestehen, sobald man die 

folgenden Congruenzen beweisen kann: * 

f* = 'o> t k +i = t iy u k =u , u k +\=Ut (mod A). 

2T 
Betrachten wir z.B. die Gleichung fft+2 + f* =— /4+1, so geht dieselbe 

m 

zu Folge der für den Augenblick vorausgesetzten Congruenzen über in 

_ 2T 
die Congruenz tk+i + t =- — f t (mod h) oder, da die Gleichung *a+f = 

22* 

— t t besteht, tk+i— h (mod A); ebenso beweist man die Congrueoz 
m 

«*+*= n 2 (mod A) und die weiter folgenden Congruenzen f*+s= f t > **+« 

Efl 3 , U. S.W. 

Um die genannten 4 Congruenzen, aus denen alle übrigen folgen, zu 
beweisen , bemerken wir zuerst , dass für jeden bestimmten Werth von h 
immer eine Zahl l existirt, welche für k eingesetzt die dritte Congrueoz 
befriedigt Man löse sich zu dem Zweck die Hülfsgleichnng f'* — A'2hc' z 
= m a auf, was zu Folge der unter o) auseinander gesetzten Prineipien 
immer möglich ist (nämlich zu Folge der Voraussetzung istf* — Du*=m* 
vermöge unserer partikulären Methode auflösbar, also, wenn man D » n*D* 
setzt, m ein Theiler entweder von n oder von 2n und demzufolge auch 
entweder von An oder von 2An). Sei die Lösung in den kleinsten Zahlen 
?', {/': so ist- das System t » V 9 u*a hU* eine Lteung der Torgefegten GM* 



l 
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cbung i 1 — Z>u*=s=m* und man ist daher sicher, die Zahl hll' unter der 

Reibe der Zahlen n , u it ti 2 irgendwo anzutreffen; sei X der Index, 

für welchen man u^~hU' hat, so folgt n x ~ (mod h) oder, da man 
i* = bat, ^5« (mod h). Also wird der dritten Congruenz Genüge 
geleistet durch die Annahme k=X. Zugleich sieht man ein, dass keine 
der Zahlen u, welche einen kleineren Index als X hat, der nämlichen 
Congruenz Genüge leisten kann; denn wäre /<X und ui=hv', so wäre 
t>' nolhwendig kleiner als EP, weil die Zahlen u mit wachsenden Indices 
zunehmen, und man hätte, da das System t = U und u = ui die gegebene 
Gleichung auflösen müsste, die Gleichung t? — DAV 2 = tn 2 , d. h. es gäbe 
eine kleinere Zahl u* = v\ als die kleinste v! = U\ welche die Gleichung 
p—k % lhP = w 2 befriedigt. 

Wenn nun, indem man k= X setzt, mit dieser Congruenz ut^u $ 
(mod h) zugleich die drei anderen behaupteten Congruenzen statt hätten, 
so wäre der Satz bewiesen ; er wird aber auch noch bewiesen sein, wenn, 
sobald diese drei Congruenzen für k = X entweder alle oder doch zum 
Theil nicht gültig sind, von uns bewiesen wird, dass alle die vier be- 
haupteten Congruenzen gleichzeitig unter der Annahme k = 2X bestehen. 

Vermöge der Werthe von t e und u e kann man ohne Mühe die Re- 

lation (f,) 2 + D(u x ) % = -^ - + - JL — + -ö- — verificiren, 

VA/ A 2 \ ro m I 2\m m ] 

welche, wie man sogleich sieht, identisch dieselbe ist, wie (fy)* — D(uj) % 
= wU U i hieraus folgt t u = i ((fj)* + D(uj)*) = ^(m*+2D(u x )*) = m+ 

, also, da man t Q = m hat, — =- — = r — • Nun ist die Quan- 

m n tna 

2D(u x ) 1 

tität 7 — eine ganze Zahl,- weil zu Folge der Bestimmung von X die 

mn 

Zahl h ein Theiler von u x und ferner m ein Theiler von 2D =26 2 +2aa / 

ist Also ist auch der Quotient — r — eine ganze Zahl, d. h.. es besteht 

unter der Annahme k = 2X die erste von den vier behaupteten Con- 
gruenzen, nämlich f* = t (mod A). — Man kann ferner ohne Schwierig. 

2 

keit die Gleichung w^« — • fy.«* entweder sich verificiren oder in ähn- 
licher Weise, wie vorher die Gleichung t u sich herleiten. Nun ist 2fy 

28* 
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theilbar durch m, weil 4(^) 2 = 4D(« >l ) 1 +4m , durch m s iheilbar ist, and 

u u (2ti\ (uA 
Ui theilbar durch A; also ist der Quotient -r-=l — M T I c * ne 6 aD2C 

Zahl, oder es besteht, indem man wieder k = 2l setzt,. die dritte der 
behaupteten Congruenzen, nämlich ** = * (modh). — Weiter ist tn+\— 

T + u * Ul + l undf da | lier 2D = 26* + 2aa' durch m und u, durch h 

m A 

theilbar ist, erhellt f«^+l= ^ ( mo< * *) °^ er fc+i = h ( mo * *)• — End- 

lieh hat man w^+l = U "• — un ^ da die Zahl 2/ji+i au8 *hn- 

liehen Gründen wie vorher die Zahl 2t k durch m theilbar ist and die Zahl 
u x durch A, so folgt 1*21+1= U (mod h) oder m+i = * t (mod A). — 
Also exislirt jedenfalls eine Zahl k, für welche unsere vier behaupteten 
Congruenzen gleichzeitig stattfinden. 



Sechster Abschnitt. 

Auflösung der allgemeinen Gleichung zweiten 
, Grades zwischen den Unbestimmten X und Y. 

§♦ 28. 

Auflösung nach X und Y in ganzen Zahlen. 

1) In der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 

(1) aX 2 +2&XF+cF*+2dX+2eF+/=0 
kann man, unbeschadet ihrer Allgemeinheit, immer die Zahlen a t 5, e, 
d, e> /als ganz annehmen; denn sollte eine Gleichung gegeben sein, in 
der die Coefficienten von XF, X, F entweder alle oder zum Theil un- 
gerade Zahlen wären, so kann man sie durch Multiplication mit 2 auf 
die obige Form bringen. Um sie nun in ganzen Zahlen für X und Y 
aufzulösen, schliesse man vorläufig den Fall b 2 — ac = aus, den wir 
einer besonderen Betrachtung vorbehalten, und transformire die vorge- 
legte Gleichung vermöge der (unter der Annahme einer von verschie- 
denen Determinante D = 6 2 — ac immer endlichen) Substitutionen: 

(2) x= x + cd — be Y = y+au ~ U - 
b 2 — ac ' b 2 — ac ' 

die Gleichung (1) kommt dadurch zunächst auf die Form : 

ax 2 +2bxg+cy 2 +2x\a(cd— be) + b(ae — bd) + d(b 2 — ac)\ 

+ 2y | b(cd — be) + c(ae — bd) + e(b 2 — ac) J 
+ la(cd—be) 2 +2b(cd— 6«)(ae — bd)+c(ae— bd) 2 \+2d(b*— ac)(cd—b*) 

+2e(6*— <u)(<w— bi)+f\b*~~ at)*** 0, : 
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oder, wenn man bedenkt, dass die beiden Coefficienten von x und y 

verschwinden, und der von f unabhängige Theil des constanlen Gliedes 

sich auf die Grösse (6 2 — ac)(ae 2 — 2bde+cd 2 ) reducirt, indem man der 

Kürze halber 

(3) M = (b 2 -ac)(ae 2 — 2bde + cd 2 ) + f(b 2 — ac) 2 

setzt, einfacher: 

(4) ax 2 + 2bxy + cy 2 =* — M. 

Diese letzte Gleichung enthält die Darstellung einer Zahl M durch die 

M 

Form (a, 6, c) und kann , wenn sie anders möglich ist, immer nach den 
Priacapien des vorigen Abschnittes in ganzen Zahle» für sp und g aufge- 
löst werden. Indem man nun vermöge der Gleichungen (2) von den 
Werften dör x und ff auf die Werthe der X, T zurückgeht, wird nur 
in dem speciellen Falle b 2 — ac = 1 jedem ganzzahligen Systeme der x 
und y immer ein ganzzahliges System der X und Y entsprechen} in allen 
anderen Fällen kann es vorkomme«, dass einige oder falle Werthe der 
X, y sich als gebrochene Zahlen ergeben und mithin verworfen werden 
müssen. Hierbei sind nun folgende Fälle zu unterscheiden: 

< a) Die Gleichung (4) ist überhaupt in. ganzen Zahlen 
für x und y nicht auflösbar: dieselbe Unmöglichkeit tritt 
dann auch für die Gleichung (1) ein. 

b) Die Gleichung (4) hat eine negative Determinante 
oder eine positive quadratische Determinante mit der Ne- 
benbedingung M ^ 0: sie hat alsdann eine begrenzte 

Dfenge von Auflösungen und die Gleichung (1) wird eben- 
falls nur eine begrenzte Menge von Lösungen zulassen, 
nämlich so viele, als Systeme der x und y existiren, denen, wie der Ver- 
such ausweist, ganzzahlige Werthe von X und Y entsprechen. Es kann 
hierbei der Fall vorkommen, dass kein System der x, y einem ganz- 
zahligen Systeme der X, Y entspricht; die Zahl der Lösungen ist in die- 
sem Falle 0. '' l ■ 

c) Die Gleichung (4.) hat eine positive nicht quadra- 
tische Determinante oder eine positive quadratische De- 

i ■ i • 

terminante mit der Neben be dingung M=#; die Anzahl <Jer 
Lösungen naol| x y y ist altdann unbegrenzt (vorausgesetzt, dass 
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solche Oberhaupt möglich sind) und es exisliren so viele Lösuli** 
gen nach X, F, als unter den unzählig vielen Systemen 
der &, y sich solche vorfinden, denen respect-ive ganzzab* 
lige Systeme der X und Y entsprechen. 

Was die Falle a) und b) anbetrifft, so ist dazu nichts weiter zu be- 
merken; dagegen was die Fälle unter c) anlangt, so tritt, da man bei 
der unendlichen Menge von Werthen der x und y ausser Stande ist mit 
jedem einzelnen Systeme den Versuch anzustellen, ob es eine Lösung 
nach X, Y giebt oder nicht, das Bedürfniss hervor nach einer Regelt 
vermöge derer diese Unterscheidung in durchgreifender Weise geleistet 
werden kann« 

Betrachte« wir zuerst den allgemeinen Fall einer positiven nicht qua- 
dratischen Determinante. Die Lösungen der Gleichung (4) haben alle die 

Form rc=— (ßt+Fu), y = — (Ot+Hu), wo t und u irgend welche Lö- 
sungen der Gleichung * 2 — Du 2 = m 2 bezeichnen. Indem wir daher unter 
t und u wesentlich positive Zahlenausdrucke verstehen, sind die Lösungen 
der Gleichung (4) nothwendig von einer der specielleren Formen: 

tn tn 

so =e ±(Bt-F») , y = Ußt-Hu) ; 
tn tn 

x = - \(ßt-Fu), y = -±(Gt-Hu); 

x =- — I(Ä + Fu),y = -i-(Gt + Bu). 
tn tn 

Jede dieser 4 Formen wird in jedem speciellen Falle besonders zu be- 
trachten sein : aber da der Gang dieser Betrachtung für alle vier derselbe 
ist, wird es nur nölbig sein, denselben an einer zu zeigen , etwa an 
der ersten. 

Substituten wir also die erste der Formeln (5) in (2): wir erhal- 
ten dadurch: 

und wollen nun die speciellen Werthe, welche X, Y annehmen, fifr ifgend 
etft speciales Werthsyitem I = 4, t u « «, beaeicbne» mit X* V* W» 



(5) 
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dbd die /, u anlangt, d.h. die Zahlenreihen f», f fl , *j, .... «», %, 14, 

so wissen wir, einmal« dass sieh dieselben vermöge der beiden linearen 

2T 2r 

Beeursionsformeln f«+i +f#-i = — f* and «e+t+tfe-i = — «e forouren, und 
dann, dass, indem wir irgend eine beliebige ZaU h annehmen, immer 
eine unschwer za bestimmende Zahl k existiri Ton der Beschaffenheit, 
dass die simmtlicben Zahlen unserer beiden Reiben in k Gruppen unter- 
einander nach dem Modul k congruente Zahlen zerfallen, deren jede eine 
unendliche Menge tod Zahlenwerthen umfassL Setzen wir also A = 
w(6 2 — ac) und bestimmen das zugehörige fr; alsdann haben wir nur 
nöthig die k Systeme zusammengehöriger Werthe X % und F 9 

Xf und y f , J*_i und F*_i darauf hin zu untersuchen, ob 

sie ganzzahlig sind oder nicht; seien diejenigen darunter, welche 

ganzzahlig sind: Xa und Y* 9 Xß und Yß y Xy und Fy, , so sind alle 

die unendlich vielen Systeme gleichfalls ganzzahlig, deren Indices e einer 
der Congruenzen 

e = <*,ß, y, (mod k) 

Genfige leisten und alle solche Systeme, deren Indices keine dieser Con- 
gruenzen befriedigen, müssen verworfen werden; mit anderen Worten: 
alle Systeme, welche der nämlichen Gruppe zugehören, sind 
entweder zugleich ganzzahlig oder zugleich nicht ganzzahlig. 

In der That, nehmen wir an, es bestehe z.B. die Congruenz e = 6 
(mod fr), so folgen die beiden Congruenzen t e = U » «« — *e (mod 4) 
und hieraus durch Combination 

Ele+Fue+mcd — mbe = Bt € +Fue+mcd — mbe (mod *); 
sei nun der Rest, welchen die rechte Seite dieser Congruenz nach dem 
Divisor h lässt, gleich 0, so folgt, dass die linke Seile durch A = 
m(b 2 — ac) dividirt gleichfalls den Rest lässt, d.h. wenn X* eine ganze 
Zahl ist, so ist auch X< eine ganze Zahl; sei dagegen der Rest, welchen 
die rechte Seile der nämlichen Congruenz in Bezug auf den Divisor h 
lässt, von verschieden, so entspricht derselbe Rest auch der Unken 
Seite, d.h. wenn X £ gebrochen ist, so ist auch X e gebrochen. Ebenso 
beweist man, dass F« und Y e zu gleicher Zeit entweder ganz oder ge- 
brochen sind und hierin liegt unser zu beweisender Satz. 

Betrachten wir jetzt den speciellen Fall einer positiven quadratischen 
Determinante mit der Nebenbedingung M = (vergleiche hierüber $. 25. 
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2) am Schlosse). Wir wir wissen» existiren alsdann zwei von einander 
verschiedene Lösungssysteme der Gleichung (4) , welche , indem f und g 
zwei relative Primzahlen und * eine beliebige ganze Zahl ausdrückt, beide 
die Form haben x = fz und y = gz, Die Formeln (2) gehen dadurch 
über in: 

, 7 t — /*+**—>• v — 9*+ ae ~ bd 
W Ä - b 2- ac • y - b t-ac 

und geben, wenn b 2 — ac von 1 verschieden ist, im Allgemeinen ge- 
brochene Werlhe von X und F. Um diejenigen Werthe von * zu be- 
stimmen, für welche dies nicht eintritt, bemerken wir, dass, da die Zah- 
len / und g ausser 1 keinen gemeinschaftlichen Factor haben, die Glei- 
chung fm.+ gn = 1 immer in ganzen Zahlen für m und n aufgelöst wer- 
den kann. Setzen wir in diese letzte Gleichung für / und g ihre Werthe 
aus (7), so geht dieselbe über in: 

% = (b 2 — ac) (roX + nY) — m{cd — be) — n(ae — bd) 
und substituiren wir diesen Werth von z wieder in die Gleichungen (7), 



so erhalten wir, wenn wir der Kürze halber mX+nY~t setzen; 

Y # , , (1— fm)(cd — b e)— fnjae— bd) 

v— -.■ (*~ gn)(ae— bd)— gmjcd — be) 

b 2 — ac 
oder, wenn wir für 1 — fm seinen Werth gn und für 1 — gn seinen Werth 
fm setzen: 
t«s ▼ -*.- 9W-be)— f(ae— bd) v g (cd—be)—f(ae—bd) 

Indem man in dieser Gleichung der Grösse t nach einander alle möglichen 
ganzzahligen Werthe ertheilt, bekommt man alle möglichen Werthe, deren 
X und Y fähig sind; dieselben werden alle entweder ganzzahlig ausfallen 
oder nicht, je nachdem die Grösse g(cd—be) — f(ac—bd) ein genaues 
Mulliplum von b 2 -^-ac ist oder nicht ist. Also existiren im ersten Falle 
eine unbegrenzte Anzahl von Lösungen nach X, F, im zweiten Falle exi- 
stiren hingegen gar keine. 

Beispiel 1. Die vorgelegte Gleichung sei: 

2X* — 6XF+F*— 14X+19F+4== 0, 
also: 

I>=6 1 — ac=7, cd— 6e = 8, n-Ha^U, M = 581 = 7.83; 
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dann sind die Substitutionen, vermöge derer wir die Gleichung (4), ninalich 

2a> 2 — 6sy+y a =581 

erbalten, X=-=— , Y=^-= — . Die Bedingungsgleichung ist z 1 — 7= 581s 

und wird aurgelöst vermöge Betrachtung der Congruenz z 1 = 7 (mod 581), 
welche sogleich in die beiden andern zerfällt s 1 = 7 (mod 7) und z 1 = 7' 
(mod 83). Die erste wird durch alle Werthe von z aufgelöst, welche 
Vielfache von 7 sind; die kleinste Lösnng der zweiten ist * = +16 und 
hieran knüpfen sich die beiden Lösungsreihen: 

+16, +99, +162, und —16. +67, +150, +233, +316, +399, .... 

Aors ctett in denselben enthaltenen Zahlen haben wir diejenigen herauszu- 
suchen, welche Vielfache von 7 sind und erhalten dadurch 2=182 und 
*±=399 als die einzigen positiven Lösungen, welche kleiner als 581 sind; 
die letzte hiervon ist aber auch identisch mit der Lösung % = 399 — 581 
oder — 182; unsere Bedingungsgleichung bat daher zwei Lösungen» die 
kleiner als der halbe Modul sind, und nicht mehr, nämlich: 

» = +182, * = 57 und « = —182, * = 57. 
Betrachten wir zahächst die erste Lösung, so haben wir die beiden For- 
men (2, —3, 1) und (581, +182, 57) mit einander zu vergleichen. Das 
Resultat dieser Vergleichung ist die Formenreihe: 
(2, -3, 1), (1, -4, 9), (9, -14, 21), (21, -28,. 37), (37, -46, 57), 

(57, —182, 581), (581, +182, 57), 
vermöge deren man von der Form 2a? 2 — foey+y 2 zu der Form 581 £* + 
d64^+57^ 2 übergehen kartn. Der Uebergang geschieht, wie man leicht 
findet, durch die Transformation a? = — 13£ — 4jj, y = — 81§ — 25^ und 
zeigt, dass das System der Werthe # = — 13, y = — 81 eine Lösung 
der Gleichung 2a? 2 — 6a?y+j 2 = 581 ist. 

Um die übrigen Lösungen dieser Gleichung, welche der genannten 
liirt sind, zu finden, muss man die Gleichung t 1 — 7u 2 =l auflösen. 
Eine zu diesem Zwecke taugliche reducirte Form ist (1,2, — 3) und 

man hat' sich daher die Grösse * ~ ==^7— 2 in einen KeUenbrtwb 



zu entwickeln 



. Man findet ^7 — 2 = 1 , 1 , 

1+ T+- 1 

1+-T . 1 



4+ f+ 
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und hieran« in bekannter Weise die kleinste Lösung unserer Gleichung 
zwischen t und «, nämlich 7=8, 17=* 8. Hieraus leitet man vermöge 
der Recursionsformeln f*+i+f#-i = 16f # und t#e+i+t*#-i =* 16* e nach und 
«ach folgende Lösungssysteme her: 

f *=I, ^»8, f 2 = 127, / 3 = 2024, f 4 = 82257, f s =«514088, 

t % = 8193151 , f t = 130576328 , t s = 2081028097 , , 

u = , u x =t 3 , « 2 ==r 48, w 3 « 765 , « 4 = 12192, « 5 = 194307, 

w d = 3096720 , u, = 49353213 , w 8 = 786554688, 

Man hat sich nun die Formeln zu entwickeln, vermöge derer man von 

diesen verschiedenen Zahlenwerlhen der u und t aufsteigen kann zu 

den verschieden Zablenwerthen der x, y\ dieselben werden gefunden 

wie fol&t 2 

a> = — 13f+42«, y = — 81f+217w 

und es ist hierzu nur noch die Bemerkung zu machen, dass diese For- 
meln gelten, wie beschaffen das Vorzeichen der t und u auch sein möge; 
mithin, wenn diese Grössen nur positiv genommen werden, zerfallen sie 
in die 4 bekannten Systeme von Formeln* 

Wir müssen jetzt, ehe wir von x, y zu den X, Y übergehen, ge- 
mäss den eben entwickelten Regeln denjenigen speciellen Zahlenwerth * 
bestimmen, welcher dem hier in Anwendung kommenden Werthe von &, 
nämlich ä = ro(6 2 — ac) = 7, entspricht. Zu dem Zwecke mpss man die 
kleinste Lösung der Gleichung t' 2 — h 2 Du' 2 = m, d.h. hier die Gleichung 
t' 1 — 343u' 2 =l aufsuchen. Eine zur Auflösung dieser Gleichung taug- 
liche Form ist (19, 1, — 18) und dieselbe führt auf die Enlwickelung von 

/D_6 V345 — 18 7VT— 18 . . u #i . . n . n . , 

1^ ap 1 ■ ■ — ss ■ * — in einen KeUenbruch. Die Penode 

a 19 19 

dieses Kettenbruches urofasst die Partialquotienten : 

1 11 1 5 3 1 17 1 3 5 1 11 1 1 3« l 
und führt auf folgende Zahlenwerthe , als die gesuchten kleinsten Lösun- 
gen nach f, fi': 

P - 130576328, ü' =• 7050459 \ 

hieraus ergiebt sich für die Gleichung t 1 — 7u a =x 1 folgende Lösung als 
die entsprechende: 

t » V « 180576328, « =*= W as 4*353213 
und sehen wir zu, welches in den Beiken der Zahlen t«, «* der kdefc 
ist, für welchen dieselben mit den letartgenanaten Zahlen zusammenfallen, 
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io finden wir e = 7. Also ist die Zahl k entweder 7 oder 14. Da aber 
die beiden Congruenzen u t = « s , fj = / t («wf 7) leicht constatirt wer- 
den können, so folgt *=7. 

Gehen wir jetzt zu den 4 verschiedenen Formelsystemen zurück, 
welche, unter der Annahme positiver t und «, die Werlhe von x und y 

zulassen, nämlich: 

a>=— 13f+42n, y= — 81f+217u, 

a? = 13*+42i«, y = 811 + 21711, 
o?= 13t — 42m, y = 81*— 217«, 
x = ~ 13f — 42*, y = — 81f— 217« 
und bemerken, dass wir dieselben nur für die Werthsysteme f # und tr 9 , 
fj und tfi , t 2 und w 2 , h und w a , f 4 und w 4 , f $ und « 5 , f # und «* zu 
untersuchen haben, sowie dass» wie aus der Betrachtung der Transfor- 
mationsformeln 

x== «+8 r ^ y— 11 

7 ' 7 

erhellt, die Zahlenwerthe von X und Y nur dann gleichzeitig ganz aus- 
fallen können, wenn die entsprechenden Werthe von x den beiden Con- 
gruenzen 

x = — 1 , y = — 3 (mod 7) 

Genüge leisten; alsdann ergeben sich der Reihe nach die folgenden Re- 
sultate: 

I. Das erste System von Formeln liefert für keine f, u einen Werth 
Ton x, der congruent — 1 wäre (sie sind vielmehr säromtlich congruent 
+1): also fallen sämmtliche X gebrochen aus und ist das erste Formel- 
system zu verwerfen. Aus vollkommen den nämlichen Gründen ist auch 
das vierte Formelsystem zu verwerfen. 

II. Das zweite System von Formeln liefert für alle Werthe von t, u 
solche Werthe von x, die nach dem Modul 7 congruent mit — 1 sind, 
und ebenso für alle Werthe von t, u solche Werthe von y, die congruent 
mit — 3 sind. Demgemäss ist dasselbe für alle nur möglichen Wertbe 
von f, u anwendbar. Ganz dasselbe gilt aus den nämlichen Gründen von 
dem dritten Formelsysteme. Setzen wir demgemäss die Werthe von s 
und y aus dem zweiten und dritten Formelsystem in die Ausdrücke für 
X, F ein, so erhalten wir als zu dem Werthsysteme 

Z=+182, s = »7 
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gehörig folgende Lösungen der vorgelegten Gleichung: 

13*+42u+8 v _ 811+217«— 11 

v _ 13*-42tt+8 T ,_ 81f— 217ti— 11 

A- 7 , r- 7 

Das beiden Lösungssystemen gemeinschaftliche Paar zusammengehöriger 
Werthe von X und Y wird erhalten für f «= 1 , u = und ist 

X = 3, F=10. 
Die den Leiden Wertben f==. 8, i/ = 3 'entsprechenden kleinsten Lösun- 
gen sind respective: 

X = 34, F = 184 und X=r— 2, F« — 2. 

Es erhellt übrigens ganz von selbst, dass die ganze Rechnung, welche 
den Uebergang von den x f y zu den X, Y vermittelt, der grössten Ab- 
kürzungen fähig ist. 

Zunächst hat man nicht nöthig die absoluten Werthe 
der f#, u 9 alle zu berechnen» sondern es genügen die klein- 
sten Reste nach dem Modul 7 und die Hülfsgieichung t n — 
343t*' 1 = 1 ist vollständig überflüssig zur Berechnung des 
Werthes von fr, die dem Modul A = 7 entspricht: denn die- 
ser Werth ergiebt sich ganz von selbst aus der Periodic!« 
tat der Restwerthe von t e und u t . Die Rechnung ist in abgekürz- 
ter Weise wie folgt: 

f # = l, t t = 1, r, = 2.1 — lasl/fi =2.1 — 1 = 1, f 4 -z 1, 

u e = 0, ti t :=3, « a = 2.3 — =. —1, « 3 = 2.— 1 — 3 = +2, 
* 4 = 2.2+1 = —2, w 5 = 2.-2 — 2 s +1, «*g = 2.1+2 = —3, 

i* t =2.-3 — 1 = 0, 

also ist Jfr = 7. Die 4 Formelsysteme endlich, welche die verschiedenen 
Werthe von x, y geben, brauchen gleichfalls nur nach ihren kleinsten 
Resten in Betracht zu kommen und sie nehmen alsdann folgende Ge- 
stalt an: 

x = r, y ä 3f; 

x = — t f y = — 3f; 

x S — t, y = — 3f; 
»= t, y = 3f. 

Dadurch zieht sich die ganie oben durchgeführte Rechnung zu einer ßol- 
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chen zusammen, die mit der grössten Leichtigkeit ausgeführt werden 
kann; denn setzt man hier überall für * den Restwerth 1 ein, so sieht 
man sofort ein, dass die beiden mittleren Systeme für alle Werthe von 
t, u zulässig sind, die beiden anderen dagegen für keine. 

Wir haben noch zuzusehen, ob und wieviele Werlhsysleme der X, Y 
existiren , welche der Lösung 

* = -- 182, *=57 
unserer Bedingungsgleichung, oder was dasselbe sagt, die der Form 
(581, —182. 57) liirt sind. 

Lösen wir zuerst die Hülfsgieichung (4) auf. Der Uebergang von 
der Form (2, —3, 1) zu der Form (581, —182, 57) geschieht ver- 
möge der Formenreihe : 
(2, —3, 1), (1, 4, 9), (9, 14, 21), (21, 28, 37), (37, 46, 57), 

(57, 182, 581), (581, -182, 57) 
lind durch die folgende Nebenrechnung: 
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findet man die Transformationsformeln: x = — 13^+4^, y = B|^-ij; 

also ist a? = — 13, y =• 3 eine Lösung der Gleichung (4). Es ergeben 

sich hieraus die allgemeinen Formeln für x und y; x = -r~l$t — 42k, 

y = 3f — 35m oder, wenn wir für * und u nur positive Zahlenwerthe 

zulassen : 

x = — 13*— 42m, y= 3*— 35m 

x = — 13* +42m , y = 3* +35« 
x = 13*— 42m, y = —3*— 35m 
x = 13*+42m, y = —3*4 35m 
und die Werthe von * und u sind wieder die sämmtlichen positiven Lö- 
sungssysteme der Gleichung t 1 — 7m* = 1, deren kleinste Reste nach dem 
Modul A = m(& 2 — ac) = 7 wir bereits berechnet haben. Die kleinsten 
Reste dieser 4 allgemeinen Lösungssysteme nach demselben Modul sind: 

x = *, y = 3*, 
x = *, y = 3*, 
X = _ *, y = ^3f, 
X == — *, y S — fo 
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und man folgert nun ganz in derselben Weise, "wie vorhin, dass die auf 

die beiden Congruenzen I. bezuglichen Systeme der o?, y zu verwerfen 

sind, dagegen die auf die beiden Congruenzen II. bezüglichen Systeme 

der 0, y für alle Wertbe von f, u den Uebergang zu brauchbaren Wer* 

then von X, F gestatten. Hiernach bekommen wir als zu dem Werth- 

systeme 

« = —182, * = 57 

gehörig folgende Lösungen der vorgelegten Gleichung: 

_ 13^ — 42u+8 — 3f — 35m— U 

13M-42II+8 v _ — 3f + 35n — U 

Beiden allgemeinen Systemen gemeinsam ist das specielle Paar zusam- 
mengehöriger X und Y: 

J=+3, r=— 2 

und den kleinsten Zahlen 7 = 8, {7 = 3 entsprechen respeclive folgende 
Paare zusammengehöriger Werlhe: 

J = — 2, F = — 20 und 2T= +34, r=10. 
Beispiel 2. Die gegebene Gleichung sei 

X* + 8XY+F*+2X— 4F+1 =0 
und geht zu Folge der Transformationsformeln 

Ober in die einfachere Gleichung (4) 

x*+Sxy+y* = — 540(0= 15). 
Die sämmtlichen Lösungen dieser Gleichung sind in folgenden 4 Syste- 
men enthalten: 

x = 6r, y = — 24f— 90«, 

o?= 6f, y = — 24f+90*. 

a? = — 6f , y = 24*— 90w, 

a? = — 6f, y= 24*+ 90t*, 
wo I und h in unbestimmter Weise alle nur möglichen positiven Lösun- 
gen der Gleichung t 2 — 15w 2 =i bezeichnen. Die kleiaste Lösung dieser 
Gleichung (wenn man von der Lösung f=l,i*^0 abzieht) ist ^« 4, 
J7= 1 und man findet mithin für die specialis Zahl Ä = m(6* — ac) = 15 
als Modul folgende Restwertbe der aufeinanderfolgenden t Qi u e (das zur 



Berechnung dienende -5- bat den Werth 8): 

fcscl, r,=34 f fc=*8.4 — 1=1, f a = 8.1 — 4=- 4, <! = !, f f =4, .... 
«t»0, ni=sl f «1=8=8—7, «,^8.- 7 — 1= +3, ««=8. 3+7 = 1, 
*=8. 1 — 3=5, «,=8.5 — 1= — 6, «,=8. — 6 — 5 = +2, 
^ = 8.2 + 6 = 7, « § = 8.7 — 2= — 6, « 1§ = — 48 — 7 = + 5, 
«„=40+6 = 1, «j 2 = 8— 5=3,n, 3 r:24— 1 = — 7,k,4=:— 56-3 = 1, 

^5=8 + 7 = 0, 

also ist k = 30. üebrigens, da die kleinsten Reste der Vielfachen von 
«, welche in den Aasdrücken für x and y vorkommen, gleich sind, so 
war es nicht einmal unbedingt nöthig, die Restperiode der « sich in be- 
echnen nnd man halte gleich unmittelbar zu dem nachfolgenden Raison- 
Dement fortgehen können. 

Die Transformationsformeln für X und Y zeigen, dass die Reste, 
welche x und g lassen müssen, damit X und Y ganze Zahlen werden, 
respective +6 und +6 sein müssen; nun erhellt entweder aus der di- 
reden Betrachtang der Formeln för x und y oder auch aus der Betrach- 
tung ihrer kleinsten Reste nach dem Modul 15, dass dieser Umstand in 
den beiden ersten Formelsystemen eintritt Cor den Restwerth 1, welcher 
allen t mit geraden Indices zukommt, und nicht eintritt für den Rest- 
werth 4, welcher allen t mit ungeraden Indices zukommt. Umgekehrt 
▼erhält es sich mit den beiden letzten Formelsystemen. Hiernach bat 
man folgende vier Lösungssysteme der vorgelegten Gleichung und sonst 

weiter keine: 

r _ 6/^+9 — 24fe— 90«*— 6 

X ~ ~W ' r 15 ' 

6/^+9 _ — 24^ + 90*,«— 6 

* " 15 ' 15 

T _ — OfiM-t+Q v _ 24^+1 — O Onf+i — 6 

Ä "" 15 ' 15 

* Ä J5 ' r "" 15 * 

Die Grössen *&, Pu+\, *i*, «**+i haben hier die bekannte Bedeutung 

sämmtliche positive Lösungen der Gleichung t 1 — 15«*:= 1 vorzustellen. 
Den beiden ersten Systemen gemeinsam zugehörig ist das Paar der Werthe 
von X und F, welches für t = 1, « = erhalten wird , nftmlich 

x = i f r -» —a. 
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Die kleinsten Zahlen der beiden letzten Systeme werden ffir e = er- 
halten, wodurch h,+\ = 4, t*j«+i = 1 wird, nämlich 

X = —1, Y « und X = — 1, Y =* 12. 

2) In dem Vorhergehenden ist der Fall 6 * — ac = ausdrucklich von 
der Erörterung ausgeschlossen worden und wir haben daher denselben 
nachträglich zu behandeln. 

Sei (.t der grösste gemeinschaftliche Tlieilcr zwischen a und 6 und 

— ss a. - = ß, so sind a und ß relative Primzahlen unter einander 

und wenn man die Gleichung b 1 — ac = durch /u 2 dividirt, geht sie 

über in ß 2 — a.- = 0, woher c = -.tf 2 . Da nun a nicht in ß auf- 

geht (ausser wenn aal, in welchem Falle aber die nachfolgende Be- 
hauptung gleichwohl Geltung behält), so muss, damit die rechte Seite ganz 

ausfalle, nothwendig a in u aufgehen und wir setzen daher -~rsm. Da- 

et 

durch wird 

a = a 2 tn, 6 = aßm, c = ß 2 m 

und die gegebene Gleichung lässt sich umschreiben, wie folgt: 

m(aX + ßY) 2 +2dX + 2eY + f=sQ. 

Setzen wir jetzt aX + ßY = u, so geht die vorhergebende Gleichung über 

in 2dX+2eY+mu 2 +f s= und man entwickelt sich jetzt aus dieser 

Gleichung und der Substitutionsgleichung für u leicht die folgenden Werthe 

von X und F: 

_ßmu* + 2eu + ßf amu 2 +2du + af 

""" 2(äe— ßd) ' 2(ae — 0d) * 

Dieselben leisten, wie die Zahl u auch angenommen werden möge, der 
gegebenen Gleichung immer Genüge, sobald die Gleichung cce — ßd von 
verschieden ausfällt ; mitbin hat man nur noch nöthig diejenigen Werthe 
von u festzusetzen, für welche X und Y ganze Zahlen vorstellen. 

Zunächst ist dazu nothwendig, wenn auch noch nicht hinreichend, 
dass u als eine ganze Zahl angenommen wird; dies geht unmittelbar aus 
der Betrachtung der Gleichung z = aX+ ßY hervor» Setzen wir ferner 
den absoluten VVerth des Nenners 2ae — 2ßd gleich h, so werden offen- 
bar die Unbestimmten X, Y ganzzahlig werden für alle solche Zahlen- 
werthe von tt, welche zu gleicher Zeit den beiden Congruenzen 
ßmu 1 +2eu + ßf^ 0, amu* + 2du + «/=0 (mod h) 

Sck*ar* t Zahlen- Theorie, 29 
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Genüge leisten. Wenn beide oder nur eine dieser Congruenten unmög- 
lich ist, so isl die vorgelegte Gleichung überhaupt nicht in ganzen Zah- 
len für X und Y aufzulösen; sind aber beide Congruenzen möglich, so 
suche man zunächst ihre sammtlichen Lösungen in den kleinsten Zahlen 
zu bestimmen. Seien dieselben für die erste Congruenz 

u = e\ fi", «"', «« (mod A) ; 

und für die zweite Congruenz I 

u = ö\ ($", <J'", <J(") (mod A): 

so ist die vorgelegte Gleichung wiederum unmöglich, wenn unter den 
kleinsten Lösungen der ersten Reihe keine ist, die mit irgend einer klein- 
sten Lösung aus der zweiten Reihe übereinkäme; sind dagegen eine An- 
zahl von Lösungen für u beiden Reihen gemeinschaftlich, so exisliren 
ebensoviele nach dem Modul A von einander verschiedene Systeme der *, 
für welche X, Y ganze Zahlen werden , und zwar enthält jedes System 
eine unendliche Menge von Zahlenwerthen der ti, für welche dieses ge- 
leistet wird. 

Wenn der Ausdruck ae — /?d = ist, so findet die beschriebene Me- 
thode keine Anwendung mehr; es muss aber alsdann, da a und ß rela- 
tive Primzahlen zu einander sind, wegen der vorhergehenden Gleichung 

a in d und ß in e aufgehen; wir setzen daher — =— = h. Diegege- 

a ß ° ° 

bene Gleichung kann nun leicht auf die folgende Form gebracht werden: j 

m (aX + ß Y) 2 + 2ha X + 2hß Y + f = 
oder, wenn man mit m multiplicirt und zusammenzieht, 

J m(aX f ßY) + A j 2 = A* — mf. 

Damit diese Gleichung möglich sei, ist nolh wendig, dass A J — -m/ ein 
vollständiges Quadrat sei. Dieses vorausgesetzt sei 

h* — mf= * 2 ; 
die vorige Gleichung zerfällt alsdann sofort in die beiden linearen Glei- 
chungen : 

m(aX + ßY) + h + k*=0 9 m(aJ + /JF) + A~* = 

und diese beiden Gleichungen enthalten nothwendig alle Lösungen, deren 
die gegebene fähig ist. 

Erinnern wir uns nun, dass a und ß relative Primzahlen zu einander 
sind! so können folgende verschiedene Fälle eintreten* Die Zahl m ist 
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ein Theiler weder von h + k noch von h — k: die gegebene Gleichung 
ist in ganzen Zahlen für X und F unmöglich; die Zahl m ist ein Theiler 
nur von einer der Grössen h + k und h—k: die gegebene Gleichung 
hat eine unendliche Menge von Lösungen, die aber alle nur ein einziges 
System congruenter Zahlen constituiren (sie gilt einer linearen Gleichung 
zwischen X, F gleich); endlich die Zahl m ist ein Theiler sowohl von 
h + k, wie von h — k: die gegebene Gleichung hat wiederum eine un- 
endliche Menge von Lösungen, die aber zwei Systeme congruenter Zahlen 
constiluiren (sie gilt zwei linearen Gleichungen zwischen X und Y gleich). 
Beispiel 1. Die vorgelegte Gleichung sei 

3X* — 12 1Y— 12F* + 2X + 4F — 8 « 0, 
also da man 3X* — 12XF + 12F 2 = 3(X— 2F)* hat, m=3, a = 1, 

ß = — 2, ae — ßd = 4, /= — 8. Demgemäss wird 

y _ — 6tt 2 +4tt+16 3u* + 2tt — 8 

x - g , r- g 

und die beiden aufzulösenden Congruenzen sind: 

6u* — 4u — 16 = 0, 3w 2 +2u — 8 = (mod 8). 
Man kommt offenbar am kürzesten zum Ziele, wenn man alle nach dem 
Modul 8 verschiedene Werthe, also die Zahlen von bis 7 durchprobirt. 
Man überzeugt sich leicht, dass beiden Congruenzen Genüge geschieh 
durch die Substitutionen von 0, 2, 4, 6 für u und es werden daher alle 
solche Werthe für u die Ausdrücke X und F zu ganzen Zahlen machen, 
die einer der vier Congruenzen « = 0,2, 4, 6 {mod 8) Genüge leisten ; 
mit andern Worten, die vorstehenden Formeln werden ganzzahlig, sobald 
man für u eine beliebige gerade Zahl einsetzt» Man bekommt hierdurch 
unter anderen folgende Systeme zusammengehöriger Werthe: 
X=2, F=+l; X=0, F= — 1} X=— 8, Y=r— 6; X=— 22, F=— 14. 
Beispiel 2. Die vorgelegte Gleichung sei 

4X*+12XF+9F* +8X+12F+3 =0; 

alsdann ist m = 1 , cc= 2, ß = 3, ae — ßd = 2 . 6 — 3 .4 = 0; also 

d e 
hat man - = --==. h == 2 und man könnte nun die oben aufgestellten 

a ß " 

Formeln für die weitere Rechnung benutzen. Es ist indessen einfacher, 
dieselbe unmittelbar anzustellen und die gegebene Gleichung auf die Form 
(2X+ 3F)* + 4(2X+3F) + 3 = zu bringen; weiter folgt (2X+3F+2)* 
=> 1 , und die beiden linearen Gleichungen , in welche diese letztere aer- 

29* 
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fallt, sind 2J + 3F=— 1 und 2X+3F=— 3. Milhin bat man die 

beiden Systeme 

-T=l + 3n, F=— l + 2n 
und 

X= + 3n, F=— 1 +2n, 

in denen für n der Reihe nach alle nur möglichen positiven Zahlen ein- 
zusetzen sind. 

3) Auflösung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 
zwischen x und y in rationalen Zahlen. 

Die Torhergegangenen Entwidmungen enthalten die ebensosehr durch 
die Tiefsinnigkeit ihrer Begründung, wie durch die Einfachheit der End- 
resultate ausgezeichnete Lösung des berühmten Probleme«, die allgemeine 
Gleichung zweiten Grades zwischen x und y in ganzen Zahlen aufzulösen; 
sie zeigen aber zu gleicher Zeit auch, dass dies Problem in einer grossen 
Anzahl von Fällen unmöglich ist und es liegt darum der Gedanke nahe, 
das Problem von einem allgemeineren Gesichtspunkte aus aufzulösen, in- 
dem man die x uifd y blos der Bedingung unterwirft, rationale Zahlen 
darzustellen. Wir werden die Aullösungsmethode von Lagrange dar- 
stellen, welchem nach Gauss die Zahlentheorie in der neueren Zeit wohl 
das Meiste verdankt. 

Sei die vorgelegte Gleichung zweiten Grades 

ax* + bxy + cy 1 + dx + ey + f= 0, 
in welcher die Coefficienten a, fr, c, d y e, f alle ganzzahlig sind. Die al- 
gebraische Auflösung dieser Gleichung nach vorhergegangener Mullipli- 
cation mit 4a liefert uns 

(2ax + by + d)* = (d + ty)* — 4a (/+ ey + cy*) 

= (6 2 — 4ac)y 2 + 2(bd—2ae)y + d* — 4af. 

Setzen wir hier der grösseren Kürze halber 

2ax + by + d*=t, 6 2 — 4ac = i, bd— 2ae=z.g, d* — 4a/=*, 
so lässt sich die gegebene Gleichung ersetzen durch das System der bei- 
den neuen Gleichungen: 

2ax + by + d = t, Ay 2 + 2gy+h=:tK 
Multipliciren wir die letzte mit A und setzen 

Ay +9 = «, J 2 — 4A=3U, 
so gebt sie über in 
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Auf diese Weise haben wir unsere ursprüngliche Gleichung zwischen 
x, y in eine einfachere zwischen f, u transforniirt und wir können immer 
sämmüiche Lösungen der ersten erhallen, wenn wir die sämmtlichen 
Lösungen der zweiten haben. In der That, es ergeben sich ohne Schwie- 
rigkeit die Formeln ^ 

tt — g t — by — d 

'-i'" 8 2« ' 
vermöge deren man von den Werthen der t> u zurückgehen kann auf die 
Werthe der y, x, und da dieselben in ßezug auf die vier Unbestimmten 
x, y, t, u linear sind, so erhellt sofort, dass jeder rationalen Lösung nach 
f, u eine und nur eine rationale Lösung nach x, y entspricht und um- 
gekehrt, dass jeder rationalen Lösung nach x, y eine und nur eine ra- 
tionale Lösung nach f, u entspricht. Mithin giebt es ebensoviele Lö- 
sungen nach f, w, wie nach x, y und die letzteren können sämmtlich aus 
den ersteren gezogen werden. 

Also sind wir berechtigt, an Stelle der vorgelegten Gleichung die 

transformirte Gleichung 

tt 2 — AP = B 

zu discutiren. Nun ist klar, welches auch die Zahlenwerthe von u und t 

sein mögen, so kann man sie sich immer auf gleiche Benennung gebracht 

denken und demnach, indem % ihren kleinsten gemeinschaftlichen Nenner 

und daher x, y, % ganze Zahlen bezeichnen, die keinen die Einheit über- 

x v 

steigenden gemeinschaftlichen Theiler besitzen, u = —, f = — setzen. 

Dadurch bekommen wir als identisch dasselbe wie die vorige ausdrückend 

die neue Gleichung 

1. x 1 — 4y 2 = l?* 2 . 

Wir dürfen überdies in dieser Gleichung von den Coefficienten i, B an- 
nehmen, dass keiner von ihnen einen quadratischen Factor grösser als 1 
enthält; denn sollte dieses der Fall seih, so kann man sie immer durch 
einfache lineare Substitutionen in eine Gleichung von derselben Form 
a?' 2 — i4V 2 =BV 2 transformiren , in der A* und B 1 keine quadratische 
Theiler enthalten. Sei nämlich A=A'k 2 , BssVl 1 , so wird dieses ge- 
leistet durch die Substitutionen x=x', y = -ry\ *= rz\ 

Indem wir also annehmen, dass in unserer Gleichung I x, y t % 
keinen gemeinschaftlichen Theiler > 1 besitzen und A und B ohne qua- 
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dralische Factoren sind, folgt noch» das« auch nicht einmal irgend welche 
iwei der Unbestimmten einen gemeinschaftlichen Divisor > 1 haben. 
Denn wäre ein solcher z. B. zwischen x und y vorhanden und gleich #, 
so wäre # 2 ein Theiler von x 1 und y x und mithin auch von Bz*. Das 
gebt aber nicht an, da # 2 weder ein Theiler von x s noch von B sein 
darf und sich auch nicht auf beide Factoren vertbeilen kann ; denn dann 
würde immer noch auf B ein quadratischer Factor kommen. Ebenso be- 
weist man, dass x und z relative Primzahlen sind, sowie y und z. Wir 
können ferner behaupten, dass A und B unbeschadet der Allgemeinheit 
als positive Grössen angenommen werden können. Zunächst sieht man, 
dass die Annahme: A und B beide negativ, nicht statthaft ist, weil dann 
die Summe zweier positiver Grössen negativ ausfiele. Mithin bleiben, 
wenn man die verschiedenen Vorzeichencombinalionen berücksichtigt, nur 
drei verschiedene Falle möglich, nämlich x 1 — iy x = +Bz % , x* — iy 2 = 
— Bz 1 , a?* + Jy* = + Bz\ Von diesen fallen aber der zweite und dritte 
zusammen, wie aus einer einfachen Vertauschung der Buchstaben A und Ä, 
sowie der Veränderlichen y und s erhellt und im dritten Falle erhält 
man durch Multiplication mit B die Gleichung Bx* + ABy^^IPz*, welche 
durch die lineare Transformation Bz = x\ x = z\ AB = A' übergeht in 
x" — A'y 1 = Bz 41 . Endlich können wir noch A>B annehmen; denn 
wäre j4<C B, so würden wir blos die Gleichung durch Tranaposition ihrer 
Glieder auf die Form x 1 — Bz 1 = Ay x zu bringen haben. 

Fassen wir alle die verschiedenen Eigenschaften zusammen, welche 
wir der Gleichung I. beilegen dürfen, so sind es folgende: 1) Je zwei 
der Veränderlichen sind relative Primzahlen zu einander; 2) jeder der 
beiden Coeflficienten A und B ist ohne quadratischen Theiler; 8) die bei- 
den Coefficienten A und B sind positiv und A>B. 

Dieses alles vorausgesetzt existiren, wenn die gegebene Gleichung 
möglich ist, d. b. wenn für x, y und * ganze Zahlen existiren, diel die Glei- 
chung I. befriedigen , immer solche ganzzahlige Werthe für n und *', 

welche der Gleichung 

x = nz — z'A 

Genüge leisten ; denn * und A sind nothwendig relative Primzahlen,' weil, 

wenn sie einen gemeinschaftlichen Theiler hätten, derselbe wegen der 

Gleichung I. auch ein Theiler von x sein müsste» also x und s keine 
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relativen Primzahlen zu einander sein könnten. Setzen wir diesen Aus- 
druck für x in unsere Gleichung I. ein, so erhält man nach einigen ein« 
lachen Umformungen: 

?-^4z* — 2nzz' + Az 12 = y 2 
und da n, z, z\ y lauter ganze Zahlen und ausserdem A gegen z eine 

j.2 ß 

relative Primzahl ist, folgt — ^ — = num.integ., oder die Congruenz 

n 2 = B (mod A) 
ist immer möglich, sobald die gegebene Gleichung I. als 
möglich vorausgesetzt wird, und umgekehrt, wenn diese 
Congruenz nicht möglich ist, d.h. wenn 2? ein quadratischer 
Nicbtrest von A ist, so ist auch die Gleichung I. unmöglich« 
Gehen wir jetzt von dieser Congruenz aus, deren Verknüpfung mit 
der Möglichkeit der vorgelegten Gleichung wir soeben dargethan haben, 
und nehmen an, die Zahl n stelle speciell irgend eine beliebige ihrer 

kleinsten Lösungen dar, so ist der Bruch — -. — nolhwendig positiv und 

kleiner als -j. Setzen wir, um dieses zu zeigen, seinen Werth gleich $, 

so ist n* — B=zAs oder n 2 + (A — B) = 4(s + l), wo A—B zufolge der 
Voraussetzung eine wesentlich positive Grösse ist, wenigstens, wenn A 
nicht = Ä ist, ein Fall, den wir nachher besonders betrachten werden. 
Nun ist n als eine kleinste Lösung der obigen Congruenz kleiner als der 
halbe Modul, also n 2 <\A 2 . Setzen wir dies in die vorige Gleichung 
ein, so geht sie über in die Ungleichung \A 2 + A — B > A($ + 1), also ist 
auf jeden Fall noch stärker JA 2 + A > A(s + 1); hieraus zieht man 
$<\A. — Dass die Grösse 5 wesentlich positiv ist, erhellt aus der Glei- 
chung n 2 + A — B = A(8+l), deren linke Seite als die Summe zweier 
positiven Grössen gleichfalls positiv sein muss. 

Nehmen wir an, der grösste quadratische Factor, welchen das der- 
artig bestimmte $ enthält, sei fr 2 , so kann man «t= A'fc 2 setzen und II 

wird ebenso wie s der Ungleichung A'<-j Genüge leisten. Hierauf se- 
tzen wir in die obige Gleichung —~j— * 2 — 2n**'+ As' 2 =y 2 für — j— 

seinen Werth A'fr* ein, und erhalten A'k 2 z 2 — 2nzz' + Az 12 = y 2 . Dieser 
Gleichung geben wir nach vorhergegangener Multiplication mit A'fr 1 die 
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Form (!'*** — ««O» — (»* — JA'* , )*'« = i'*V und Mt **n !'*•*- 
iw'sx' und kif = y l . Berucksiehtigeu wir noch, dass xu Folge der 

Gleichung l^li _ A'k* der Ausdruck rf—AA'k* dem Coefficienlen B 

gleich wird, so bekommen wir dadurch die transformirle Gleichung 
aP—BJ* = A'y* oder 

x * _ A'y* = ***», 
welche von derselben Form wie 1. ist und in der nur der Coefficient i 
in den kleineren, aber immer noch positiven Coefficienten A 4 umgewan- 
delt erscheint. Zugleich erhellt, dass diese transformirle Gleichung mög- 
lich ist, sobald es die ursprüngliche ist; denn der Uebergang zwischen 
beiden wird vermittelt durch die linearen Gleichungen 

x = tu? — A%\ A'k 2 z — n*' = x\ kg = j' . 

Vergleichen wir die beiden Coefficienten A' und B der transformirlen 
Gleichung, so kann es immer noch vorkommen, dass A* >B geblieben 
ist In diesem Falle mache man sie zu dem Ausgangspunkte einer neuen 
Transformation, vermöge deren die zweite transformirte Gleichung 

x <* _ A<y* — Bz"* 

mit dem noch weiter verkleinerten Coefficienten A" erhalten wird. Der- 
selbe wird dadurch bestimmt, dass man die kleinste Lösung der Con- 
gruenz n^=B (mod 4') sich bestimmt und darauf aus dem Werthe des 

w '2 b 

Quotienten — -p — alle quadratischen Factoren wegwirft. Diese Cen- 
gruenz ist immer möglich; denn aus der vorhergehenden Gleichung 

IIJ2 ß 

— j- — = A'P ergiebt sich n' = n als eine specielle Lösung und die 

allgemeine ist daher n' = mA' : man hat sich mithin n' als die kleinste 
Lösung der Congruenz n' = n (mod A 1 ) zu bestimmen, und hierauf den 

n'* — B 
Ausdruck — -^ — = A u k n zu formiren. 

Ist auch jetzt noch 4">B, so hat man die Transformation noch 
weiter und so lange fortzusetzen, bis man schliesslich auf einen Coeffi- 
cienten Cs=AW kommt, der kleiner als B ist. Das Schema fOr diese 
Reihe von Transformalionen ist folgendes; 
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*' — J f * «As 2 
x <2 _ ^yi _. jfc'i 



n 2 -Ä=ii'i 2 , n <4A 

n' 2 — Ä=i'4"A' 2 , * »' < K, n' =n (mod A 4 ) 

n" 2 — Ä^i'^'"*" 2 , »"<|1'Vii"Sii' (modi") 



Di« zuletzt erhaltene Form tfM 1 — A( v ty v ? ~ Bz^* wird man nun um* 
schreiben wie folgt: x^ — Bz^—Cy^* und zum Ausgangspunkte neuer 
Transformalionen machen, die zum Zwecke haben den Coefficienten B zu 
verkleinern, der jetzt dieselbe Rolle gegen C spielt, wie vorher A gegen 
B. Auf diese Weise wird man zuletzt eine transformirle Gleichung 
jpM^DaM'-^M 1 erhalten, in der D kleiner als C ist und wird 
dann, indem wir die Gleichung umgekehrt schreiben, nämlich jr^)* — 
CyOO* ssbDä^) 1 , dasselbe Spiel <Jer Verkleinerung mit C fortsetzen, bis 
man endlich durch diese fortwährende Verkleinerung irgend einen Coeffi- 
cienten gleich 1 erhält. Dies muss nolhwendig irgend einmal eintreten} 
denn da diese Coefficienten immer ganz bleiben, so können sie sich nicht 
"bis ins Unendliche verkleinern und man erhält also schliesslich eine Glei- 
chung von der Form 

| 2 - tf = M?. 

Zugleich, da alle die angewandten Transformationen linear sind, so wird 
sich aus denselben eine gleichfalls lineare Transformation x, y, z in die £, 
7], £ zusammensetzen lassen und man wird daher die sämmtlichen Lösungen 
nach x, y, z aus den Lösungen der letzten reducirlen Gleichung ziehen können. 
Nun kann aber diese immer in endlicher Weise gelöst werden ; denn wenn man 
.sich M in zwei Factoren a und ß zerlegt, was, unter der Annahme, das* 
diese Factoren auch der Einheit gleich genommen werden dürfen, immer 
möglich ist, so geschieht der Gleichung offenbar Genüge, indem man 
setzt £ = pg, | + ^= ap 2 , £— -77 =* ßq 1 und hieraus ergiebt sich, indem 
p und q vollkommen willkürliche Zahlen bezeichnen, das Lösungssystem 

£*=P«. ^ Ä 2 • § — 2 - 

Es ist bisher von einem Falle abgesehen worden, der eintreten kann, 
DftmUeh das« entweder in der gegebenen Gleichung oder auch im Verlaufe 



* 
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der Transformation die beiden Coefficienten A und B einander gleich wer- 
den können. Es ist dann allemal eine Gleichung von der Form 

x*—Ay* = Az* 
aufzulösen. Gemäss der auseinandergesetzten Methode bat man Behufs 
Bildung der transformirten Gleichung in den Ausdruck n s — B — AA'k 1 
für * den Werlh einzusetzen und erbalt dadurch, da man B = A hat, 
— 1 = A'k* , also A s = — 1, im Widerspruche dazu, dass sonst A' immer 
positiv ausfällt. Aber man kann diesen Uebelstand leicht vermeiden, 
wenn man für n nicht den Werth 0, sondern den Werth a einsetzt, wo- 
durch A* — A^AA'h 1 , also A — l = «A'i* wird. Die weitere Rechnung 
gebt in derselben Weise fort; denn offenbar ist Af eine positive Grösse 

und, wenn nicht kleiner als-^-, doch wenigstens kleiner als A 9 sodass 

faclisch wenigstens die Verkleinerung fortgeht Die Methode hat also die 
erforderliche Allgemeinheit. 

' Uebrigens ist auch eine besondere, der Natur dieses speciellen Falles 
angepasste Methode anwendbar. Da nämlich A in x aufgehen muss, so 
kann man x = Au setzen und erhält dadurch y 1 +% 1 = Au\ In dieser 
Gleichung sind % und A relative Primzahlen, weil es sonst y und % nicht 
sein könnten, und man kann also, immer die Möglichkeit der vorgege- 
benen Gleichung vorausgesetzt, die Zahlen n und y 4 sich so bestimmt 
denken, dass sie der Gleichung y=nz+Ay' genügen. Indem man die- 
sen Werth von y einsetzt, verwandelt sich die primitive Gleichung in die 

n 2 +l n 2 4-l 

folgende: — - — z*+2nzy'+Ay' 1 = u 2 und es muss hier — -j — eine ganze 

Zahl sein. Man kann also, indem k 1 den grössten gemeinschaftlichen 

n 2 +l 
Theiler dieser ganzen Zahl bezeichnet , — — = A'k 1 setzen und hat dann 

A 

i'*** 2 + 2nsy+Jy /2 = tt*, woher (A'^x + ny*)* — (n* — AA'k*)g'* = 
A'k^u 1 , oder, wenn man A'k 2 z+ny' = z*, ** = *' setzt und berücksich- 
tigt, dass man n* — AA'k 1 ^ — 1 hat, 

Mithin ist die gegebene Gleichung zurückgefAhrt auf eine ähnliche, in 
welcher der Coefficient 4'<{i+j ist (in der Voraussetzung wenig- 
stens, dass n die kleinste Lösung der Congruenz u*+ 1 = (moi i) 
bezeichnet). Indem man diese Gleichung einer neuen Transformation an* 
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terwirft und so fortfährt, wird man, da die Cocfficientcn i, A\ 1", .... 
immer kleiner werden, schliesslich auf eine Gleichung von der Form 
fi+j^srv* kommen, welche unter der Annahme M= 1 nicht wesent- 
lich verschieden ist von der Gleichung |* — jj , = M^ j und daher gleich 
dieser aufgelöst werden kann. Yon den Lösungen dieser letzten Gleichung 
aber kann man allmählig xu den Lösungen der ursprunglichen Gleichung 
aufsteigen. 

Es ergiebt sich übrigens, ähnlich wie im allgemeinen Falle Ar die- 
jenigen Transformationen, die den Coefficienten B unverändert lassen und 
nur den Coefficienten verkleinern, dass alle Congruenzen, die man hier- 
bei aufzulösen hat, eben weil sie nur A betreffen, alle vermittelst linea- 
rer Congruenzen aus der ersten Congruenz n 2 = — 1 (mod A) fliessen. 
Die Möglichkeit dieser letzten Congruenz ist also die nothwendige und 
zureichende Bedingung dafür, dass die Gleichung z*+y* = Au* in gan- 
zen Zahlen für *,y, u besteben könne; denn sobald diese Bedingung 
erfüllt ist, kann man immer von der gegebenen Gleichung zu der auflös- 
baren Gleichung p+rj 1 =v* gelangen. 

Beispiel. Die gegebene Gleichung sei x 1 — Uy* = 5s*. Man 
findet als die erste transformirte Gleichung £ 2 — y* = 5£ 2 und die Auf- 

lösung dieser letzten Gleichung ist: g= o ' y = q ' £ = M» 
mitbin : 

Die auseinandergesetzte Lösungsmethode hat zu ihrer Voraussetzung 
die Möglichkeit der gegebenen Gleichung; indessen bei genauerer Betrach- 
tung führt sie zu einem Theoreme, vermöge dessen wir hierüber a priori 
Aufschluss erhalten. 

Das Wesen unserer Methode liegt doch darin, dass wir von der Glei- 
chung x 1 — Ay 2 =B2 1 durch eine Reihe linearer Transformationen zu 
der Gleichung |* — t; 2 =M^ 1 übergehen, deren Auflösung in unserer 
Gewalt steht. Zugleich haben wir gezeigt, dass, wenn die erstere mög- 
lich ist, dieser Uebergang sich immer bewerkstelligen lasse. Hieraus 
folgt die Möglichkeit oder Unmöglichkeit unserer Gleichung als identisch 
mit der Möglichkeit oder Unmöglichkeit des besagten Ueberganges. Prü- 
fen wir näher, was dessen Ausführbarkeit bedingt. Zunächst sind dazn 
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erforderlich eine Reibe Ton Transformationen (die jedoch möglicher Weise 
sich auf eine einzige reduciren kann), welche B unverändert lassen und 
A verkleinern. Alle diese Transformationen, welche nach einander die 

Coefficienten 4', 4", A'", A& = C liefern, sind an eine Reihe von 

Congruenzen geknöpft, von denen die erste nur dann möglich ist, wenn 
B ein quadratischer Rest von A ist, die übrigen aber, sobald die erste 
möglich ist, immer möglich sind (man vergleiche, um sich die Ueberzeu- 
gung su verschaffen, obiges Schema). Wir folgern hieraus allgemein: 
Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Mög- 
lichkeit einer Transformation, welche den grösseren Coef« 
ficienten unter den kleineren herabbringt (oder wenigstens 
demselben gleich macht), besteht darin, dass der kleinere Coef- 
ficient ein quadratischer Rest des grösseren Coefficien- 
ten sei. 

Nehmen wir demgemäss an, dass den Transformationen, welche die 
abwechselnde Verkleinerung der beiden Coefficienten bezwecken, die fol- 
genden transformirten Gleichungen entsprechen: 

0»-.4y*«Ari, a?*— Bz* = ty 2 , a?* — ty»~I>* 2 , 

x*—Dz* — By*, , 

wo die Coefficienten A, B, C, D, B, den Ungleichungen 4>5> 

OD>E Genüge leisten, so sind die nothwendigen und hinrei- 
chenden Bedingungen für ihre Ausführbarkeit, dass die Zahlen B, C, 
D t E, quadratische Reste seien von A 9 B, C, D, Wenn um- 
gekehrt diese Bedingungen alle erfüllt werden, so ist der Uebergang von 
der Gleichung x 1 — 4y 2 =Us* zu der Gleichung § x — tj 1 äM^ 1 mög- 
lich und damit die Möglichkeit der ersleren bewiesen. 

Nun lässt sich zeigen, dass alle die genannten Bedingungen erfüllt 
werden, wenn in der gegebenen Gleichung x* — Ay*** B%* und 
ihrer ersten transformirten x* — 4'y = 2te* jeder Coeffi- 
cient den anderen zum quadratischen Reste hat. Dies giebt 
drei verschiedene Bedingungen: 1) A ist ein Rest von B, 2) B ist ein 
Rest von A, 3) 4' ist ein Rest von B. Zu diesen kommt scheinbar noch 
als 4te Bedingung die hinzu, dass B ein Rest von A' sei*, aber ein Blick 
auf unser Schema zeigt, dass diese Bedingung immer erfüllt wird, sobald 
:es die zweite wird. 
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Unsere Behauptung lägst auch die folgende bequemere Aussprache ZU! 
Wenn in der primitiven Gleichung und ihrer ersten transformirten jeder 
Coefficient den anderen zum quadratischen Reste hat, so gilt das Näm- 
liche Ton allen nachfolgenden transformirten Gleichungen. 

Betrachten wir zunächst die transformirten Gleichungen, welche sich 
auf die Verkleinerung des Coefticienten 4 beziehen, nämlich: 

rfi— 4y 2 = U*' 2 , /«-ly«»^ «««—iWyW 1 «:^*» 1 , 

so haben wir bereits dargethan, dass dieselben alle möglich sind, wenn 
B ein quadratischer Rest von 4 ist, und da diese Voraussetzung zutrifft, 
liefert ein Einblick in unser Schema sogleich den Beweis, dass B ein 

quadratischer Rest von 4', 4", 4'", 4^ ist. Es sollen nun weiter 

auch umgekehrt 4', 4", 4"', 4^ quadratische Reste von B sein. 

Von 4' gilt dies zu Folge der Voraussetzung; um den Beweis rucksicht* 
lieh der Zahl 4" zu führen, bemerken wir, dass 4" ein quadratischer 
Best von B ist, wenn es ein quadratischer Rest jedes beliebigen Prim- 
factors von B ist« Indem also <$ irgend einen Primfactor von B bezeich- 
net, reicht es hin zu beweisen, dass 4" ein quadratischer Rest von # 
sei. Dies erhellt unmittelbar, wenn 4" ein Vielfaches von # ist; denn 
alsdann kommt 4" nach dem Modul <& mit Qberein und ist ein qua- 
dratischer Rest jeder beliebigen Zahl. Wenn dagegen 4" kein Mulliplum 
von & ist, also relative Primzahl zu #, so beweisen wir dasselbe auf fol- 
gende Art. 

Da 4' ein quadratischer Rest von B ist, so ist es auch ein quadra- 
tischer Rest von #; mithin ist die Congruenz x 2 = 4' (mod $) in ganzea 
bestimmten Zahlen für x' möglich. Aus derselben folgt 4"x 2 *' 2 = 4'4"*' 1 
(mod #), also, wenn man für 4'4"/r' 2 seinen Werth n' 2 — U, oder viel- 
mehr, weil — B als ein Multiplum von & weggeworfen werden kann, n' 1 
setzt, 4'V 2 ^ 2 S *' x (mod #). Zu Folge dieser Congruenz muss 4'V 2 *' 1 
ein quadratischer Rest von <$ sein und da dasselbe von den beiden Fac- 
toren x' 7 und k' 2 gilt, so muss auch, nach einem p. 227 unter c) auf- 
geführten Theoreme, wofern 4", sowie x* und 4' von verschieden sind, 
4" ein quadratischer Rest von # sein. Nun ist k' gemäss seiner Bestim- 
mung nicht unter 1, also immer von verschieden, und dazu, dass m 4 
von verschieden sei, ist die notwendige und zureichende Bedingung« 
dass , wegen der Congruenz «' 2 2 4' {mod &) , A 4 kein Multiplum ton 
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£ sei. Also wenn A 4 kein Multiplum von £ ist, haben wir bewiesen» 
dass A" ein quadratischer Rest von & sei. Dasselbe folgt aber, obgleich 
auf andere Art, auch wenn A! ein Multiplum von & ist. 

In diesem Falle kann man aus der Congruenz »' == n (mod A') die 
einfachere ziehen: n' = n (mod d), woher *'* — B = ** — B (mod # 2 ), 
oder, wenn man für n' 2 — B und n* — B ihre Werthe setzt, A 4 A 44 k i% = 
AA'i 2 (mod &*). Nun ist 4' wohl durch # th eil bar, aber nicht durch 
<$* (weil es keine quadratischen Factoren enthalten darf); mithin kann 
die vorige Congruenz nur bestehen, wenn man A^k 41 = Ak 1 (mod d) 
hat; also da Ak 1 ein quadratischer Rest von B und daher auch von # 
ist, muss A 44 !? 1 gleichfalls ein quadratischer Rest von & sein und dies 
setzt, da k 4 und A" von verschieden sind, voraus, dass A 44 ein qua- 
dratischer Rest von S- sei. 

Also auf jeden Fall, mag nun A! von verschieden sein oder nicht, 
ergiebt sich A" als Rest von B: aber es findet ein wesentlicher Unter* 
schied im Reweise statt; [der Beweis geht im ersten Falle blos darauf 
zurück, dass A 4 ein Rest von B und B ein Rest von A' sei; im zweiten 
Falle muss man aber noch weiter zurückgehen und A als einen Rest von 
B voraussetzen. Also analog, wenn A nach dem Modul & von ver- 
schieden ist, wird man daraus, dass A ein Rest von B und B ein Rest 
von A ist, den Schluss ziehen können, dass A 4 ein Rest von B sei, d. h. die 
dritte Bedingung aus den beiden ersten folge. Dagegen wenn A ein Mul- 
tiplum von & ist oder mit anderen Worten, da # jeden Primfactor von 
B bezeichnen kann, keine relative Primzahl zu B ist, ist die dritte Be- 
dingung keine notbwendige Folge der beiden ersten. Hieraus ergiebt sich 
also die wichtige Bemerkung, dass, wenn A und B relative Prim- 
zahlen zu einander sind, die dritte der aufgeführten Be- 
dingungen eine einfache Folge der beiden ersten und daher 
überflüssig ist, dagegen, wenn A und B gemeinschaftliche 
Factoren besitzen, ist die dritte Bedingung nicht noth- 
wendig eineFolge der beiden ersten und daher wesentlich. 

Die Resultate der bisherigen Beweisführung können wie folgt zu- 
sammengefasst werden: Wenn 3 aufeinanderfolgende transformirte Glei- 
chungen gegeben sind, die den gemeinschaftlichen CoelBcienten B haben 
Und dereq nicht gemeinschaftliche CoelBcienten respective durch die ab« 
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steigenden Zahlen A, A\ A" (übrigens alle drei >B) dargestellt werden, 
und wenn die Coefficienlen der beiden ersten von einander respective 
quadratische Reste sind« so sind auch die Coefficienlen A" und B der 
letzten ron einander respective quadratische Reste. Aus dieser Aus- 
sprache erhellt unmittelbar, wenn man von der zweiten und dritten trans- 
formirten auf die vierte und so fort schliessl, dass in allen transformir- 
ten Gleichungen, welche die Verkleinerung von A zum Zwecke haben, 
jeder Coefficient ein quadratischer Rest des anderen ist. 

Den nämlichen Nachweis haben wir jetzt zu führen rücksichtlich des 
iweiten Systemes transformirter Gleichungen, welches sich auf die Ver- 
kleinerung von B bezieht und dessen Entstehung in folgendem Schema 
dargestellt werden kann: 

x*-Bz*=Cy*, C = AW 
x'*—B'z'*=Cy'*, m* —C=BB'l*> *n<JB, 

*"■—*"*"*= Cy" 2 , m'*— (7= B'B"l 2 , m'<4fi, m' == m (mod Ä'), 



Zu dem Zwecke haben wir jetzt offenbar nur nöthig zu zeigen, dass die 
beiden ersten Gleichungen des Systemes den in Rede stehenden Bedin- 
gungen Genüge leisten, d. h. dass B ein Rest von C und umgekehrt C 
ein Rest von JB, sowie B 4 ein Rest von C und umgekehrt C ein Rest 
von B* sei. Die beiden ersten Aussagen folgen unmittelbar daraus, dass 
die erste Gleichung des zweiten Systemes identisch ist mit der letzten 
Gleichung des ersten Systemes; von den beiden letzten Aussagen ist die 
eine, dass C ein quadratischer Rest von B 1 sei, eine noth wendige Folge 
der Art und Weise, wie man sich m bestimmt hat, nämlich vermöge der 
Congruenz m 1 = C (mod B), d. h. mit anderen Worten, sie folgt daraus, 
dass C als ein Rest von B vorausgesetzt wird. Demgemäss bleibt nur 
noch die 4te Aussage, dass B* ein quadratischer Rest von C sei, zu be- 
weisen übrig. Dieser Beweis ist wieder identisch mit dem Beweise, dass 
Bf quadratischer Rest ist zu irgend einem beliebigen Primfactor # von C 

Wenn B ein Multiplum von <# ist, so bedarf dies keines weiteren 
Beweises. Ist dagegen Bf kein Multiplum von &, so beweist man das- 
selbe auf folgende Art« 
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Da B ein quadratischer Rest von C ist, so ist B auch ein quadra- 
tischer Rest von #, also die Congruenz x 1 = B (mod *) möglich* Hieraus 
folgt B'x*P = BVV {mod #), also wenn man für BVV seinen Werth 
m* — C unter Vernachlässigung der Grösse — C einsetzt, VxH* = m 1 
(mod #). Demgemäss ist , wie vorher, wenn B von verschieden ist, Bf 
ein quadratischer Rest von &. 

Es ist aber auch ein quadratischer Rest von & y wenn B ein Multi- 
plum dieser Grösse ist. Da i( y ~~ ! ) ein Rest von B ist, so ist es alsdann 
auch ein Rest von & und die Congruenz x 1 = A^^ 1 ^ («od &) möglich. 
Multipliciren wir dieselbe mit A^k^" 1 ^ 1 und bemerken, dass auch AW 
den Factor & enthält, so folgt 4Mi( y -^ = Ai^^A^lfi^ 1 ^ (mod * 2 ) 
oder wenn wir, unter Benutzung des Schemas för unser erstes System, 
für die rechte Seite ihren Werth einsetzen und grösserer Einfachheit 
halber die Indices von k und n weglassen, sowie links für A^ seinen 
Werth C einfuhren: Ck 2 x* = n 1 — B (mod* 8 ). Nun ist die linke Seite, 
sowie das zweite Glied rechts in dieser Congruenz durch # theilbar, also 
muss es auch das Glied n 2 sein und da & eine Primzahl ist, folgt weiter, 
dass n 1 sogar durch & 1 theilbar ist. Mithin kann man das Glied fort- 
werfen und erhält Ck 2 x 2 = — B (mod &*>. Multiplicirt man jetzt mit 
VP, so folgt VCk 2 Px 2 = — BVV' (mod &*) oder, wenn man für — BVP 
seinen Werth setzt, B'CktPx 1 = C — m 1 (mod &*). Hier ist m* wieder 
aus ähnlichen Gründen, wie vorher n* durch & 1 theilbar und kann daher 
gleichfalls wegfallen, so dass wir VCk*Px* = C (mod # 2 ) erbalten. Diese 
Congruenz kann, da C durch #, aber nicht durch d* theilbar ist, nur 
bestehen , wenn man hat B'k*Px 2 = 1 (mod &). Hiernach ist VPPx* 
ein Rest von &. Nun kann weder V , noch Ir, noch J, noch x gleich 
oder der congruent sein. (Was namentlich x betrifft, so würde, wenn 
es gleich wäre, zu Folge der Congruenz x 1 = A^ y ^ (mod &) auch 
^( v *~l) der congruent sein nach dem Modul #, d.h. A^ v " 1 ^ und A^ 
hätten beide den Factor # gemeinschaftlich und dies angewandt auf die 
Gleichung n 1 — B=. A^^A^k 1 würde zu Folge haben, B theilbar durch 
den quadratischen Factor #*). Also ist V ein Rest von &, wie zu be- 
weisen. 

Das zweite System unserer transformirten Gleichungen genügt dem* 
gufolge den oben bezeichneten Bedingungen und wir haben dies als eine 
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Folge davon erkannt« dass das erste eben diesen Bedingungen gleichfalls 
genügt Analog genügt das dritte, weil das zweite genfigt, und indem 
man endlich in der nämlichen Weise weiter fortschliessi, gelangt man tu 
der letzten Gleichung ^— 7y* =M^, in der 1 ein Rest von M und M 
ein Rest von 1 ist« Hiermit haben wir den vollständigen Beweis geliefert, 
dass, wenn die obigen drei Bedingungen statthaben, in jeder transformir- 
ten Gleichung immer der eine Coeffirient ein Rest des anderen Coeffi- 
cienten ist, und können nun folgendes Theorem aussprechen: 

Die nothwendige und zureichende Bedingung dafür, dass 
die Gleichung x 1 — Ay*=sBz 2 in ganzen Zahlen für x, y > x 
aufgelöst werden könne, ist, wenn A und B relative Prim- 
zahlen zu einander sind, dass A ein quadratischer Rest 
von B und B ein quadratischer Rest von A sei; wenn da- 
gegen A und- 5 keine relativen Primzahlen zu einander 
sind, so muss dieselbe Bedingung auch noch für die erste 
transformirte Gleichung erfüllt werden. 

Das vorstehende Theorem lässt eine weit einfachere Aussprache eh. 
Nehmen wir an, der grösste gemeinschaftliche Tbeiler zwischen A und B 
sei a, so kann man i»«i, B=zac setzen und weder a und c, noch « 
und b y noch auch b und c können einen gemeinschaftlichen Theäer 2>1 
haben. Substituiren wir ferner ax' für x, so kommt unsere Gleichung 

auf die Form 

aa?' 2 = ty 2 +6* 2 , 

und damit dieselbe in ganzen Zahlen furo?', y y z aufgelöst werden könne, 
.sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen: 1) ab muss ein 
Rest von ac und 2) umgekehrt ac ein Rest von ab sein und, indem man 
den verkleinerten CoefGcienten ac in der ersten transformirten Gleichung 
mit A 4 bezeichnet, 3) A 4 muss ein Rest von ac sein. Dies giebt die drei 
Bedingungscongruenzen : 

n 2 = ac (mod ab), m 2 = ab (mod ac), u> 2 = A 4 (tnod ac). 

Setzen wir, da n und m nothwendig durch a theilbar sind, * = av, m^a^i, 
«o gehen die beiden ersten derselben über in 

av* = c (mod 6), ap 2 = b (mod c), 
deren Bestehen umgekehrt zur Folge hat, dass ac ein Rest von ab ind 
vb ein Rest von ac ist. Es kommt nun darauf an die dritte Bediaguags- 

Schwar*, Zahlen- Theorie. 30 
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congruenz in ähnlicher Weise umzugestalten. Den obigen Formeln ge- 
mäss ist n 1 — B= AA'k 1 , oder, wenn man für *, B, A ihre Werthe ar, 
ac, ab einführt, ah>*—ac=: abA'k\ also ist bA'k 1 == — e (moi a) und, 
wenn man für A* den ihm nach dem Modul a congruenten Werth w* 
setzt» b(tok) 2 = — c (mod a). Umgekehrt, wenn die soeben erhaltene Be- 
dingungscongruenz bw 1 = c (mod a) nach w möglich ist und gleichzeitig 
auch die beiden ersten transformirten Bedingungscongruenzen bestehen, 
so ist A* ein Rest von ac. 

Um dieses zu beweisen, bemerken wir, dass, da die Congruenz 
av % = e (mod b) als möglich vorausgesetzt wird, die Zahlen •> , A\ k in 
bekannter Weise derartig bestimmt werden können, dass die Gleichung 
ahf % — ac = abA'k* besteht Aus derselben ergiebt sich einmal, dass k 
«ine relative Primzahl zu a sein muss (denn die Annahme des Gegen- 
teiles würde entweder darauf führen, dass einer der beiden Coefficien- 
ten a und c einen quadratischen Factor enthielte, oder dass sie beide 
einen gemeinsamen Theiler >1 besässen) und dann dass die Congruenz 
bA'k* = — c (mod a) erfüllt wird. Nun ist nach der Voraussetzung 
bw 2 S — c (mod a) möglich, also folgt bw 1 = bA'k 1 oder, da b eine 
relative Primzahl zu dem Modul a ist, w 1 = A't* (mod a), d. h. A'k 1 ist 
ein Rest von a. Hieraus folgert man ohne Schwierigkeit, da k 2 kein Viel- 
faches von a ist, dass auch A' ein Rest a sei. 

Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen übrig, dass A' auch ein Rest von 
c sei ; denn alsdann ist es nothwendig ein Rest von ac. Zu dem Zwecke 
folgern wir aus der zuletzt genannten Gleichung die Congruenz bA'k* = 
w* (mod c) und schreiben hier für b den damit nach dem Modul c con- 
gruenten Werth a^ 2 : dadurch erhalten wir aA'Qtk)* = av s (mod c), oder, 
da a eine relative Primzahl zu c ist, A § (yK) % = ** (mod e); also ist 
Jttyik)* ein Rest von c. Da nun auch (ßk)* ein Rest von e ist und we- 
der fi noch & einen Factor mit c gemeinschaftlich haben kann, so ergiebt 
sich hieraus, dass A* ein Rest von c sein muss. 

Die Resultate unserer letzten Entwickelung lassen sich in folgendem 
Theoreme zusammenfassen: Die nothwendigen und hinreichen- 
den Bedingungen für die Möglichkeit der Gleichung x 1 — 
Ag**sB%* sind, dass A ein Rest von B, sowie umgekehrt B 
einRest von A sei und ausserdem, indem «den grösstenge- 

1 ■■■■.! 
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meinschaftlichenTheiler von A und B bezeichnet, dass die 
Congruenz Au 2 S — B (modo 1 ) besteben könne; oder, noch 
anders ausgedruckt: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für die 
Möglichkeit der Gleichung 

in der die Zahlen a, 6, c positiv und ohne alle quadrati« 
sehen Factoren« sowie zu je zweien relative Prini^hlen 
sind, ist die Möglichkeit der drei Congruenzen: 

an* = e (mod 5), au 1 = 6 (mod c), bu 1 = — c («od a). 
Die dritte Bedingung wird in dem Falle, in welchem A und B relative 
Primzahlen sind, d.h. wenn a gleich 1 ist, immer erfällt und ist daher 
überflüssig, in Uebereinstimmung mit der weiter oben befindlichen Aus- 
sprache eben desselben Satzes. 
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